1 REKURENTNE ZADANA POSLOUPN

9. cviceni — Rekurentné zadané posloupnost, cela ¢éast
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Rekurentné zadana posloupnost
Piiklady

1. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti
(a) ar = 0, ant1 = an47+3

Reseni:

Priklad i s feSenim mame odtud: https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIR8

.PDF

e Za predpokladu, Ze posloupnost méa limitu, miZeme psét

4 4

L= lim a, = lim apy; = lim
n—oo n—oo n—oo

Odtud L =1.
e Posloupnost je omezena: Posloupnost je ziejmé kladna.

Dale predpokladejme, Ze a, < 1. Pak

an + 3 1+3
e e e ¥

7 indukce pak plyne, Ze 0 < a, < 1.
e Posloupnost je neklesajici:
an < Qpt1

Gn

da, < an + 3
3a, <3
an <1

)

coz je pravda z predchoziho kroku.

(b) Cflz\/z ant+1 = V2 +an

Reseni: Pro n-ty ¢len mame vzorec

anz\/2+\/2+...+\/§.

n odmocnin

Posloupnost a, je zfejmé ostie rostouci, nebot nerovnost a,+1 > a, se lehce ovéri
(napf. umocnénim). Dokazeme, Ze a, < 2 pro libovolné n; umociiovanim na
druhou totiz postupné dostavame

an§2<:>\/2+\/2+...+\f2§2@2+\/2+\/2+...+\f2§4@

n odmocnin n — 1 odmocnin
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1 REKURENTNE ZADANA POSLOUPNOST

@\/2+\/2+...+\/§§2<:>...<:>\/§§2.

n — 1 odmocnin

Protoze posloupnost je monoténni a omezena, konverguje, tj. ma vlastni limitu L.
Tuto limitu Ize nyni navic snadno spoéitat, nebot

limanp4; =limv2 4+ ay,

L=v2+1L
L=2.
(¢) a1 =+/c, ant1 = ¢+ ap, kde ¢ > 0.
Regeni:
Priklad i s feSenim mame odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/an
alyza.pdf
Pro ¢ = 0 je posloupnost konstanté nulova a tedy lim,_,., a, = 0. Necht ¢ > 0.
Ztejme plati, ze a, > 0 pron € N.

e Za ptredpokladu, Ze posloupnost ma limitu, miZeme pséat (véta o odmocning)
L= Jim on = M o = Jim voFan = Vet I
Ziskavame kvadratickou rovnici
L? -~ L—c=0.

Tedy
1++v1+4c
2

Ale protoze posloupnost je kladna, nemiize mit zapornou limitu %(1— V1+ 4e).
_ 1+/1+4
Tedy L = =25,

L:

e Posloupnost je rostouci: Indukei.
Ztejmé plati a1 < 1o. Pak

ap =Vap_1+c<va, +c=api1.

Z indukee je tedy posloupnost {a,} rostouci.

e Posloupnost je shora omezena: Ziejmé a; < /c + 1. UkaZzeme indukci, Ze
jestlize a, < /c+ 1, pak i apy1 < e+ 1.

ant1 =Van+c<y\[Ve+l+e< \/2ﬁ+1+c=\/(\/6+1)2:\/5+1.

(d) a1 =10, any1 =6— 2
Reseni:
Priklad i s feSenim mame odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/an
alyza.pdf
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1 REKURENTNE ZADANA POSLOUPNOST

e Za predpokladu, Ze posloupnost mé limitu, miizeme psét

5} 9
L= lim a, = lim ap4; = lim 6——A:L6——
n—o00 n—o00 n—o0 an L

Ziskdvame kvadratickou rovnici
L? —6L+5=0.

Tedy
Ly =1, Ly =5.

e Posloupnost je zdola omezena:
Z¥ejmé a1 > 5. Ukézeme indukci, Ze jestlize a,, > 5, pak i ap41 > 5.

5 5
Gpn41 =6——>6— - =05.
an 5
e Posloupnost je klesajici:
Ap, > Gpit1
5
anp >6— —
an
a? — 6a, + 5 =0
Qp
-5 -1
(an )(an ) >0
an,

Posledni radek, je ale pravdivy, protoze uz mame a,, > 5.
Zavér: L = 5.
1 1
(e) a1 >0, apy1 = 3 <an + ) . Dokazte, ze lim a, = 1.

A, n—00

ReSeni: Ukéazeme, 7e posloupnost je omezena a monoténni, tedy konvergentn.
Oznacime-li potom jeji limitu L, potom musi platit

. 1 1
limzy,y; =lim= | x, + —
2 n

1 1
L=lm=-|L+ —
m 5 ( + L>
odkud plyne, Ze

1 1 1 9
L—hm2<L—|—L) <:>L—Z<:>L =1
Ziejmé tedy limitou, pokud je posloupnost konvergentni, mize byt pouze ¢islo
—1 nebo +1. Protoze xy > 0, jsou vSechny ¢leny posloupnosti nezaporné (diky
rekurentnimu vzorci), a tedy —1 nemuze byt limitou, zbyva 1.

Zbyva dokéazat konvergenci, tj. monotonii a omezenost. Podle nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym priameérem (AG-nerovnost) vyplyvé, Ze pro libovolné

a >0 je
1 1 1
—la+—-) >214/a-—=1,
2 a a
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1 REKURENTNE ZADANA POSLOUPNOST

a tedy plati, Ze libovolny ¢len posloupnosti s vyjimkou xg je vétsi nez 1.

1 1 1/1—22
n n

Odtud plyne, Ze posloupnost je klesajici (pfi¢emz ostie, pokud 0 < xp # 1, nebot
v AG-nerovnosti nastava rovnost pouze tehdy, déla-li se pramér stejnych ¢isel). Z
toho, Ze posloupnost je od druhého ¢lenu klesajici plyne, Ze je omezené, nebot plati,
ze

0 <z, < max{xg,x1}.

(f) Necht 0<a<1.a; =0, apnt1 =an+ %(a —a?).
Reseni: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulova a limita je rovna 0.
Necht tedy a # 0 a necht 0 < z,, < y/a. Tato nerovnost jisté plati pro z1. Pak
xn = +va — ¢, kde € < \/a a protoze plati, ze \/a < 1, je také € > \/ae, a proto
1

xn+1:\/ﬁ—5+%(a—(\/&—5)2):\/&—€+§(25\/5—s2)

= Va+ (Vae —¢) —? < Va - < V.

PFitom méme z,,41 > 0, protoZe pro x, < \/a je piirtstek (a — z2) kladné &islo.
Indukei jsme tak dokazali, ze pokud x,, < y/a, potom také x, 1 < v/a.
Tim jsme indukci dokézali, Ze posloupnost je omezena a Ze pro kazdé n pfirozené
plati, ze 0 < x,, < v/a. Z toho plyne, Ze posloupnost x,, je rostouci, protoZe
1 2

Tyl — Ty = 5((1 —z;)>0.
Z toho plyne, Ze posloupnost je konvergentni a existuje vlastni limita limx, = L.
7 toho plyne, ze musi platit

1 1
lim 241 = lim(x,, + i(a —22) e L=L+ i(a I el’=as L=+

Protoze ale vSechny ¢leny posloupnosti jsou kladné, pfipada v avahu pouze L = +/a.
Snadno se ovéri, ze vysledek plati i pro specialni pfipad a = 0.

(g) a1 =a,az="0,a<b. Upyp = dntont
Reseni:
Priklad i s feSenim mame odtud: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/an
alyza.pdf

i. Indukci ukdzeme, Ze pro kazdé n € N je
a2n—1 < G2n41 < G2p42 < A2n

e Odhad pro n = 1: ProtoZe a1 < ag, tak plati i

a1 + as as + as
as = 5 < 5 = ay.

Dale
a _a1+a2>a1+a1 —q
3= 5 5 =aj.
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1 REKURENTNE ZADANA POSLOUPNOST

Pak
a __az+a2 a2+a2_a
4 = 2 9 = U2
a
a a3+ a a3+a3_a
4 = 2 2 — U3
Tedy

a1 < 1z <asz < as

e Piedpokladejme, Ze pro pevné n € N plati
a2n—1 < Q2p+1 < A2p+2 < A2n.

e Ukazeme pro n + 1.
7 indukénfho predpokladu méme

aon+1 + A2n42

aon+1 < 5

= G2n+3

Odtud
A2p+1 + A2nt2  G2py2 + A2n43

2 2
Opét z indukéniho predpokladu méame

243 = = Q2p+4

aon+1 + A2p4-2

ag2n+3 = - 5 < G2p+42
Tedy
a2n+3 + G2n42
A2n4-4 = - 9 < a2p+2
Dohromady

A2n+1 < G2p43 < A2n44 < A2n4-2,
coz jsme chtéli.
ii. Z nerovnosti vySe mame, Ze poslounost {as, } je klesajici a posloupnost {ag,—1}
je rostouci. Navic plati a; < a,, < ag, tedy obé posloupnosti jsou omezené.
Tedy existuji vlastni limity

lim as, = A, lim as,_1 = B,
n—oo n—oo

kde A, B € R.

Aplikujeme-li vétu o limité vybrané posloupnosti na vyraz

_ Q2p—1+a2p
A2py1 = ——(

5 )
dostaneme
B B+ A‘
2
Tedy
A=B.

Protoze obé& podposloupnosti maji stejnou limitu, méme i

lim a, = A.
n—oo
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1 REKURENTNE ZADANA POSLOUPNOST

iii. Zbyva limitu vycislit. Ze zadani mame

2an-i—l

Gn+1 — an

Dosadime hodnoty pro 2,3,...,n:

as — a2 =
a4 —as =
Gp — an—-1 =
Un41 — An =

Sec¢teme rovnosti a ziskame

=an+ anp-1

Ap—1 — Qp41

ap —as
az — G4
an—2 — an

Un—1 — An+1

Apt+1 — a2 = a1 + a2 — ap — Api1

Po zlimiténi

A—ars=a;+as—A—-A

Dohromady
A pu—

2. Urcete limity z definice:

(8) an = 77

a1 + 2a2

3

Reseni:
Priklad i s feSenim mame odtud: https://kag.upol.cz/matl/texty/ch06/kapi
tola6.pdf
Polozme A = 1. Mé&jme libovolné ¢ > 0. Hledame takové ng, Ze pro kazdé n > ng
je
n
— 1‘ <e.
n+1
Mame
n 1
n+1 Cn+1
Pocitejme
1
<e€
n+1
1
-<n+1
€
-—1l<n
3

Pak sta¢i polozit ng = [1 —1].
(b) On = 2%

ResSeni:

Priklad i s feSenim mame odtud:

tola6.pdf

https://kag.upol.cz/matl/texty/ch06/kapi
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2 CELA CAST

Polozme A = 0. Mé&jme libovolné € > 0. Hleddme takové ng, Ze pro kazdé n > nyg

je
1
27 — 0‘ <e
Pocitejme
1
27 <e€
1
—-< 2"
€
1
logy — < n

Pak staci polozit ng = [logy 1.
(¢) an =mn?
Regeni: Polozme A = co. M&me libovolné K > 0. Hledame takové ng, 7e pro
kazdé n > ng je
n? > K.
Pocitejme
n?>K
n>vK.
Pak sta¢i polozit ng = [VK].

2 Cela cast
Piiklady

3. Spoctéte limity s celou ¢asti

lim @

(a) fim ==

Reseni: Pouzijeme odhady

Plati
1-— L
. n—1 . n
lim = lim =1
n—00 \/ﬁ n—00 1
a
lim @ =1
n—o00 1/N

Ze dvou policajti pak i

(b) lim —[#} i [%]

n—o00 n
ResSeni: Odhadneme
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2 CELA CAST

2 < _2 2
n - n - n
Limity:
Ln_qpn g n(%—%H) 1
lim 2 2 = lim ==
n—00 n n—00 on 2
a
ERV n<%+@+1) 1
lim —2 2 — lim =-.
n—soo n n—o00 2n 2
Ze dcou policajtii mame
1+vn
. [ 2 n] + [%] 1
lim = -
n—00 n 2
1
(¢) lim nogn
]
Reseni: Mame odhad
nlogn _nlogn
2logn =

;- [

Protoze lim,,_o 2logn = oo, tak i lim, o —F=— = 00 z véty o usporadani.

o L
1m
n—oo \/ﬁ

Reseni: (priklad prevzat z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyz

a.pdf)
Odhadneme
3 3 3
N B #55] 100 m —(1%0—1)-100_@
B vn - NG - n -
Protoze i
lim 10—
nlﬁnolo \/ﬁ o

tak ze dvou policajti je
lim
n—o0 NLD
(e) lim [%/n?’ 1 8n2 — /nd + 2n2]
n—o0

Reseni: (pfiklad pfevzat z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyz

a.pdf)
Vyraz a, = v/n3 4+ 8n2 — V/n3 + 2n2 lze upravit na
6n2
(n3 + 8n2)2/3 + (n3 + 8n2)1/3(n3 + 2n2)1/3 + (n® + 2n2)2/3

6
L+ P02 )
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2 CELA CAST

Limita: 6
lim 2/3 1/3 1/3 2/3 2
PN T (A2 (1)

n

Protoze limita je rovna 2, tak od jistého ng mame a,, > 1.
Protoze méme nerovnost

g\ 2/3 g\ 1/3 9\ 1/3 9\ 2/3
3<<1+) +<1+) <1+> +<1+)
n n n n

tak dale plati, ze

Dohromady

lim [a,] = 1.
n—o0

2 10 20
: +n+1)" —(n+1)
0o [3 34 8nZ_ ¢ 3+22].(n
(0 Jim [V 802 = V20—
Reseni:

Prve spocteme

. M2+ D)0 — (n4+1)%
lim
n—oo (n?+41)10 — (n+41)20
(n?0 4+ 100! + 55018 + ... + 1) — (n?° + 200 + 19008 + ... 1)
n-s00 (20 +10n'8 +--- 4+ 1) — (n?0 4+ 2019 + 190n18 + - - - 1)
nt® (10424 .45) - (204+ 2 +. L) 10 1

= m WO )0+ 90 Iy T 20 2

n

Pomoci pfedchoziho piikladu a aritmetiky limit dostavime

2 DY — (n+1)%0 1 1
/3 +8n2 — /n3 2](71 tot =1-(2) =2
W” +8n? = ¥+ 2n 2+ )10 — (n+ 1)2 2) " 2

lim
n—oo

o [ [
g) lim

Reseni: (ptiklad pFevzat z https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemat
icka-analyza)
Prve odhadneme

[x/ﬁ}t[%nf”—l]2\/n3+1+\/n3—1—22\/n3+ —2>Vnd -2

Vin42n 4 ...opn < Ynn 4t 4 ---n® =nYn

Dohromady mame

Ve« [ ] v
>
Y1in+2n+-..opn T nin
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Navic

. Vn? =2 . oJn—2
lim ———— = lim ———2 = 0.

n—oo n {l/ﬁ n— o0 %

Tedy z véty o usporadani je

[ n3+1] + [\/n3—1}
lim =00
n—oo {L/1n+2n+n”

(h) lim [\4/ nd + 4nd — n]

n—oo

Reseni: (pfiklad prevzat z https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemat
icka-analyza)
Prve rozsifime podle vzorce

4n3
an, = \/nt+4n3 —n =
" V/(n* 4 4n3)3 + ny/ (nt + 4n3)2 + n2{/(n* + 4n3) + n3
4

Va+9 40+ 07+ i/(1+ ) +1

Limita bez celé ¢asti limy, o0 a, = —/4 = 1.

Zaroven mame odhady

1
Ja+ e+’ (‘/@4—1
lim [\4/n4+4n3—n} =0

n—oo
) 1 nyn i/ (n+1)" 4+ nrtl
i) lim
oo [\/n] + [2v/n] + -+ + [n4/n]
Reseni: (piiklad prevzat z https://reseneulohy.cz/cs/matematika/matemat
icka-analyza)

0< <1

Celkem tedy

Prve odhadneme

WAL+ RV ) 2 Vi1 2y Ly = it
[Vn] + [2vn] + - - + [nv/n] S\/ﬁ+2\/ﬁ+...+n\f:\/ﬁn(n;—1)'

Dohromady

ny/ny/(n+1)" 4+ nrtl < ny/n ¥/ (n +1)" + nntl < nyn ¥/ (n+1)" + nntl
N R W R P R TV Y
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2 CELA CAST

Spocteme limity

n 1) n+1
i nvni/(n+1)"+n ~ i _
n—00 \/ﬁn(”'i‘l) n—00 (n + 1) n—00

2
n n
:2"1+n< >
n+1

9 1" n+1 n n+1
\/(n+ ™+ n —lim2"(n+1) +n
(n+1)"

Aplikujeme dva policajty:

n
2*\/1+n<L> <2YT+n<2V2n—2-1,
n

n
2’\/1+n<"> >9201 2.1,
n-+1

ny/n T\L/(n + 1) 4 nntl

lim =

Limitu hornfho policajta spoc¢teme jako

z druhé strany

Tedy

n 1 n n+1 n 1 n n+1 1
lim Y™ \/(:(:;1)) T, e j:(nll;r T 2 VOAL 9 1.
n—oo _ n—oo
Vit o VT (1= 7ém)
Zavér: ze dvou policajtil
ny/n ¥/ (n+1)" + nntl

lim =2
W VA + 2]+ i)
Reseni: Ziejmé plati, Zze kx — 1 < [kz] < kz, a protoze

%Z(kx—l):%(m(l—i—...—i—n)—(l—i-...—i-l))
k=1

1 < n(n+1) ) nn+1) 1 potoo @
= r—————=—n|==x =

n? 2 2n?2 n 2
a
n
1 1 n(n+1) nn+1) nstoo T

k=1

je hledana limita rovna x/2 podle vty o sevieni.
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2 CELA CAST

Teorie

4. Bud déano z € (0,00). Ozna¢me [z] celou ¢ast &isla z a {z} = z — [z] desetinny rozvoj
¢isla z. (Napfiklad {7} = 0,1415926....) Sestrojme posloupnost

{z}, {2z}, {3z}, ..., {nz}, ...

Dokazte, Ze:

a) Je-li z celé, mé posloupnost limitu 0.

12 s
151 g1 T g
c¢) Je-li z iracionalni, vyplauji hromadné body posloupnosti cely interval [0, 1].

b) Je-li x racionalni necelé, tj. = r/s, ma posloupnost hromadné body 0

Reseni:
a) Posloupnost je konstantni, nebot pro libovolné celé x je nz celé ¢islo a tedy {kxz} = 0.

b) Pro jednoduchost piedpokladejme, Ze r, s jsou nesoudélna. Proto neni mozné, aby

—1 . . I o
L2 (s=Dr bylo celé. Dokonce ani neni mozné, abychom po déleni

kterékoli z ¢isel ¢, =5, ..., ~—

s dostali stejny zbytek; kdyby tomu tak u dvou ¢isel bylo, byl by délitelny jejich rozdil.
To ale neni mozné, doslo by ke sporu s nesoudélnosti.

Pak uz staci uvazovat jakékoli celé ¢islo k € Z. Pro ngj plati {nZ} = {(n+ks)L}, a tedy

posloupnost obsahuje nekone¢né ¢lent rovnych kterémukoli z ,, hromadnych bodua“.

c¢) Necht a je libovolné ¢&islo z intervalu [0,1] a volme 0 < £ < 1. Sta¢i ukazat, Ze pro
takto libovolné zvolené e existuje ¢len posloupnosti {nd}, ktery se od a lisi méné nez o
€.

Podle nasledujiciho piikladu lze nalézt prirozena Cisla ¢,p tak, Ze |¢f — p| = €1 < e,
pri¢emz €1 > 0, nebot 6 neni racionalni. Mohou nastat dva pripady:

1. g0 —p = €1. Potom {gf} = e;. Dale {2¢0} = 2¢; az po né&jaké ¢islo {kqf} = keq,
kde k je maximalni takové, aby ke; < 1. Konecna posloupnost zbytki €1, 2¢e1, ..., key
deéli interval (0,1) na podintervalky délky e; a ¢islo a do nékterého musi spadnout. Za
vhodné n pak stadi vzit takové, aby ne; byl hrani¢ni bod intervilku, do néhoz ¢islo a
spadne. Potom je ziejmé [{ngf} —a| < e < e.

2. ¢ — p = —e1. Postup je podobny, jenom s pfihlédnutim k tomu, ze qf — p = —e1,
a proto je {gf} = 1 —e1, {2¢0} = 1 — 2e; dtto. Tak se opét interval (0,1) rozseka na
malé kousky atd.

Pomocny piiklad. a) Necht # € R a t € N. Potom existuji cela ¢isla py, ¢ tak, ze
lg0 — pt| < % Pfitom 0 < ¢ < t. DokaZte.

b) Jestlize 6 je iraciondlni, je tli>r1010 g = +00.

Ndvod: a) Ke kazdému ¢&islu k = 0,1,...,¢ najdéme celé ¢islo ry tak, ze 0 < k6 — rp < 1 (tzn.
ri = [k0)], kde [-] znadi celou ¢ast ¢isla uvnit). Interval [0, 1] rozdélime na ¢ intervald

1 1 2 t—1 ¢t
I =|0,- L=\|-,—-),..., 1 =|——,-].
1 |:7t>7 2 |:t7t)7 y 4t |: n at>

Polozme zp, = k6 — r, pro k = 0,1,...,t. VSech ¢&isel x je celkem ¢ + 1, a proto v nékterém z
intervali vyse lezi alespoil dvé z nich, ozna¢me je zr,, xr,, kde k1 < ka. Odtud plyne, ze ¢islo
|2k, — @k, | leZi v intervalu [0, 1). Proto

1
0 < |zg, — ap, | = [(ka — k1)0 — (1g, — 78,)| < n

a stadi polozit ¢ = ko — k1 a p = 1, — 1k, . Zbyva ukazat, ze 0 < ¢ < t. Ale to je zfejmé, protoze
ko > k1 a zaroven obé k nabyvaji hodnot mensich nez t.
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2 CELA CAST

b) Cisla g+ jsou prirozena. Pokud by posloupnost nekonvergovala do nekone¢na, muselo by
existovat nekonec¢né mnoho pfirozenych Cisel ¢; < t5 < t3 < ..., kterym by pfisluselo totéz g a
tim padem nutné také totéz p. Pak by bylo

1 1
g0 —p|< — = 0<|¢f—p|< lim — =0 = ¢ —p=0 = 928,
tn t—oo t, q

coZ je spor s iracionalitou &isla 6.
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