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Indukce

1. Nechť n ∈ N. Matematickou indukcí dokažte, že

(a)
∑n

k=1 k
2 = 12 + 22 + · · ·n2 = n(n+1)(2n+1)
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(b)
∑n

k=1 k(k + 1) = 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n(n+ 1) = 1
3n(n+ 1)(n+ 2)

(c)^
∑n

k=1 k
3 = 13 + 23 + · · ·n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2

(d) 2n2 ≥ (n+ 1)2; od jakého n ∈ N tvrzení platí?
(e) 2n ≥ n2; od jakého n ∈ N tvrzení platí?
(f) 3 | (n3 + 2n) (číslo 3 dělí výraz n3 + 2n). Umíte dokázat i bez indukce?
(g) Matematickou indukcí dokažte, že v konvexním n-úhelníku existuje právě n(n−3)/2

úhlopříček.

Supremum, infimum

Definice 1. Nechť M ⊂ R je shora omezená. Číslo s ∈ R nazýváme supremem M ,
pokud

(a) ∀x ∈ M : x ≤ s;
(b) ∀y ∈ R, y < s, ∃x ∈ M : y < x.

Je-li M ̸= ∅ shora neomezená, tak definujeme supM = ∞. Analogicky definujeme
infimum.
Pro M = ∅ definujeme sup ∅ = −∞, inf ∅ = ∞.

2. Najděte supremum, infimum, minimum a maximum následujících množin v R:

(a) N
(b) (0; 2]

(c) (0; 1) ∩Q

(d)
{
x ∈ Z;x ≥ −

√
6
}

(e)
{
(−1)n

√
n;n ∈ N

}
(f) {arctanx;x ∈ R}

(g)
{
1− 1

n
;n ∈ N

}
(h)

{
1 + (−1)n

2
;n ∈ N

}
(i)

{
cos

nπ

2
;n ∈ N

}
(j) {(−1)nn;n ∈ N}

3. Uveďte příklad množiny, která má supremum, ale nemá maximum. Uveďte příklad
množiny, která má infimum, ale nemá minimum.

4. Nechť A,B ⊂ R. Co lze říci o supremu a infimu následujících množin ve vztahu k supA,
supB a inf A, inf B?

(a) A ∪B

(b) A ∩B

(c) A \B
(d) A△B

(e) −A = {−a, a ∈ A}
(f) A+B = {a+ b, a ∈ A, b ∈ B}
(g) A−B = {a− b, a ∈ A, b ∈ B}
(h) A ·B = {a · b, a ∈ A, b ∈ B}

(1c)1+2+···+n=
1
2n(n+1)
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