
3. cvi£ení � Logika a zobrazení
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1 Výroky

Úloha 1. Dopl¬te tabulku výrok·
A B ¬A ¬B A ∧B A ∨B A ⇒ B A ⇔ B

1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1

Úloha 2. Dopl¬te tabulku výrok·
A B ¬A ¬B ¬(A ∧B) ¬A ∨ ¬B ¬(A ∨B) ¬A ∧ ¬B
1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1

Úloha 3. Dopl¬te tabulku výrok·
A B ¬A ¬B ¬(A ⇒ B) A ∧ ¬B ¬B ⇒ ¬A (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

1 1 0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1

Úloha 4. Sestavte tauotologie z výrok· ve cvi£ení 1.-3. Kolik jste jich na²li?
�e²ení:

¬(A ∧B) ⇔ (¬A ∨ ¬B)

¬(A ∨B) ⇔ (¬A ∧ ¬B)

¬(A ⇒ B) ⇔ (A ∧ ¬B)

(¬B ⇒ ¬A) ⇔ (A ⇒ B)

((A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)) ⇔ (A ⇔ B)

Úloha 5. Nech´ M je mnoºina osob v posluchárn¥ a nech´ W (x, y) znamená: osoba x ∈ M
zná p°íjmení osoby y ∈ M . P°eformulujte následující výroky do £e²tiny a pak zkoumejte jejich
platnost. Plynou n¥které výroky z ostatních? (Pozn.: x a y mohou být stejné.)

P°íklad: ∃y ∈ M ∃x ∈ M : W (x, y) lze zformulovat jako: existuje alespo¬ jedna osoba y a
jedna osoba x, ºe x zná p°íjmení osoby y.

Voln¥ji: je tu alespo¬ jeden £lov¥k y a jeho kamarád*ka x, který*á ho zná p°íjmením.
Výrok bude nejspí² pravdivý.

1. ∀x ∈ M ∀y ∈ M : W (x, y)

Úpln¥ v²ichni v posluchárn¥ se navzájem znají p°íjmením. To nebude pravda.

2. ∀x ∈ M ∃y ∈ M : W (x, y)

Kaºdý £lov¥k tu zná n¥£í p°íjmení. Jelikoº x se m·ºe rovnat y, tak pravda.
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3. ∀y ∈ M ∃x ∈ M : W (x, y)

Kaºdý tu má n¥koho, kdo ho zná p°íjmením. Asi pravda, známe své vlastní p°íjmení a
navíc se navzájem trochu známe (t°eba z Albe°e).

4. ∃x ∈ M ∀y ∈ M : W (x, y)

Je tu n¥kdo, kdo zná v²echna p°íjmení. Také nebude pravda.

5. ∃y ∈ M ∀x ∈ M : W (x, y)

Je tu n¥kdo, jehoº p°íjmení v²ichni znají. V²ichni by m¥li znát cvi£ící, takºe pravda.

Úloha 6. Uvaºujme výrok: Nech´ n ∈ N. Jestliºe n2 je liché, pak n je také liché. Jaké tvrzení
budeme dokazovat p°i d·kazu �e²ení:

1. p°ímo; Jestliºe n2 je liché, pak n je také liché.

2. nep°ímo; Jestliºe n je sudé, pak n2 je také sudé.

3. sporem: n2 je liché a zárove¬ n je sudé.

Zkuste tvrzení dokázat alespo¬ jednou metodou.
Nap°íklad nep°ímo, tedy dokazujeme výrok
Jestliºe n je sudé, pak n2 je také sudé.
P°edpokládejme tedy, ºe n je sudé. Tedy se dá zapsat jako n = 2k, kde k ∈ N.
Pak n2 = (2k)2 = 2 · (2k). Tedy jsme n2 vyjád°ili jako sudé £íslo - d¥litelné dv¥ma. Jsme

hotovi.

Úloha 7. Dokaºte

1. ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : 1/
√
n < ε

�e²ení: M¥jme ε > 0. Nejprve najd¥me takové n0, ºe 1/
√
n0 < ε.

Tedy pot°ebujeme
1

√
n0

< ε

1

ε
<

√
n0

1

ε2
< n0

Zvolme takové n0 ∈ N, ºe
1

ε2
< n0

Pak pro kaºdé n ≥ n0 dostaneme

1

ε2
< n0 ≤ n,

coº jsme pot°ebovali.

2. ∀k ∈ N ∃n0 ∈ N∀n ∈ N, n ≥ n0 : log n ≥ k

�e²ení: Zvolme k ∈ N. Budeme hledat takové n0, ºe log n0 ≥ k. Tedy

log n0 ≥ k

n0 ≥ ek
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Zvolme tedy takové n0 ∈ N, ºe
n0 ≥ ek

Pak pro kaºdé n ≥ n0 dostaneme

n ≥ n0 ≥ ek

log n ≥ log ek

log n ≥ k,

coº bylo dokázati.

Úloha 8. Znegujte následující výrok a tuto negaci dokaºte

1. ∃A ∈ R∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |(−1)n −A| < ε

�e²ení: Negace:

∀A ∈ R ∃ε > 0 ∀n0 ∈ N ∃n ∈ N, n ≥ n0 : |(−1)n −A| ≥ ε

D·kaz: �xujme A ∈ R a zvolme ε = 1
4 (sta£í nám najít jedno konkrétní ε). Fixujme

n0 ∈ N. Nyní hledáme takové n ≥ n0, ºe |(−1)n −A| ≥ 1
4 .

Tvrdíme, ºe lze zvolit bu¤ n = n0 nebo n = n0 + 1 a alespo¬ pro jedno z nich platí, ºe
|(−1)n −A| ≥ 1

4 .
Kdyby ne, tak zárove¬ platí, ºe

| − 1−A| < 1

4
a |1−A| < 1

4
,

coº není moºné.

2. ∀k ∈ N ∃n0 ∈ N∀n ∈ N, n ≥ n0 : (−1)nn ≥ k

�e²ení: Negace:

∃k ∈ N∀n0 ∈ N ∃n ∈ N, n ≥ n0 : (−1)nn < k

D·kaz: Zvolme k ∈ libovolné, nap°. k = 42. Pak za�xujme n0 ∈ N a hledáme takové
n ≥ n0, aby (−1)nn < k. Sta£í ale vzít libovolné n ≥ n0 liché, protoºe pak

(−1)nn = −n < 42.

2 Mnoºiny a relace

Úloha 9. Nech´ A,B,C jsou mnoºiny. Na£rtn¥te Vennovy diagramy pro

1. A ∩Bc
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2. (A ∪B)c

3. (A ∩B) ∪ C
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4. A ∩ (B ∪ C)

5. (A ∩B) \ C

6. Ac ∩B ∩ Cc

Úloha 10. Najd¥te p°edpis pro následující diagram

Figure 1: http://discrete.openmathbooks.org/pdfs/dmoi-tablet.pdf

�e²ení:

(B ∩ C) ∪ (C ∩Ac)
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Úloha 11. Ukaºte, ºe pro symetrický rozdíl A∆B mnoºin A a B platí

A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B).

�e²ení:

Pot°ebujeme ukázat dv¥ inkluze

�

(A ∪B) \ (A ∩B) ⊆ (A \B) ∪ (B \A).

Nech´ x ∈ (A∪B)\(A∩B). Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe x ∈ B a zárove¬
x ̸∈ A ∩B.
Pak x ∈ B, ale x ̸∈ A (protoºe x ̸∈ A ∩B). Tedy x ∈ B \A.
(Situace x ∈ A analogicky.)

�

(A ∪B) \ (A ∩B) ⊇ (A \B) ∪ (B \A).

Nech´ x ∈ (A \B) ∪ (B \A). Pot°ebujeme ukázat, ºe pak x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B).
Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe x ∈ A a zárove¬ x ̸∈ B.
Pak zjevn¥ x ∈ A ⊂ A ∪B.
Zárove¬ x ̸∈ B, tedy x ̸∈ A ∩B ⊂ B.
(Situace x ∈ B, x ̸∈ A se ukáºe analogicky.)

De�nice 12. Nech´ A1, . . . , An jsou mnoºiny.

� Jejich kartézským sou£inem rozumíme mnoºinu

A1 × · · · ×An = {[a1, . . . , an]; ∀ i ∈ {1, . . . , n} : ai ∈ Ai},

tedy mnoºinu uspo°ádaných n-tic [a1, . . . , an].

� Binární relací R mezi mnoºinami A a B rozumíme libovolnou podmnoºinu kartézského
sou£inu A × B. �asto také hovo°íme o relaci mezi A a B nebo o relaci z A do B.
P°íslu²nost uspo°ádané dvojice [a, b] do relace R zna£íme [a, b] ∈ R nebo aRb.

Úloha 13. Rozhodn¥te, zda platí následující tvrzení:

1. A ∩B = A ⇔ A ⊂ B

�e²ení: Pravda.
"⇐" zjevn¥
"⇒": Zvolme x ∈ A. Chceme ukázat, ºe také x ∈ B.
Máme: A ∩B = A. Tedy máme i A ∩B ⊇ A.
Jinými slovy: jestliºe n¥jaké x ∈ A, pak také x ∈ A ∧ x ∈ B. Coº jsme ale cht¥li.

2. A ∪B = B ⇔ A ⊂ B

�e²ení: Pravda.
"⇐" zjevn¥
"⇒":
Zvolme x ∈ A. Chceme ukázat, ºe také x ∈ B.
Máme: A ∪B = B. Tedy máme i A ∪B ⊆ B.
Jinými slovy: jestliºe n¥jaké x ∈ A ∨ x ∈ B, pak také x ∈ B. Coº jsme ale cht¥li.
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3. A \B = C ⇔ A = B ∪ C

�e²ení: Neplatí. Protip°íkladem: B = (0, 2), C = (1, 3), A = (0, 3). Pak A = B ∪ C
ale A \B = [2, 3) ̸= C.

4. X × Y = Y ×X

�e²ení: Neplatí. Nap°. mnoºiny X = {1, 2, 3} a Y = {8, 9}. Pak

X × Y = {[1, 8], [1, 9], [2, 8], [2, 9], [3, 8], [3, 9]}

ale
X × Y = {[8, 1], [8, 2], [8, 3], [9, 1], [9, 2], [9, 3]}

Úloha 14. Nerovnost mezi reálnými £ísly �≤� tvo°í binární relaci na [0, 1]. Znázorn¥te tuto
relaci gra�cky.

�e²ení:

Úloha 15. Nech´ A je mnoºina v²ech podmnoºin mnoºiny {1, 2} a relace R je býti vlastní
podmnoºinou, tedy X RY práv¥ tehdy, kdyº X ⊆ Y a zárove¬ X ̸= Y . Napi²te relaci R jako
mnoºinu uspo°ádaných dvojic.

�e²ení: Nejprve rozepí²eme mnoºinu A. Tedy

A = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}

M·ºeme pak nap°. °íci, ºe ∅ ⊂ {1}. Nebo {1} ⊂ {1, 2}. V²echny tyto dvojice pak zapí²eme
jako relaci

R = {[∅, {1}], [∅, {2}], [∅, {1, 2}], [{1}, {1, 2}], [{2}, {1, 2}]}

De�nice 16. Nech´ R je relace na mnoºin¥ X. �ekneme, ºe R je

� symetrická, jestliºe
∀x, y ∈ X; xR y ⇒ y Rx

� antisymetrická, jestliºe
∀x, y ∈ X; xR y ⇒ ¬ y Rx

� tranzitivní, jestliºe
∀x, y, z ∈ X; xR y & y R z ⇒ xR z
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� re�exivní, jestliºe
∀x ∈ X; xRx

Úloha 17. Ur£ete, zda následující relace jsou symetrické, antisymetrické, re�exivní a tranzi-
tivní

1. A je mnoºina lidí, R je relace "býti rodi£em"
�e²ení: Je antisymetrická, není symetrická, re�exivní, tranzitivní.

2. A je mnoºina celých £ísel, i R j práv¥ tehdy, kdyº |i− j| = 1.
�e²ení: Je symetrická, není antisymetrická, re�exivní, tranzitivní.

3. A = N, i R j práv¥ tehdy, kdyº i · j je sudé.
�e²ení: Je symetrická, není antisymetrická, re�exivní, tranzitivní.

3 Zobrazení

De�nice 18. Binární relaci F ⊂ A × B nazýváme zobrazením neboli funkcí mnoºiny A do
mnoºiny B (a zpravidla zna£íme F : A → B), jestliºe platí

∀x ∈ A ∀y1, y2 ∈ B : (([x, y1] ∈ F & [x, y2] ∈ F ) ⇒ (y1 = y2)).

Úloha 19. Nech´ A = [0, 1], B = [0, 2]. Rozhodn¥te, která z následujících relací je grafem
n¥jakého zobrazení:

1. M1 = {[x, y] ∈ A×B; x2 + y2 = 1}
2. M2 = {[x, y] ∈ A×B; y − x = 0}
3. M3 = {[x, y] ∈ A×B; x2 + (y − 1)2 = 1}

�e²ení: Ano, ano, ne
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Úloha 20. Ukaºte, ºe skládání zobrazení je asociativní operace, ale není komutativní.
�e²ení: Je asociativní, neboli uvaºujme zobrazení f : W → X, g : X → Y a h : Y → Z.
Asociativní: nezáleºí na uzávorkování, tedy

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

Ale to je pravda, protoºe
(h(g))(f(w)) = h(g(f(w))).

Není komutativní: nelze prohodit po°adí. Nap°. funkce f = x2, g = 3x. Pak

f(g(x)) = (3x)2 = 9x2

ale
g(f(x)) = 3(x)2 = 3x2

De�nice 21. Nech´ A a B jsou mnoºiny a nech´ f : A → B je zobrazení.

� Nech´ M ⊂ A. Pak mnoºinu

f(M) = {y ∈ B; ∃x ∈ M : f(x) = y}

nazýváme obrazem mnoºiny M p°i zobrazení f .

� Nech´ P je libovolná mnoºina. Pak mnoºinu

f−1(P ) = {x ∈ A; f(x) ∈ P}

nazýváme vzorem mnoºiny P p°i zobrazení f .

Úloha 22. Nech´ f : X → Y je zobrazení, nech´ A ⊂ X a B ⊂ Y . Platí, ºe

f−1(f(A)) = A, f(f−1(B)) = B ?

Platí n¥která z inkluzí ⊂ £i ⊃?
�e²ení:

1. Ani jedno tvrzení neplatí.

(a) Protip°íklad: zvolme f(x) = x2, A = [0, 2]. Pak f−1(f(A)) = f−1([0, 4]) =
[−2, 2] ̸= A.

(b) Protip°íklad: zvolme f(x) = x2, B = [−4, 4]. Pak f(f−1(B)) = f([0, 2]) = [0, 4] ̸=
B.

2. Ale platí inkluze A ⊆ f−1(f(A)) a B ⊇ f(f−1(B)).

(a) Zvolme x ∈ A, pot°ebujeme ukázat, ºe x ∈ f−1(f(A)). Postupujme sporem: tedy
uvaºujme takové x ∈ A, ºe x ̸∈ f−1(f(A)).
Jestliºe x ∈ A, tak f(x) ∈ f(A), neboli existuje y ∈ f(A) : f(x) = y.
Zárove¬ jestliºe x ̸∈ f−1(f(A)), tak platí, ºe pro v²echna y ∈ f(A) : f(x) ̸= y.
Coº je spor.

Matematická analýza 1, 2023/24, Kristýna Kuncová 9



(b) Analogicky. Zvolme y ∈ f(f−1(B)), pot°ebujeme ukázat, ºe y ∈ B. Postupujme
sporem: tedy uvaºujme takové y ∈ f(f−1(B)), ºe y ̸∈ B.
Jestliºe y ∈ f(f−1(B)), tak existuje x ∈ f−1(B) : f(x) = y.
Zárove¬ f(x) = y ̸∈ B.
Tedy zatím máme: x ∈ f−1(B), neboli existuje z ∈ B takové, ºe f(x) = z. Tedy
f(x) ∈ B.
Coº je spor.

Úloha 23. Nech´ f : X → Y je zobrazení. Platí následující tvrzení? Platí alespo¬ jedna
inkluze?

1. Pokud A,B ⊂ X, potom f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B),
�e²ení:

(a) Dokaºme f(A ∪B) ⊆ f(A) ∪ f(B).
Zvolme y ∈ f(A ∪B). Chceme ukázat, ºe y ∈ f(A) ∪ f(B).
Pro toto y existuje x ∈ A ∪ B takové, ºe f(x) = y. Pak bu¤ x ∈ A a tedy
f(x) ∈ f(A) nebo x ∈ B a f(x) ∈ f(B) (nebo obojí). V obou p°ípadech je
y = f(x) ∈ f(A) ∪ f(B). Tedy f(A ∪B) ⊆ f(A) ∪ f(B).

(b) Dokaºme f(A ∪B) ⊇ f(A) ∪ f(B).
Zvolme y ∈ f(A) ∪ f(B). Chceme ukázat, ºe y ∈ f(A ∪B).
Platí bu¤ y ∈ f(A) nebo y ∈ f(B) (nebo obojí najednou). Uvaºujme nejprve
variantu y ∈ f(A).
Tedy existuje x ∈ A takové, ºe f(x) = y. Pak ale i x ∈ A ∪ B. Tedy y = f(x) ∈
f(A ∪B).
Variantu y ∈ f(B) °e²íme analogicky.
Tedy f(A ∪B) ⊇ f(A) ∪ f(B).

2. Pokud A,B ⊂ X, potom f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B),
�e²ení:

(a) Platí f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B).
Zvolme y ∈ f(A ∩B). Chceme ukázat, ºe y ∈ f(A) ∩ f(B).
Pro toto y existuje x ∈ A ∩B takové, ºe f(x) = y. Pak x ∈ A a zárove¬ x ∈ B.
Tedy f(x) ∈ f(A) a zárove¬ f(x) ∈ f(B). Tedy y = f(x) ∈ f(A) ∩ f(B). Tedy
f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B).

(b) Opa£ná inkluze neplatí. Protip°íklad: Uvaºujme konstantní zobrazení f : R → R,
f(x) = 1. Dále poloºme A = (0, 1), B = (2, 3). Pak A ∩ B = ∅, tedy f(A ∩ B) =
f(∅) = ∅. Ale f(A) = {1} i f(B) = {1}, tedy f(A) ∩ f(B) = {1}.
Tedy f(A ∩B) ̸⊇ f(A) ∩ f(B) a tedy ani f(A ∩B) ̸= f(A) ∩ f(B).

3. Pokud A,B ⊂ Y , potom f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B),
�e²ení:

(a) Dokaºme f−1(A ∪B) ⊆ f−1(A) ∪ f−1(B). Tedy zvolme x ∈ f−1(A ∪B). Chceme
ukázat, ºe x ∈ f−1(A) ∪ f−1(B).
K tomuto x existuje y ∈ A ∪ B tak, ºe f(x) = y. Pak bu¤ y ∈ A a tedy x ∈
f−1(A) ⊆ f−1(A) ∪ f−1(B) nebo y ∈ B a tedy x ∈ f−1(B) ⊆ f−1(A) ∪ f−1(B).
V obou p°ípadech jsme hotovi.
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(b) Dokaºme f−1(A ∪ B) ⊇ f−1(A) ∪ f−1(B). Tedy zvolme x ∈ f−1(A) ∪ f−1(B).
Chceme ukázat, ºe x ∈ f−1(A ∪B).
Pak bu¤ x ∈ f−1(A) nebo x ∈ f−1(B). Nech´ x ∈ f−1(A).
Pak existuje y ∈ A tak, ºe f(x) = y. Ale pak y ∈ A ∪B a tedy x ∈ f−1(A ∪B).
P°ípad x ∈ f−1(B) je analogický.
Tedy f−1(A ∪B) ⊇ f−1(A) ∪ f−1(B).

4. Pokud A,B ⊂ Y , potom f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B).
�e²ení:

(a) Dokaºme f−1(A ∩B) ⊆ f−1(A) ∩ f−1(B). Tedy zvolme x ∈ f−1(A ∩B). Chceme
ukázat, ºe x ∈ f−1(A) ∩ f−1(B).
K tomuto x existuje y ∈ A ∩B tak, ºe f(x) = y.
Pak y ∈ A a zárove¬ y ∈ B, tedy x ∈ f−1(A) a zárove¬ x ∈ f−1(B). Tedy
x ∈ f−1(A) ∩ f−1(B).

(b) Dokaºme f−1(A ∩ B) ⊇ f−1(A) ∩ f−1(B). Tedy zvolme x ∈ f−1(A) ∩ f−1(B).
Chceme ukázat, ºe x ∈ f−1(A ∩B).
Pak x ∈ f−1(A) a zárove¬ x ∈ f−1(B).
Pak existuje y ∈ A tak, ºe f(x) = y. Zárove¬ existuje z ∈ B tak, ºe f(x) = z.
Protoºe f je zobrazení, tak z = y. Tedy y ∈ A ∩B. Tedy x ∈ f−1(A ∩B).
Tedy f−1(A ∩B) ⊇ f−1(A) ∩ f−1(B).

De�nice 24. Nech´ A a B jsou mnoºiny a nech´ f : A → B je zobrazení.

(1) �ekneme, ºe f je prosté (injektivní), jestliºe

∀x, y ∈ A : (f(x) = f(y) ⇒ x = y).

(2) �ekneme, ºe f je �na� (surjektivní), jestliºe

∀y ∈ B ∃x ∈ A : f(x) = y.

(3) �ekneme, ºe f je bijekce (vzájemn¥ jednozna£né), jestliºe je zárove¬ prosté a �na� .

Úloha 25. Nech´ f : R → R je zobrazení de�nované vzorcem f(x) = x2. Ur£ete vzory a
obrazy mnoºin [0, 4], [−4, 0] a [−4, 4]. Je zobrazení f prosté, na? Existuje inverzní zobrazení?
Zm¥ní se tyto odpov¥di, kdyº budeme brát zobrazení g : [0, 1] → [0, 1] dané stejným p°edpisem
g(x) = x2?

�e²ení: Obrazy daných mnoºin jsou popo°ad¥ [0, 16], [0, 16], [0, 16].
Vzory jsou [−2, 2], {0}, [−2, 2].
Zobrazení f zjevn¥ není prosté, nemá tedy invers.
Oproti tomu zobrazení g je prosté a má invers.

Úloha 26. Najd¥te zobrazení, která zobrazují:

1. interval [0, 1] na interval [0,∞),
�e²ení: Nap°.

f(x) =

{
tan(π2x), x ∈ [0, 1),

0, x = 1.
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2. interval (0, 1) na interval [0, 1],
�e²ení:

3. interval [a, b] na interval [0, 1].
�e²ení:

Hledáme p°ímku o rovnici y = px+ q, kde

0 = pa+ q

1 = pb+ q

Vy°e²íme vzhledem k p, q a dostaneme

p =
1

b− a

q =
−a

b− a

Dohromady pak
f(x) =

x

b− a
− a

b− a
.
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