3. cviceni — Logika a zobrazeni
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Vyroky

Uloha 1. Dopliite tabulku vyroki
A|B|-A|-B||ANB|AVB|A=B | A& B
1111} 0 0 1 1 1 1
170] 0 1 0 1 0 0
0111 0 0 1 1 0
010 1 1 0 0 1 1

Uloha 2. Dopliite tabulku vyroki
A|B|—-A|-B| ~(AAB) | ~AvV-B | ~(AVB) | -AAN-B
171] 0 0 0 0 0 0
1101 0 1 1 1 0 0
01| 1 0 1 1 0 0
010 1 1 1 1 1 1

Uloha 3. Dopliite tabulku vyroki

A|B|-A|-B| (A=B)| AN-B|-B=-A| (A= B)AN(B=A)
1|10 0 0 0 1 1
110 0 1 1 1 0 0
0(1] 1 0 0 0 1 0
010 1 1 0 0 1 1

Uloha 4. Sestavte tauotologie z vyrokii ve cviceni 1.-3. Kolik jste jich nagli?
Reseni:
-(AAB) & (mAV —B)
-(AV B) < (nAA-B)
(A= B) < (AN-B)
(-B=-A) < (A= B)
(A= B)AN(B= A)) < (A< B)

Uloha 5. Necht M je mnozina osob v poslucharné a necht W (x,%) znamena: osoba z € M
zné piijmeni osoby y € M. Preformulujte nasledujici vyroky do ¢eStiny a pak zkoumejte jejich
platnost. Plynou nékteré vyroky z ostatnich? (Pozn.: z a y mohou byt stejné.)

Priklad: 3y € M 3z € M : W (x,y) lze zformulovat jako: existuje alesponi jedna osoba y a
jedna osoba z, Ze x zné pii{jmeni osoby y.

Volngji: je tu alespon jeden Clovék y a jeho kamarad*ka x, ktery*a ho zn& piijmenim.
Vyrok bude nejspis pravdivy.

1.Vre MVye M : W(x,y)
Uplné v&ichni v poslucharné se navzajem znaji ptijmenim. To nebude pravda.

2.VeeM3ye M :W(z,y)
Kazdy ¢lovék tu zné nécéi pi{jmeni. JelikoZ x se miize rovnat y, tak pravda.
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3. Vye M3x € M : W(z,y)
Kazdy tu mé& nékoho, kdo ho zné p¥ijmenim. Asi pravda, zndme své vlastni piijmeni a
navic se navzajem trochu zname (tfeba z Albefe).

4. Jx € MYy e M : W(z,y)
Je tu nékdo, kdo zné vSechna p¥ijmeni. Také nebude pravda.

5. Jye MVx € M : W(z,y)
Je tu nékdo, jehoZ piijmeni v&ichni znaji. V8ichni by méli znat cvi¢ici, takze pravda.

Uloha 6. Uvazujme vyrok: Necht n € N. Jestlize n? je liché, pak n je také liché. Jaké tvrzeni
budeme dokazovat pii dikazu ReSeni:

1. pifmo; Jestlize n? je liché, pak n je také liché.
2. nep¥imo; Jestlize n je sudé, pak n? je také sudé.

3. sporem: n? je liché a zaroveil n je sudé.

Zkuste tvrzeni dokdzat alespon jednou metodou.

Napriklad nepiimo, tedy dokazujeme vyrok

Jestlize n je sudé, pak n? je také sudé.

Predpokladejme tedy, Ze n je sudé. Tedy se da zapsat jako n = 2k, kde k € N.

Pak n? = (2k)? = 2+ (2k). Tedy jsme n? vyjadiili jako sudé é&islo - délitelné dvéma. Jsme
hotovi.

Uloha 7. Dokazte

1. Ve>03dng e NVneN,n>ngp:1/v/n<e
Reseni: M&jme € > 0. Nejprve najdéme takove ng, ze 1/,/ng < €.
Tedy potiebujeme

—_
mw"_‘m\r—lé‘

< Ny
Zvolme takové ng € N, Ze
1
— <n
g2 0
Pak pro kazdé n > ng dostaneme
1
) <mnp < n,
€

coz jsme potfebovali.
2. Vk e Ndng e NVn e N,n > ng:logn >k
ReSeni: Zvolme k € N. Budeme hledat takové ng, 7e logng > k. Tedy
logng > k

nOZek
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Zvolme tedy takové ng € N, ze

n()Zek

Pak pro kazdé n > ng dostaneme
n>mng > ek
logn > log e*
logn > k,
coz bylo dokézati.

Uloha 8. Znegujte nasledujici vyrok a tuto negaci dokazte

1. 3JAeRVe >0 Ing e NVn e Nyn > ng : [(-1)" — 4| < ¢
Regeni: Negace:

VAcRIe>0VYVnpeNIneNn>ng:|(-1)"—A| >«

Dikaz: fixujme A € R a zvolme ¢ = i (stac¢i nam najit jedno konkrétni €). Fixujme
no € N. Nynf hledame takové n > ny, ze |(—1)" — A| > 1.

Tvrdime, 7e lze zvolit bud n = ng nebo n = ng + 1 a alespoii pro jedno z nich plati, 7e
(-1 — Al 2 &,

Kdyby ne, tak zaroven plati, Ze
1 1
—1-Al<-all-Al< -
| <72l <3

coz neni mozné.

2. VkeN3dng e NVn e Nyn>ng: (—-1)"n >k
Regeni: Negace:

JkeNVngeNIneN,n>np: (—-1)"n <k

Dikaz: Zvolme k € libovolné, napt. k = 42. Pak zafixujme ng € N a hledame takové
n > ng, aby (—1)"n < k. Staci ale vzit libovolné n > nyg liché, protoze pak

(—1)"n = —n < 42.

2 Mnoziny a relace

Uloha 9. Necht A, B, C jsou mnoziny. Nacrtnéte Vennovy diagramy pro
1. An B¢
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4. An(BUCQC)

Uloha 10. Najdéte predpis pro nasledujici diagram

A B

C

Figure 1: http://discrete.openmathbooks.org/pdfs/dmoi-tablet.pdf

ResSeni:

(BNC)U(C'N A
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Uloha 11. Ukazte, ze pro symetricky rozdil AAB mnozin A a B plati
AAB = (AUB)\ (AN B).

Regeni:
Potiebujeme ukizat dvé inkluze

(AUB)\(ANB) C (A\ B)U(B\ A).

Necht z € (AUB)\ (AN B). Bez tjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze x € B a zaroven
r ¢ AN B.

Pak x € B, ale x ¢ A (protoze x € AN B). Tedy x € B\ A.

(Situace x € A analogicky.)

(AUB)\ (ANB) D (A\ B)U (B \ A).

Necht z € (A\ B) U (B \ A). Potiebujeme ukazat, ze pak x € (AU B) \ (AN B).
Bez ijmy na obecnosti mtzeme piedpokladat, 7e x € A a zaroven = ¢ B.

Pak zjevné x € A C AU B.

Zaroven x € B, tedy t ¢ AN B C B.

(Situace x € B, x ¢ A se ukaze analogicky.)

Definice 12. Necht Aq,..., A, jsou mnoZiny.

o Jejich kartézskym soucinem rozumime mnozinu
Ay X - xAn:{[al,...,an]; Vie {1,...,n}: a; EAi},

tedy mnozinu uspofadanych n-tic [aq, ..., ay].

e Bindrni relaci R mezi mnoZinami A a B rozumime libovolnou podmnozinu kartézského
soutinu A x B. Casto také hovofime o relaci mezi A a B nebo o relaci 2z A do B.
Ptislusnost uspoiadané dvojice [a, b] do relace R znatime [a,b] € R nebo aRb.

Uloha 13. Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni:

1. AnB=A< ACB
ReSeni: Pravda.
""" zjevné
"=": Zvolme x € A. Chceme ukazat, Ze také x € B.
Mame: AN B = A. Tedy mamei AN B D A.
Jinymi slovy: jestlize néjaké x € A, pak také x € A N x € B. CoZz jsme ale chtéli.

2. AUB=B&< ACB
ReSeni: Pravda.
"<" zjevné
H:>H:
Zvolme x € A. Chceme ukazat, ze také x € B.
Méame: AUB = B. Tedy mamei AU B C B.
Jinymi slovy: jestlize né&jaké x € AV x € B, pak také x € B. Coz jsme ale chtéli.
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3. AA\B=C& A=BUC
Reseni: Neplati. Protiptikladem: B = (0,2), C = (1,3), A = (0,3). Pak A= BUC
ale A\ B=[2,3) #C.

4. X xY =Y xX
Reseni: Neplati. Napf. mnoziny X = {1,2,3} a Y = {8,9}. Pak

X xY ={[1,8],[1,9],12,8],[2,9],[3,8],[3,9] }

ale
X xY ={[8,1],[8,2],[8,3],19,1],[9,2],[9, 3]}

Uloha 14. Nerovnost mezi realnymi &isly ,,<“ tvoif binarni relaci na [0, 1]. Znazornéte tuto
relaci graficky.
ReSeni:

Uloha 15. Necht A je mnozina viech podmnozin mnoziny {1,2} a relace R je byti vlastni
podmnozinou, tedy X RY pravé tehdy, kdyz X C Y a zaroven X # Y. Napiste relaci R jako
mnozinu uspoiradanych dvojic.

Regeni: Nejprve rozepiSeme mnozinu A. Tedy

A={0,{1},{2},{1,2}}

Muzeme pak napt. Fici, ze ) C {1}. Nebo {1} C {1,2}. V8echny tyto dvojice pak zapiseme
jako relaci

R={[0,{1}],[0,{2}], [0, {1,2}], [{1}, {1, 2}], [{2}. {1, 2}]}
Definice 16. Necht R je relace na mnoziné X. ﬁekneme, 7e R je

o symetrickd, jestlize
Ve,ye X; xrRy=yRx
s antisymetrickd, jestlize
Ve,ye X; xRy = - yRx

e tranzitivni, jestlize
Ve,y,z€ X; cRy& yRz= xRz

Matematické analyza 1, 2023/24, Kristyna Kuncové 7



o reflexivnd, jestlize
Vre X; zRx

Uloha 17. Uréete, zda nasledujici relace jsou symetrické, antisymetrické, reflexivni a tranzi-
tivni
1. A je mnozina lidi, R je relace "byti rodi¢em"
ReSeni: Je antisymetricka, neni symetricka, reflexivni, tranzitivni.
2. A je mnozina celych ¢isel, i R j pravé tehdy, kdyz |i — j| = 1.
Reseni: Je symetricka, neni antisymetricka, reflexivni, tranzitivni.
3. A=N, i Rj pravé tehdy, kdyz i - j je sudé.
ResSeni: Je symetrickd, neni antisymetricka, reflexivni, tranzitivni.

3 Zobrazeni

Definice 18. Binarni relaci FF C A X B nazyvame zobrazenim neboli funkci mnoziny A do
mnoziny B (a zpravidla znaéime F' : A — B), jestlize plati

Ve € AVyr,y2 € B: (([z,y1] € F & [z,y2] € F) = (y1 = y2)).

Uloha 19. Necht A = [0,1], B = [0,2]. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich relaci je grafem
néjakého zobrazeni:

1. My ={[z,y] € Ax B; 2> +y*> =1}
2. My ={[z,y) € Ax B; y—x =0}
3. My ={[z,y) € Ax B; 22 + (y — 1)> =1}

Res8eni: Ano, ano, ne
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Uloha 20. Ukazte, ze skladani zobrazeni je asociativni operace, ale nen{ komutativni.
ResSeni: Je asociativni, neboli uvazujme zobrazeni f : W — X, g: X - Y ah:Y — Z.
Asociativni: nezalezi na uzavorkovani, tedy

(hog)of=ho(gof)

Ale to je pravda, protoze
(h(9))(f(w)) = h(g(f(w)))

Neni komutativni: nelze prohodit pofadi. Nap¥. funkce f = 22, g = 3x. Pak

flg(@)) = (32)* = 92
ale
9(f(2)) = 3(2)* = 32
Definice 21. Necht A a B jsou mnoziny a necht f : A — B je zobrazeni.

e Necht M C A. Pak mnoZzinu
f(M)={yeB; IxeM: f(x)=y}

nazyvame obrazem mmnoZiny M pii zobrazeni f.

e Necht P je libovolnd mnozina. Pak mnoZinu
fHP)={r e A; f(z) € P}
nazyvame vzorem mnoziny P pri zobrazeni f.

Uloha 22. Necht f: X — Y je zobrazeni, necht A C X a B C Y. Plati, ze

@A) =4, f(f(B)=B *

Plati néktera z inkluzi C ¢i D7
Regeni:
1. Ani jedno tvrzeni neplati.
(a) Protipiiklad: zvolme f(z) = 2%, A = [0,2]. Pak f~'(f(4)) = f71([0,4]) =
[—2,2] # A.
(b) Protiptiklad: zvolme f(z) = 22, B = [~4,4]. Pak f(f~1(B)) = £([0,2]) = [0,4] #
B.
2. Ale plati inkluze A C f~1(f(A)) a B 2 f(f~1(B)).
(a) Zvolme x € A, potiebujeme ukazat, ze x € f~1(f(A)). Postupujme sporem: tedy
uvazujme takové x € A, 7e x & f~H(f(A)).
Jestlize x € A, tak f(z) € f(A), neboli existuje y € f(A): f(x) =y.
Zaroven jestlize x ¢ f~1(f(A)), tak plati, ze pro viechna y € f(A) : f(z) # v
Coz je spor.
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(b) Analogicky. Zvolme y € f(f~1(B)), potfebujeme ukazat, ze y € B. Postupujme
sporem: tedy uvazujme takové y € f(f~1(B)), ze y € B.
Jestlize y € f(f~Y(B)), tak existuje z € f~1(B) : f(x) =y.
Zaroven f(z) =y ¢ B.
Tedy zatim méame: z € f~(B), neboli existuje z € B takové, ze f(z) = 2. Tedy
f(z) € B.
Coz je spor.

Uloha 23. Necht f : X — Y je zobrazeni. Plati nasledujici tvrzeni? Plati alespoii jedna
inkluze?

1. Pokud A, B C X, potom f(AUB) = f(A)U f(B),
Reseni:
(a) Dokazme f(AUB) C f(A)U f(B).

Zvolme y € f(AU B). Chceme ukizat, ze y € f(A) U f(B).
Pro toto y existuje x € A U B takové, ze f(x) = y. Pak bud = € A a tedy
f(z) € f(A) nebo x € B a f(x) € f(B) (nebo oboji). V obou pfipadech je
y=[f(z) e f(A)U[f(B). Tedy f(AUB) C f(A)U f(B).

(b) Dokazme f(AUB) 2 f(A)U f(B).
Zvolme y € f(A) U f(B). Chceme ukazat, 7e y € f(AU B).
Plati bud y € f(A) nebo y € f(B) (nebo oboji najednou). Uvazujme nejprve
variantu y € f(A).
Tedy existuje z € A takove, Zze f(x) =y. Pak aleix € AUB. Tedy y = f(x) €
f(AUB).
Variantu y € f(B) fesime analogicky.
Tedy f(AUB) 2 f(A)U f(B).

2. Pokud A, B C X, potom f(ANB)= f(4)N f(B),

Regeni:

(a) Plati f(ANB) C f(A)N f(B).
Zvolme y € f(AN B). Chceme ukazat, ze y € f(A) N f(B).
Pro toto y existuje x € AN B takové, ze f(x) =y. Pak x € A a zaroven = € B.
Tedy f(x) € f(A) a zaroven f(x) € f(B). Tedy y = f(z) € f(A) N f(B). Tedy
f(ANB) C f(A)N f(B).

(b) Opac¢na inkluze neplati. Protipiiklad: Uvazujme konstantni zobrazeni f : R — R,
f(z) = 1. Dale polozme A = (0,1), B = (2,3). Pak AN B =0, tedy f(ANB) =
F@)=0. Ale f(A) ={1} i f(B) = {1}, tedy f(A) N f(B) = {1}.

Tedy f(ANB) 2 f(A)N f(B) a tedy ani f(AN B) # f(A) N f(B).
3. Pokud A,B CY, potom f'(AUB) = f~Y(A) U f~YB),
Reseni:

(a) Dokazme f~1(AUB) C f~Y(A)U f~1(B). Tedy zvolme x € f~}(AU B). Chceme
ukazat, ze v € f~1(A)U f~1(B).

K tomuto z existuje y € AU B tak, ze f(x) = y. Pak bud y € A a tedy = €
fHA) C AU FYB)neboy € Batedy x € f~1(B) C f~1(A)u f1(B).
V obou pfipadech jsme hotovi.
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(b) Dokazme f~1(AUB) D f~YA)U f~1(B). Tedy zvolme z € f~1(A)U f~4(B).
Chceme ukézat, ze z € f (AU B).
Pak bud z € f~1(A) nebo x € f~1(B). Necht z € f~1(A).
Pak existuje y € A tak, Zze f(z) =y. Alepak y € AUB a tedy = € f~}(AU B).
Piipad = € f~(B) je analogicky.
Tedy f~'(AUB) D f~Y(A) U f~1(B).

4. Pokud A,B C Y, potom f~Y(ANB) = f~1(A)n f~1(B).
Regeni:

(a) Dokazme f~1(ANB) C f~1(A)N f~1(B). Tedy zvolme x € f~}(AN B). Chceme
ukazat, ze v € f~1(A) N f~YB).
K tomuto z existuje y € AN B tak, ze f(z) =y.
Pak y € A a zaroven y € B, tedy x € f~1(A) a zaroveh z € f~1(B). Tedy
ze f~HA)NfY(B).

(b) Dokazme f~1(AN B) 2 f~1(A) N f~1(B). Tedy zvolme x € f~1(A) N f~1(B).
Chceme ukézat, ze x € f~1(AN B).
Pak x € f~1(A) a zaroven x € f~1(B).
Pak existuje y € A tak, ze f(x) = y. Zaroven existuje z € B tak, ze f(z) = z.
Protoze f je zobrazeni, tak z = y. Tedy y € AN B. Tedy z € f~}(AN B).
Tedy f1(ANB) 2 f~1(4) N f~1(B).

Definice 24. Necht A a B jsou mnoZiny a necht f : A — B je zobrazeni.
(1) Rekneme, Ze f je prosté (injektivni), jestlize
Vao,y € A (f(x) = fly) = z=y).
(2) Rekneme, Ze f je ,na“ (surjektivnd), jestlize
VYye Bare A: f(z)=uy.
(3) Rekneme, 7e f je bijekce (vzdjemné jednoznacéné), jestlize je zaroven prosté a ,na‘.

Uloha 25. Necht f : R — R je zobrazeni definované vzorcem f(x) = x2. Uréete vzory a

obrazy mnozin [0,4], [—4,0] a [—4, 4]. Je zobrazeni f prosté, na? Existuje inverzni zobrazeni?
Zméni se tyto odpovédi, kdyz budeme brét zobrazeni g : [0,1] — [0, 1] dané stejnym pFedpisem
g(z) = 227

Reseni: Obrazy danych mnozin jsou popofadé [0, 16], [0, 16], [0, 16].
Vzory jsou [—2,2], {0}, [-2,2].

Zobrazeni f zjevné neni prosté, nemad tedy invers.

Oproti tomu zobrazeni ¢ je prosté a ma invers.

Uloha 26. Najdéte zobrazeni, ktera zobrazuji:

1. interval [0,1] na interval [0, c0),
ReSeni: Napf.
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2. interval (0, 1) na interval [0, 1],
Regeni:

3. interval [a, b] na interval [0, 1].
Regeni:

0:8
0.6
0.4

0.2

Hledame pfimku o rovnici y = px + ¢, kde

0=pa—+q

1=pb+gq
Vyftesime vzhledem k p, ¢ a dostaneme

1
= b—a
—a

= b—a

Dohromady pak
x a
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