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Teorie

Postup výpočtu
∫
M f(x) dx

1. načrtneme množinu
2. volba substituce
3. ověření předpokladů věty (hlavně regu-

larita)

4. výpočet Jφ
5. určení ϕ−1(M)
6. výpočet integrálu

∫
φ−1(M) f(φ(t))|Jφ(t)| dt

Hinty

cos2 t+ sin2 t = 1

cos2 t− sin2 t = cos 2t∫
sin2 t dt =

t

2
− 1

2
sin t cos t∫

cos2 t dt =
t

2
+

1

2
sin t cos t

Příklady

1. Spočtěte objem tělesa (anuloid - torus) určeného M := {[x, y, z] ∈ R3; (
√
x2 + y2−a)2+

z2 ≤ b2}, 0 < b < a.

2. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy M := {[x, y, z] ∈ R3;x2+y2+z2 ≤ 16;x2+y2 ≤
4y}

3. Spočtěte míru množiny: z
√

x2 + y2 < 2;
√

x2 + y2 < z + 1; z > 0.

4.
∫
M

x

x2 + y2
dλ, kde M je 0 < xz < x2 + y2 < 1, z > 0.

5.
∫
M

x2 + y2 + z2 dλ, kde M je
x2 + y2

2
< z <

√
3− (x2 + y2).

6. Spočtěte míru množiny: x2 + y2 < 2− z; x2 + y2 + z2 < 2z.

7. Spočtěte míru množiny: 8x2 + 2y2 < z < 4− 8x2 − 2y2.

8. Muffin: Spočtěte objem tělesa T určeného vztahy x2 + y2 ≤ z2, 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4,
z ≥ 0.

9. Kornout se zmrzlinou: Spočtěte objem tělesa T určeného vztahy
√

x2 + y2 ≤ z ≤
6− (x2 + y2).

10. Určete hmotnost krychle o straně 2a. Hustota krychle je přímo úměrná čtverci vzdálenosti
od průsečíku tělesových úhlopříček a ve vrcholech je rovna 1.
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11. Určete hmotnost koule o poloměru a. Hustota koule je přímo úměrná vzdálenosti od
středu koule a na povrchu je rovna 1.

Zdroje příkladů a řešení:
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https://fix.prf.jcu.cz/~eisner/lock/UMB-566-materialy/matematika-sbirka-
III-Krivkovy_integral.pdf

https://homel.vsb.cz/~bou10/archiv/ip2.pdf
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