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Odděleńı stochastické informatiky

Abstrakt: Máme-li jednoznačně určený parametr polohy (střed) pro v́ıcerozměrná data, m̊užeme přej́ıt k hypersférickým souřadnićım s počátkem v tomto středu. Směrový kvantil v daném směru pak definujeme jako jednorozměrný
kvantil rozděleńı rádiusu podmı́něného úhly, které určuj́ı směr ze středu. To m̊užeme provést pro každý směr a přechodem zpět do kartézských souřadnic źıskáme konfidenčńı region. Pro určeńı středu zpravidla použijeme nějaké
v́ıcerozměrné rozš́ıřeńı jednorozměrného mediánu (např. založeného na hloubce). Výběrový směrový kvantil m̊užeme odhadnout po přetransformováńı výběru do hypersférických souřadnic pomoćı kvantilové regrese nebo jádrového
vyhlazováńı. Př́ıspěvek je zaměřen na základńı vlastnosti konfidenčńıch množin źıskaných pomoćı směrových kvantil̊u a na možnosti jejich odhadu.

SMĚROVÝ KVANTIL PRO ABS. SPOJITÁ ROZDĚLENÍ
Směrový kvantil se poprvé objevil v [1] a později v [2]. Postup je založen na určeńı jedno-
rozměrných kvantil̊u na polopř́ımkách zač́ınaj́ıćıch v jednom bodě. Prakticky to bude pro-
vedeno přechodem k hypersférickým souřadnićım, jednotlivé polopř́ımky budou určeny úhly
v těchto souřadnićıch. K tomu ale nejdř́ıve potřebujeme určit bod θ, v kterém budou tyto
polopř́ımky zač́ınat. Měl by ležet v nějakém smyslu

”
co nejv́ıce ve středu dat“. Uved’me si

nejprve možnosti volby tohoto bodu.

MOŽNOSTI VOLBY STŘEDU:
Nejhlubš́ı bod - hloubky: poloprostorová,
vážená poloprostorová, L1, simplexová, ...,
viz např. [3]; Medián po složkách, Maximálně
věrohodný bod (modus), Středńı hodnota, ...

Necht’ X ∈ R
k je náhodný vektor s abso-

lutně spojitým rozděleńım s hustotou f .
Parametry polohy
Volba bodu θ bude mı́t vliv i na vlastnosti
směrových kvantil̊u. Je ho proto třeba vo-
lit s rozvahou. Nejvhodněǰśı se jev́ı body
źıskané pomoćı hloubky. Např. vážená poloprostorová hloubka pro váhu, která zaruč́ı op-
timálńı rozvržeńı pravděpodobnosti ve všech

”
směrech“ od nejhlubš́ıho bodu. Nebo např.

nejhlubš́ı bod pro hloubkovou funkci: D(a) = inf{P(X ∈ K) : K ∈ Ka}, kde Ka je
množina všech kužel̊u s vrcholem v bodě a a předem daným vrcholovým úhlem .
Transformace
Pomoćı věty o transformaci přejdeme k náhodnému vektoru (ρ,φ) hypersférických souřadnic.

HYPERSFÉRICKÉ SOUŘADNICE:

x1 = θ1 + r sin ϕ1 sin ϕ2 · · · sin ϕk−2 sin ϕk−1,

x2 = θ2 + r sin ϕ1 sin ϕ2 · · · sin ϕk−2 cos ϕk−1,
...

xk−1 = θk−1 + r sin ϕ1 cos ϕ2,

xk = θk + r cos ϕ1,

ϕi ∈ (0, π), i = 1, . . . , k − 2,
ϕk−1 ∈ (0, 2π), r > 0

r(τ |ϕ)

ϕ

1 − τ

τ

τ

1 − τ

θ

Hustota po transformaci bude: p(r, ϕ1, . . . , ϕk−1) =

rk−1 | sink−2 ϕ1 · · · sin ϕk−2|f(θ1 + r sin ϕ1 sin ϕ2 · · · sin ϕk−2 sin ϕk−1, . . . , θk + r cos ϕ1).

Odsud snadno urč́ıme podmı́něnou hustotu vzdálenosti od středu při dané hodnotě vektoru
úhl̊u určuj́ıćıch směr ze středu.

q(r|ϕ) =







p(r,ϕ)

s(ϕ)
pro s(ϕ) 6= 0,

0 pro s(ϕ) = 0,
kde s(ϕ) =

+∞
∫

0

p(r,ϕ) dr.

SMĚROVÝ KVANTIL:
Pro zvolený směr (daný vektor úhlových
veličin ϕ) definujeme τ -směrový kvantil
r(τ |ϕ) jako řešeńı vyhovuj́ıćı

τ = P(ρ ≤ r(τ |ϕ)|φ = ϕ) =

r(τ |ϕ)
∫

0

q(r|ϕ)dr.

Pomoćı podmı́něné hustoty můžeme defi-
novat směrový kvantil jako jednorozměrný
kvantil rozděleńı vzdálenosti od středu
podmı́něného volbou úhl̊u.
Vlastnosti
Předpokládejme, že nosič hustoty M =
{x : f(x) > 0} je hvězdicovitý kolem
bodu θ, který představuje střed a je jej́ım
vnitřńım bodem. Dále, že int(M) je sou-
vislá a že pr̊unik libovolné př́ımky procházej́ıćı bodem θ s ∂M má nulovou délku. Označme
KX(τ )

”
výplň“ množiny, která vznikne transformaćı funkce r(τ |·) zpět do kartézských

souřadnic (viz obr. 1 dole) pro náhodný vektor X .

• r(τ |ϕ) je spojitou funkćı proměnné ϕ.
Dk: Lebesgueova věta zaručuje spojitost funkce ϕ 7→
∫

u

0
q(r|ϕ)dr pro všechna u. To je postačuj́ıćı podmı́nka

pro lemma 8.3.1 v [4], které zaručuje spojitost r(τ |·).

• Ekvivariance v̊uči afinńım transfor-
maćım, pokud je střed ekvivariantńı v̊uči
af. transf. (např. Nejhlubš́ı bod pro po-
loprostorovou, ekvivariantńı váženou po-
loprostorovou, simplexovou hloubku), tj.

KAX(τ ) = AKX(τ ).

Dk: Afinńı transformaćı lib. př́ımka přecháźı na př́ımku
a rozděleńı na ńı je jen

”
natažené“, či

”
zúžené“

(ve smyslu vynásobeńı konstantou) oproti p̊uvodńımu
rozděleńı.

• P(X ∈ K(τ )) =

2π
∫

0

π
∫

0

· · ·

π
∫

0

r(τ |ϕ)
∫

0

q(r|ϕ)s(ϕ) dr dϕ1

. . . dϕk−1 = τ .
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Obr.1: Teoretický směrový 0.5 - kvantil pro exponenciálńı rozděleńı
v polárńıch a kartézských souřadnićıch.ODHADY

Necht’ X i, i = 1, . . . , n je k-rozměrný náhodný výběr. Tento výběr v hypersférických
souřadnićıch označme (Ri, F i), i = 1, . . . , n.

Odhad pomoćı Fourierových řad
r(τ |·) je periodická funkce. Za dosti obecných podmı́nek je funkćı spojitou, lebesgueovsky
integrovatelnou na omezených intervalech a po částech hladkou. Pak existuje Fourier̊uv roz-
voj této funkce, který k ńı konverguje stejnoměrně. V dvourozměrném př́ıpadě můžeme
tento rozvoj odhadnout trigonometrickou řadou

rp(τ |ϕ) = a0 +

p
∑

j=1

(aj cos jϕ + bj sin jϕ),

jej́ıž koeficienty źıskáme pomoćı kvantilové regrese.

ODEZVA A REGRESORY PRO KVANTILOVOU REGRESI:
Ri, 1, cos Fi, cos 2Fi, . . . , cos pFi, sin Fi, sin 2Fi, . . . , sin pFi, i = 1, . . . , n

Ve v́ıcerozměrném př́ıpadě je situace trochu složitěǰśı. Postup ukážeme pro tř́ırozměrný
výběr. K odhadu použijeme řadu
p

∑

m=0

q
∑

n=0

(amn cos mϕ1 cos nϕ2+bmn cos mϕ1 sin nϕ2+cmn sin mϕ1 cos nϕ2+dmn sin mϕ1 sin nϕ2).

Na jej́ı koeficienty muśıme ale klást dodatečné podmı́nky. Bod se sférickými souřadnicemi
(r, π + ξ, ϕ2) má po přechodu do kartézských souřadnic stejné koordináty jako bod (r, π −
ξ, ϕ2 + π) pro ξ ∈ (0, π). Dále body se sférickými souřadnicemi (r, 0, ϕ2), ϕ2 ∈ [0, π)

VLASTNOSTI r(τ |ϕ1, ϕ2):

• r(τ |ϕ1, ϕ2) = r(τ |2π−ϕ1, π +ϕ2)

• r(τ |0, ϕ2) = konst, ∀ϕ2

• r(τ |π, ϕ2) = konst, ∀ϕ2

určuj́ı v kartézských souřadnićıch právě jeden
bod bez ohledu na hodnotu ϕ2. Stejně tak
(r, π, ϕ2). Jedná se o body na ose x3. Z toho
dostáváme vlastnosti r(τ |ϕ1, ϕ2), které
muśıme brát na zřetel při většině od-
had̊u pro tř́ı a v́ıcerozměrné výběry!
Odsud, výpočtem Fourierových koeficient̊u (viz
[2]), źıskáme následuj́ıćı vztahy. Regresory pro kvantilovou regresy pak źıskáme snadno.

POŽADAVKY NA KOEFICIENTY ODHADU:

amn = bmn =

{

0, pro n liché
6= 0, pro n sudé a rovné 0

cmn = dmn =

{

0, pro n sudé a rovné 0
6= 0, pro n liché

p
∑

m=0

amn =

p
∑

m=0

bmn =

p
∑

m=0

(−1)mamn =

p
∑

m=0

(−1)mbmn = 0

S rostoućım rozsahem výběru je vhodné zvyšovat i řád rozvoje p. Označme Kn(τ ) odhad
množiny K(τ ).

VLASTNOSTI ODHADU:

• Přibližně nτ bod̊u lež́ı v Kn(τ ).
Dk: Plyne z vlastnosti kvantilové regrese: počet bod̊u pod
regresńı plochou se dá omezit zespoda hodnotou (nτ -
počet regresor̊u) a zeshora nτ .

• Ekvivariance vzhledem k posunut́ı,
stejné změně měř́ıtka všech os a otočeńı
kolem osy xk (v úhlové veličině ϕk−1).
Dk: Dosazeńım souřadnic otočeného výběru do
rp(τ |ϕ), použit́ım součtových vzorc̊u, a vhodným
přepsáńım minimalizačńı úlohy v kvantilové regresy.

Jádrová (neparametrická) kvan-
tilová regrese
Daľśı možnost́ı je odhadnout funkci r(τ |·) po-
moćı neparametrické regrese. Ve dvourozměrném
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Obr. 2: Výběrový směrový 0.75 - kvantil pro exponenciálńı
rozděleńı a rozsah 50000. Řády p = q = 25.

př́ıpadě stač́ı zkoṕırovat část nebo celý výběr lež́ıćı před meźı 2π před bod 0 (tj. k výběru
vyjádřenému v polárńıch přidáme výběr (Ri, Fi − 2π), i = 1, . . . , n). Analogicky postupu-
jeme za meźı 2π. T́ım si při rozumné volbě jádra zaruč́ıme, že bude splněno r(τ |0) = r(τ |2π).
Ve v́ıcerozměrném př́ıpadě opět nastává problém vyplývaj́ıćı z vlastnost́ı funkce r(τ |·) (resp.
z vlastnost́ı polárńıch souřadnic). Řešeńı tohoto problému může být předmětem budoućı
práce.
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Obr. 3: Výběrový směrový 0.5 - kvantil pro náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı o rozsahu 1000. Nalevo odhad pomoćı trigonometrické řady,
p = 9. Napravo jádrová regrese, normálńı jádro.

Daľśı možnosti
Je možné zvolit obdobný postup jako u odhadu pomoćı trigonometrických řad, stač́ı mı́sto
báze trigonometrických funkćı zvolit bázi funkćı (např. splajnovou), která zajist́ı, že u odhadu
budou splněny vlastnosti funkce r(τ |·) (periodicita, ...). Daľśı možnost́ı, jak źıskat výběrové
směrové kvantily je při výpočtu podle definice nahradit hustotu f nějakým jej́ım odhadem.
Poznámka o hloubce
Máme-li určený bod, který budeme považovat za nejhlubš́ı, pak je možné definovat směrovou
hloubku bodu s hypersférickými souřadnicemi (r0, ϕ0) jako P(ρ > r0|φ = ϕ0).
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