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Abstrakt: Mdme-li jednoznacéné uréeny parametr polohy (stied) pro vicerozmérnd data, mizeme prejit k hypersférickym souradnicim s pocdtkem v tomto stredu. Smérovy kvantil v daném sméru pak definujeme jako jednorozmérny
kvantil rozdéleni radiusu podminéného uhly, které urcéuji smeér ze stredu. To muzZeme provést pro kazdy smér a prechodem zpét do kartézskich souradnic ziskame konfidencni region. Pro urcéeni stredu zpravidla pouzZijeme néjaké
vicerozmérné rozsirent jednorozmérného medianu (napt. zaloZeného na hloubce). Vybérovy smérovy kvantil mizeme odhadnout po pretransformovdni vybéru do hypersférickijch soutradnic pomoci kvantilové regrese nebo jadrového
vyhlazovdni. Prispévek je zaméren na zdkladni vlastnosti konfidencénich mnoZin ziskanijch pomoci smérovych kvantili a na moznosti jejich odhadu.

SMEROVY KVANTIL PRO ABS. SPOJITA ROZDELENT
Smérovy kvantil se poprvé objevil v [1] a pozdéji v |2]. Postup je zalozen na urceni jedno-
rozmérnych kvantilu na poloprimkach zacinajicich v jednom bodé. Prakticky to bude pro-
vedeno prechodem k hypersférickym souradnicim, jednotlivé poloptimky budou uréeny thly
v techto souradnicich. K tomu ale nejdiive potrebujeme urcit bod 6, v kterém budou tyto ODEZVA A REGRESORY PRO KVANTILOVOU REGRESI:
polopiimky zacinat. Mél by lezet v néjakém smyslu ,,co nejvice ve stiedu dat®. Uvedme si R;, 1, cos Fy, cos2F;, ..., cosphy, sink;, sin2k;, ..., sinpk;, 1=1,...,n
nejprve moznosti volby tohoto bodil,  c— e N s Srera Earr T fr s 1R G ih s g 1] iis

Necht X € R” je ndhodny vektor s abso- | MOZNOSTI VOLBY STREDU:
lutné spojitym rozdelenim s hustotou f. Nejhlubsi bod - hloubky: poloprostorovd,
Parametry polohy vazenda poloprostorovd, Ly, simplexovd, ...,

p
ry(T|) = ag + Z(aj cos jo + b;sin jp),
j=1
jejiz koeficienty ziskame pomoci kvantilové regrese.

vybér. K odhadu pouzijeme tfadu

P q
g g (@ COS NPT COS TP +byy COS MPT SIN NWo+Cppyy SIN TUPT COS NP+, SIN TMPT SIN NPS).

Volba bodu € bude mit vlivina vlastnosti | viz napr. [3]; Medidn po slozkéch, Maximalné
smerovych kvantilu. Je ho proto treba vo- | vérohodny bod (modus), Stiedni hodnota, ...

lit s rozvahou. Nejvhodnéjsi se jevi body
ziskané pomoci hloubky. Napr. vazena poloprostorova hloubka pro vahu, ktera zaruci op-
timalni rozvrzeni pravdépodobnosti ve vsSech ,smérech” od nejhlubsiho bodu. Nebo naprt.
nejhlubsi bod pro hloubkovou funkci: D(a) = inf{P(X € K) : K € K4}, kde K, je
mnozina vsech kuzelu s vrcholem v bodé a a predem danym vrcholovym thlem .
Transformace

Pomoci véty o transformaci prejdeme k nahodnému vektoru (p, ¢) hypersférickych souradnic.

HYPERSFERICKE SOURADNICE:

x1 = 01+ rsinp;sins - - -sin @g_9sin g1,
X9 = B9+ rsin g sin g - - - SiN YE_9 COS Yi_1,

Tr_1 = Op_1 4 rsin g cos ps,
T = 0 + rcos 1,

QOZ'E(O,W), 1=1,...,k—2,
wr—1 € (0,2m), r >0

p(ra Py Spk?—1> -
1+ - sin g o] f(01 + 7 sin 1 sin gy - - - sin@g_gsin g1, . .

Hustota po transformaci bude:

k—2

r*1 | sin 0k 4 1 cos ).

Odsud snadno uré¢ime podminénou hustotu vzdalenosti od stredu pri dané hodnoté vektoru
uhlu urcujicich smeér ze stredu.

p(r, ) oe
arle) =< “sle) s(e) # 0, kde s(¢p) = / p(r, ) dr
0 pro s(¢) =0, 0

Pomoci podminéné hustoty muzeme defi-
novat smerovy kvantil jako jednorozmérny
kvantil rozdéleni vzdalenosti od stredu
podminéného volbou thlu.

Vlastnosti

Predpokladejme, ze nosi¢ hustoty M =
{ . f(x) > 0} je hvézdicovity kolem
bodu 0, ktery predstavuje stred a je jejim

SMEROVY KVANTIL:
Pro zvoleny smeér (dany vektor thlovych
velicin  ¢) definujeme 7-smérovy kvantil
r(7|e) jako teseni vyhovujic o

r(T|p

r=P(p < r(rlp)|p = ) = / a(rlp)dr.

vnitinim bodem. Dale, Ze int(M) je sou-
visla a ze prunik libovolné primky prochéazejici bodem 6 s 9 M ma nulovou délku. Oznacéme
Kx(7) ,vypln“ mnoziny, ktera vznikne transformaci funkce r(7|-) zpét do kartézskych
soutadnic (viz obr. 1 dole) pro nahodny vektor X

< —
e 1(T|p) je spojitou funkel proménné ¢. ;
m —
Dk: Lebesgueova véta zarucuje spojitost funkce @ — el .
[ q(rle) dr pro viechna u. To je postacujici podminka A :
0 . —_ . o 30 o, el .'.
pro lemma 8.5.1 v [4], které zarucuje spojitost r(7|-). S VL
e Fkvivariance vucéi afinnim transfor- L
macim, pokud je stred ekvivariantni vuci ST Al
af. transf. (napt. Nejhlubsi bod pro po- o 4 SRR
. . s s~ | | | | | I I
loprostorovou, ekvivariantni vazenou po- o 1 2 3 4 5 &
loprostorovou, simplexovou hloubku), t;. <9 - .
/CAX<7') = A/Cx<7').
Dk: Afinni transformaci lib. primka prechdzi na primku ™
a rozdéleni na ni je jen ,nataZené®, ci zuZené“
(ve smyslu vyndsobeni konstantou) oproti puvodnimu
rozdelent. s
> oo e
e P(X € K(r)) = < FA
— - ::" 5"':_‘,."-‘::-- A R
[ [ ] [ arersterards
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Obr.1: Teoreticky smérovy 0.5 - kvan)‘(cil pro exponencidlni rozdéleni
ODH ADY v polédrnich a kartézskych soutadnicich.
) . . ~ ’ % ’ /1 v /1 v /. ’
Necht X,;, ¢+ = 1,...,n je k-rozmérny nahodny vybér. Tento vybér v hyperstérickych
souradnicich oznacme (R;, F;), i =1,...,n.

Odhad pomoci Fourierovych rad
r(7]-) je periodickd funkce. Za dosti obecnych podminek je funkci spojitou, lebesgueovsky
integrovatelnou na omezenych intervalech a po ¢astech hladkou. Pak existuje Fourieruv roz-
voj této funkce, ktery k ni konverguje stejnomérné. V dvourozmeérném pripadé muzeme
tento rozvoj odhadnout trigonometrickou radou

m=0 n=0

Na jeji koeficienty musime ale klast dodatecné podminky. Bod se sférickymi souradnicemi
(7, ™ 4+ &, p2) ma po prechodu do kartézskych soutradnic stejné koordinaty jako bod (r, 7w —
£ 00 + m) pro & € (0,m). Dale body se sférickymi souradnicemi (r,0, 2), w2 € [0, 7)
urcuji v kartézskych souradnicich prave jeden
bod bez ohledu na hodnotu ¢s. Stejné tak | VLASTNOSTI (7|1, v2):

(7,7, p2). Jedna se o body na ose x3. Z toho o (7|1, pa) = (7|27 — o1, T + o)
dostavame vlastnosti 7(7|p1,¢2), které
musime brat na zretel pri vétSiné od-
hadu pro tri a vicerozmérné vybéry! o r(T|m, p2) = konst, Vo
Odsud, vypoctem Fourierovych koeficientu (viz
2]), ziskdme nésledujici vztahy. Regresory pro kvantilovou regresy pak ziskame snadno.

o (7|0, ) = konst, Vs

POZADAVKY NA KOEFICIENTY ODHADU:

0, pro n sudé a rovné 0

0, pro n liché g
i = G = +# (0, pro n liché

@ = O = { =0, pro n sudé a rovné 0

p p p p
D@m= bun =) (=) amn = > (=1)"bn =0
m=0 m=0 m=0 m=0

S rostoucim rozsahem vybeéru je vhodné zvysovat i rad rozvoje p. Oznacéme /C,(7) odhad
mnoziny (7).

VLASTNOSTI ODHADU:

e Piiblizné nt bodu lezi v IC, (7).

Dk: Plyne z vlastnosti kvantilové regrese: pocet bodu pod
regresni plochou se dd omezit zespoda hodnotou (nT -
pocet regresori) a zeshora nt.

e Ekvivariance vzhledem k posunuti,
stejné zmeéné méritka vsech os a otoceni
kolem osy xj (v thlové veliciné ¢y_1).
Dk: Dosazenim souradnic otoceného wvybéru do

rp(Tl), pouzitim souctovich wvzorci, a vhodngm
prepsanim minimalizacni ulohy v kvantilové regresy.

Jadrova (neparametricka) kvan-

tilova regrese

Dalsi moznosti je odhadnout funkci r(7|-) po-  Obr. 2: Vyberovy smerovy 0.75 - kvantil pro exponencidlnf
, . , 9 , rozdéleni a rozsah 50000. Rady p = ¢ = 25.

moci neparametrické regrese. Ve dvourozmeérném

piipadé staci zkopirovat ¢ast nebo cely vybér lezici pred mezi 27 pred bod 0 (tj. k vybéru

vyjadienému v polarnich pridame vyber (R;, F; — 2m), i = 1,...,n). Analogicky postupu-

jeme za mezi 2. T1m si pii rozumné volbé jadra zarucime, ze bude splnéno r(7]0) = r(7|27).

Ve vicerozmérném piipadé opét nastava problém vyplyvajici z vlastnosti funkce r(7|-) (resp.

7z vlastnosti polarnich souradnic). Regen{ tohoto problému muze byt predmétem budouct

prace.

Obr. 3: Vybérovy smérovy 0.5 - kvantil pro ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni o rozsahu 1000. Nalevo odhad pomoci trigonometrické rady;,
p = 9. Napravo jadrova regrese, normalni jadro.

Dalsi mozZnosti

Je mozné zvolit obdobny postup jako u odhadu pomoci trigonometrickych rad, stac¢i misto
baze trigonometrickych funkei zvolit bazi funkel (napt. splajnovou), kterd zajisti, ze u odhadu
budou splnény vlastnosti funkce r(7]-) (periodicita, ...). Dalsi moznosti, jak ziskat vybérové

smerove kvantily je pii vypoctu podle definice nahradit hustotu f néjakym jejim odhadem.

Poznamka o hloubce ) o - )
Mame-li urceny bod, ktery budeme povazovat za nejhlubsi, pak je mozné definovat smérovou

hloubku bodu s hypersférickymi soutadnicemi (7, ) jako P(p > ro|d = ;).
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