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T́ım jak se množstv́ı obrázk̊u v naš́ıch zař́ızeńıch zvětšuje, stává se kom-
prese obrázk̊u stále častěǰśım problémem. S nástupem internetových služeb se
sd́ıleńı fotografíı, jako je např́ıklad Facebook nebo Google+, se problém stal ještě
palčivěǰśım. Velmi často se problém oddaluje zmenšeńım rozměr̊u nebo rozlǐseńı
obrázku, ovšem samotné zmenšováńı mnohdy neoddáĺı problém dostatečně.
Singulárńı rozklad matice je často skloňovaným termı́nem v praktických apli-
kaćıch - od metody nejmenš́ıch čtverc̊u ve statistice po rekonstrukci obrazu a
jedńım z daľśıch možných využit́ı singulárńıho rozkladu matice je právě kom-
prese obrázku. Jde o ztrátovou kompresńı techniku, kdy lze dosáhnout významné
úspory dat s minimálńı ztrátou informace u většiny obrázk̊u. Mnohdy je tato
ztráta informace mimo rozlǐsovaćı schopnosti našeho oka a, narozd́ıl od text̊u,
je ve výsledku snesitelná.

Každý barevný kanál obrázku (např. RGB kanály - červená, zelená, modrá)
lze reprezentovat matićı s rozměry odpov́ıdaj́ıćımi rozměr̊um obrázku v pixelech.
Standardně se pracuje s barevnou hloubkou 32 bit̊u (resp. 24 bit̊u bez alfa kanálu
- pr̊uhlednost) označovanou taktéž jako truecolor. Tedy pro každý barevný kanál
máme přesně jeden byte (8 bit̊u), což znamená, že tyto matice mohou obsahovat
hodnoty mezi 0 a 28 − 1 (= 255). Ćılem komprese je sńıžit hodnost takovéto
matice za cenu co nejmenš́ıho sńıžeńı kvality obrázku. Rozměry této matice
jsou identické k rozměr̊um obrázku, ovšem hodnost této matice je daná až ob-
sahem. Efektivita algoritmu je ovlivněna předevš́ım rozměry obrázku a právě
obsahem; barevná hloubka a počet barevných kanál̊u nemá na efektivitu zásadńı
vliv. Sńıžeńı hodnosti matice může sloužit jako předzpracováńı/zakončeńı pro
jiné algoritmy (např. př́ıprava pro skeletńı rozklad nebo daľśı stupeň komprese
po JPEG kompresi) nebo může být singulárńı rozklad použit i pro vytvořeńı
vlastńıho komprimovaného obrázkového formátu.

Singulárńı rozklad matice je rozklad matice na součin 2 ortogonálńıch (obecně
unitárńıch) matic U , V T a diagonálńı Σ ve vztahu A = UΣV T . Nazveme-li
matici reprezentuj́ıćı jeden barevný kanál obrázku matićı A, potom Σ je di-
agonálńı matićı s druhými odmocninami nenulových vlastńıch č́ısel, tzv. sin-
gulárńımi č́ısly σi, matice ATA seřazenými sestupně dle hodnoty na hlavńı di-
agonále. Počet vlastńıch č́ısel odpov́ıdá hodnosti matice A. Sloupcové vektory
matice V tvoř́ı normalizované vlastńı vektory ATA, v pořad́ı odpov́ıdaj́ıćımu
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(a) Testovaćı obrázek č. 1

(b) Graf distribuce singulárńıch hodnot pro obr. 1a

Obrázek 1: Př́ıklad dobře komprimovatelného obrázku

vlastńım č́ısl̊um z nichž byla singulárńı č́ısla odvozena. Sloupcové vektory ma-
tice U dostaneme ze sloupcových vektor̊u V a singulárńıch č́ısel za pomoci
vztahu ui = σ−1i Avi. Alternativně by bylo možné vynechat singulárńı hodnotu
a výsledný vektor dále normalizovat. Rozklad lze zapsat dvěma ekvivalentńımi
zp̊usoby - jeden, kdy rozměry matice A odpov́ıdaj́ı rozměr̊um matice Σ a je
nutné doplnit sloupcové vektory matice U na ortonormálńı bázi. Ovšem, je-
likož jsou prvky pod hlavńı diagonálou nulové, pak je možné redukovat Σ na
matici čtvercovou a zároveň si t́ım ušetř́ıme problém s posledńımi sloupcovými
vektory matice U (aby bylo možné násobit U a Σ muśı být počet doplněných
sloupcových vektor̊u roven počtu nulových řádk̊u Σ) - takto dostaneme druhou
možnost zápisu rozkladu. Proces komprese využ́ıvá dyadické expanze matice A,
kdy matici A rozlož́ıme na sumu

∑n
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Z toho na prvńı pohled vyplývá, že č́ım menš́ı singulárńı č́ıslo (relativně

k ostatńım), t́ım menš́ı má možnost výsledný obrázek ovlivnit. Koneckonc̊u z
této vlastnosti vycháźı definice spektrálńı normy matice, která je definovaná jako
největš́ı singulárńı č́ıslo dané matice, jej́ıž př́ımý d̊usledek je, že ‖A‖ ≥ ‖Ax‖ pro
libovolný vektor x odpov́ıdaj́ıćı dimenze. Komprese se provede právě odeb́ıráńım
matic s nejmenš́ımi singulárńımi č́ısly z dyadického rozkladu. Proto např́ıklad
grafy, kde se velká část sloupc̊u matice lǐśı v drobnostech (např. popisky), jsou
komprimovatelné až na 10% velikosti s minimem kompresńıch artefakt̊u. Nao-
pak u jiných obrázk̊u, které kladou d̊uraz na detail anebo jsou velmi schematické

2



(a) Testovaćı obrázek č.2, Ikeda
atraktor[8] vytvořený programem
Visions of Chaos (b) Graf distribuce singulárńıch hodnot pro obr. 2a

Obrázek 2: Př́ıklad špatně komprimovatelného obrázku

(např. skica), se projev́ı některé artefakty dř́ıve - třeba už při 50%.

Komprimovatelnost obrázku zálež́ı na rozložeńı singulárńıch č́ısel jednot-
livých barevných kanál̊u - jsou-li singulárńı č́ısla řádově přibližně stejná, pak
jsou možnosti komprese omezené a redukćı malého počtu singulárńıch č́ısel od-
strańıme pravděpodobně př́ılǐs dat, což se na obrázku projev́ı znatelnými kom-
presńımi artefakty. Naopak, je-li např. r̊ust singulárńıch č́ısel exponenciálńı,
pak je možné s minimálńımi artefakty použ́ıt vysoký poměr komprese. Mezi
nejčastěǰśı kompresńı artefakty patř́ı změna světlosti obrázku, zrnitost a roz-
mazáńı (předevš́ım vertikálńı a horizontálńı). Rozd́ıl v distribuci singulárńıch
č́ısel obr. 1a a 2a je patrný na obr. 1b a 2b. V obou grafech je pro názornost
použito logaritmické měř́ıtko. V prvńım př́ıpadě je vidět, že pokles velikosti sin-
gulárńıch č́ısel přibližně od 80. singulárńıho č́ısla zač́ıná být stabilńı až přibližně
k 260. singulárńımu č́ıslu, kdy opět pokles nab́ırá na rychlosti. V př́ıpadě druhém
je počátečńı pokles výrazně slabš́ı a přibližně od 15. singulárńıho č́ısla je téměř
stabilńı, až na posledńı tři singulárńı hodnoty (bohužel necelá 4% úspora dat
za tato singulárńı č́ısla je takřka bezvýznamná). Př́ımé porovnáńı komprimo-
vatelnosti je vidět na výřezech z levého horńıho rohu již zmiňovaných obrázk̊u
na obr. 3. Po odebráńı poloviny matic z dyadickéhé expanze nejsou kompresńı
artefakty na obr. 3a na prvńı pohled viditelné. Ovšem na obr. 3b je již při ta-
kovéto kompresi vidět šum v pomyslném obdélńıku obsahuj́ıćım náš atraktor.
Mimo pomyslný obdélńık najdeme vertikálńı (resp. horizontálńı) pruhy za jeho
horizontálńımi (resp. vertikálńımi) hranami, nicméně tento kompresńı artefakt
je už na hraně viditelnosti.

Rozd́ıl v kvalitě mezi po kompresi barevného a černob́ılého obrázku, při
použit́ı koeficient̊u 0.3, 0.59, 0.11 pro převod RGB kanál̊u do kanálu jediného a
algoritmu bez detekce hran, neńı ve většině př́ıpad̊u znatelný (viz obr. 4 a 5, 6).
Důvodem pro tyto poměry je odlǐsná intenzita vńımáńı jednotlivých barev, kdy
zelená je vńımána nejjasněji a naopak modrá s nejmenš́ı intenzitou.[5] Při použit́ı
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(a) čtvrtinový výřez obr. 1a s kompreśı 50% (b) čtvrtinový výřez obr. 2a s kompreśı 50%

Obrázek 3: Porovnáńı komprimovatelnosti obr. 1a a obr. 2a

Obrázek 4: Srovnáńı kvality po kompresi barevného a černob́ılého obrázku oproti
zdrojovému obrázku (obr 1a). Při kompresi bylo zachováno 5% (16) singulárńıch
hodnot.

poměr̊u, které minimálně zkresluj́ı světlost objekt̊u na obrázku, se ve většině
př́ıpad̊u černob́ılého komprimovaného obrázku projevuje dokonce i př́ıpadná va-
riabilita v distribuci singulárńıch č́ısel u jednotlivých barevných kanál̊u barevné
předlohy. Výjimkou jsou hraničńı př́ıpady daného převodńıho algoritmu, kdy
dané barvy splynou a může doj́ıt ke

”
korekci“ př́ıpadných zdroj̊u artefakt̊u při

převodu anebo ke změně charakteru těchto artefakt̊u. Počet barevných kanál̊u
ovlivňuje předevš́ım nutný počet singulárńıch rozklad̊u (pro každý kanál jeden).
Pouze je-li rozd́ılná distribuce vlastńıch č́ısel jednotlivých kanál̊u, pak ovlivńı i
výsledný koeficient velikosti souboru, který bude pr̊uměrem koeficient̊u jednot-
livých barevných kanál̊u. Barevná hloubka ovlivňuje pouze pamět’ové požadavky
na jeden prvek matice, na koeficient velikosti souboru nemá vliv žádný.

Necht’ máme černob́ılý obrázek o rozměru m xn s jediným 8bit barevným
kanálem. Obrázek můžeme do paměti uložit jako matici m x n zab́ıraj́ıćı m.n
byt̊u. Je-li r1 hodnost této matice, pak můžeme uložit matici za pomoci ske-
letńıho rozkladu do r1.(m+ n) byt̊u. Potom po kompresi, při které ponecháme
r2 člen̊u dyadické expanze, můžeme uložit matici do r2.(m+n+1) byt̊u, nebo do-
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konce d́ıky skeletńımu rozkladu do r2.(m+n) byt̊u. Potom ξ koeficient velikosti
souboru oproti originálu je:

ξ =
(m+ n).r2
(m+ n).r1

=
r2
r1

Velikost obrázku v paměti ve formě skeletńıho rozkladu bude ξ.r1.(m+n) byt̊u,
a tedy změna velikosti souboru je př́ımo úměrná změně počtu singulárńıch č́ısel
(hodnosti matice). Samozřejmě tyto hodnoty plat́ı pouze pokud data ukládáme
ve formě skeletńıho rozkladu. Vezmeme-li v potaz tradičńı datové formáty obrázku,
pak poměr velikosti komprimovaného se může lǐsit oběma směry kv̊uli kom-
presi zahrnuté ve formátu (např. JPEG, PNG) anebo velikost souboru může
být neměnná v př́ıpadě formátu bez komprese (např. BMP).[3] Pokud bychom
chtěli komprimovat pouze za pomoci singulárńıho rozkladu, poté je nutné aby
r.(m+ n+ 1) ≤ m.n (r počet singulárńıch č́ısel), ovšem i skeletńı rozklad má o
r lepš́ı pamět’ovou náročnost. Tedy, až na výjimky, by bylo samostatné využit́ı
singulárńıho rozkladu pro ukládáńı dat diskutabilńı.

Technicky čeĺı komprese přes singulárńı rozklad jednomu zásadńımu problému.
Singulárńı rozklad je velice všestranný nástroj a je možné z něj mnoho vlast-
nost́ı dané matice odvodit. Ovšem tyto, pro kompresi redundantńı, informace
jsou naneštěst́ı za cenu velké výpočetńı náročnosti. Nav́ıc postup běžný při
výpočtu na paṕıru přes charakteristický polynom je v takto velkých matićıch
nemyslitelný. Nejrychleǰśı algoritmy pro hledáńı vlastńıch č́ısel jsou algoritmy
iterativńı. Mezi ně patř́ı např. QR transformace - jedna z nejpopulárněǰśıch
skupin algoritmů. Velmi častou implementaćı je převod matice pomoćı rotaćı
do bidiagonálńıho tvaru a následná diagonalizace za pomoci QR algoritmu. Ite-
rativńı metody nedaj́ı přesný výsledek, pouze k němu s každou iteraćı kon-
verguj́ı a výsledek jsou schopny dodat s deklarovanou přesnost́ı (v závislosti
na nastaveńı použité knihovny nebo vlastńı implementace). Bohužel problém
s náročnost́ı při větš́ıch obrázćıch je stále u většiny knihoven velmi znatelný.
Částečně tento problém řeš́ı implementace využ́ıvaj́ıćı paralelizace (rozděl a pa-
nuj), kdy je SVD rozklad rozdělen na několik menš́ıch úkol̊u, což je obzvláště
výhodné u velkých matic.[2] Nav́ıc to umožňuje efektivně využ́ıt i mnohem
specializovaněǰśı zdroje. Např́ıklad grafické karty se velmi často využ́ıvaj́ı při
výpočtech umožňuj́ıćı masivńı paralelizaci a rychlost se může u velkých matic
lǐsit 6-7x[6], v závislosti na použitém algoritmu, jeho implementaci a použitých
knihovnách pro výpočty na grafické kartě.
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Obrázek 5: Různé poměry komprese barevného obrázku. Procenta zachovaných
singulárńıch hodnot jsou po řádćıch: 100% (p̊uvodńı), 75%, 25%, 10%, 5% a 1%.
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Obrázek 6: Různé poměry komprese černob́ılého obrázku. Procenta zachovaných
singulárńıch hodnot jsou po řádćıch: 100% (p̊uvodńı), 75%, 25%, 10%, 5% a 1%.
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