Komprese obrazku za pomoci singularniho
rozkladu

Adolf Stieda

Tim jak se mnozstvi obrazku v naSich zafizenich zvétsuje, stdvd se kom-
prese obrézku stédle ¢astéjsim problémem. S nastupem internetovych sluzeb se
sdileni fotografii, jako je napiiklad Facebook nebo Google+, se problém stal jesté
obrazku, ovsem samotné zmenSovani mnohdy neodddli problém dostatecné.
Singularni rozklad matice je ¢asto sklonovanym terminem v praktickych apli-
kacich - od metody nejmensich ¢tvercu ve statistice po rekonstrukei obrazu a
jednim z dal$ich moznych vyuziti singularniho rozkladu matice je pravé kom-
prese obrazku. Jde o ztratovou kompresni techniku, kdy lze dosdhnout vyznamné
uspory dat s minimalni ztratou informace u vétsiny obrazku. Mnohdy je tato
ztrata informace mimo rozliSovaci schopnosti naseho oka a, narozdil od textu,
je ve vysledku snesitelna.

Kazdy barevny kandl obrdzku (napf. RGB kanédly - ¢ervend, zelend, modrd)
1ze reprezentovat matici s rozméry odpovidajicimi rozmérum obrazku v pixelech.
Standardné se pracuje s barevnou hloubkou 32 bitu (resp. 24 bitu bez alfa kandlu
- pruhlednost) oznacovanou taktéz jako truecolor. Tedy pro kazdy barevny kandl
méme piesné jeden byte (8 bitl), coz znamend, Ze tyto matice mohou obsahovat
hodnoty mezi 0 a 28 — 1 (= 255). Cilem komprese je snizit hodnost takovéto
matice za cenu co nejmensiho snizeni kvality obrazku. Rozméry této matice
jsou identické k rozmérum obrazku, ovSem hodnost této matice je dana az ob-
sahem. Efektivita algoritmu je ovlivnéna pfedevsim rozméry obrazku a prave
obsahem; barevna hloubka a pocet barevnych kanali nemé na efektivitu zdsadni
vliv. Snizen{ hodnosti matice muze slouzit jako predzpracovani/zakonéeni pro
jiné algoritmy (napf. piiprava pro skeletni rozklad nebo dalsi stupen komprese
po JPEG kompresi) nebo muze byt singuldrni rozklad pouzit i pro vytvoreni
vlastniho komprimovaného obrazkového formatu.

Singuldrn{ rozklad matice je rozklad matice na soucin 2 ortogonélnich (obecné
unitdrnich) matic U, V7T a diagondlni ¥ ve vztahu A = UXVT. Nazveme-li
matici reprezentujici jeden barevny kanal obriazku matici A, potom X je di-
agondlni matici s druhymi odmocninami nenulovych vlastnich ¢isel, tzv. sin-
guldrnimi ¢isly o;, matice AT A sefazenymi sestupné dle hodnoty na hlavn{ di-
agondle. Pocet vlastnich ¢isel odpovidd hodnosti matice A. Sloupcové vektory
matice V tvoif normalizované vlastni vektory AT A, v potadi odpovidajicimu
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(a) Testovaci obrazek ¢. 1

(b) Graf distribuce singuldrnich hodnot pro obr. 1a

Obrézek 1: Piiklad dobfe komprimovatelného obrazku

vlastnim ¢islim z nichz byla singuldrni ¢isla odvozena. Sloupcové vektory ma-
tice U dostaneme ze sloupcovych vektoru V a singuldrnich &isel za pomoci
vztahu u; = o, ! Av;. Alternativné by bylo mozné vynechat singuldrni hodnotu
a vysledny vektor dale normalizovat. Rozklad lze zapsat dvéma ekvivalentnimi
zpusoby - jeden, kdy rozmeéry matice A odpovidaji rozmérum matice 3 a je
nutné doplnit sloupcové vektory matice U na ortonormalni bazi. Ovsem, je-
likoz jsou prvky pod hlavni diagondlou nulové, pak je mozné redukovat 3 na
matici ¢tvercovou a zaroven si tim usSetiime problém s poslednimi sloupcovymi
vektory matice U (aby bylo mozné nasobit U a ¥ musi byt pocet doplnénych
sloupcovych vektoru roven po¢tu nulovych fadku X) - takto dostaneme druhou
moznost zapisu rozkladu. Proces komprese vyuziva dyadické expanze matice A,
kdy matici A rozlozime na sumu Y, u;0;0] , tedy soucet n (pocet singuldrnich
¢isel) matic s hodnosti 1. Piiklad singuldrniho rozkladu na matici 2x3 vé. dya-
dické expanze:

Z toho na prvni pohled vyplyvé, Ze ¢im mensi singuldrni ¢islo (relativné
k ostatnim), tim mens{ ma moznost vysledny obrézek ovlivnit. Koneckonct z
této vlastnosti vychazi definice spektralni normy matice, kterd je definovana jako
nejvétsi singuldrni ¢islo dané matice, jejiz primy dusledek je, ze || A|| > ||Az|| pro
libovolny vektor « odpovidajici dimenze. Komprese se provede pravé odebiranim
matic s nejmensimi singularnimi ¢isly z dyadického rozkladu. Proto naptiklad
grafy, kde se velkd ¢ést sloupcti matice 1is{ v drobnostech (napi. popisky), jsou
komprimovatelné az na 10% velikosti s minimem kompresnich artefakti. Nao-
pak u jinych obrézku, které kladou duraz na detail anebo jsou velmi schematické
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atraktor[8] vytvofeny programem
Visions of Chaos (b) Graf distribuce singuldrnich hodnot pro obr. 2a

Obrazek 2: Piiklad $patné komprimovatelného obrazku

(napf. skica), se projevi nékteré artefakty diive - tfeba uz pii 50%.

Komprimovatelnost obrazku zélezi na rozlozeni singularnich ¢&isel jednot-
livych barevnych kandla - jsou-li singuldrni ¢isla fddové ptiblizné stejnd, pak
jsou moznosti komprese omezené a redukci malého poc¢tu singularnich ¢isel od-
stranime pravdépodobné pftili§ dat, coz se na obrazku projevi znatelnymi kom-
presnimi artefakty. Naopak, je-li napf. rust singuldrnich ¢isel exponencialni,
pak je mozné s minimalnimi artefakty pouzit vysoky pomeér komprese. Mezi
nejcastéjsi kompresni artefakty patii zména svétlosti obrazku, zrnitost a roz-
mazani (predevsim vertikdlni a horizontéln{). Rozdil v distribuci singuldrnich
¢isel obr.la a 2a je patrny na obr. 1b a 2b. V obou grafech je pro nazornost
pouzito logaritmické métitko. V prvnim piipadeé je vidét, ze pokles velikosti sin-
gularnich ¢isel priblizné od 80. singuldrniho ¢isla zacind byt stabilni az pfiblizné
k 260. singuldrnimu ¢islu, kdy opét pokles nabira na rychlosti. V ptipadé druhém
je pocatecni pokles vyrazné slabsi a pfiblizné od 15. singularniho ¢isla je témér
stabilni, az na posledni tfi singuldrni hodnoty (bohuzel neceld 4% udspora dat
za tato singuldrni ¢isla je takika bezvyznamnd). Pfimé porovndn{ komprimo-
vatelnosti je vidét na vyfezech z levého horniho rohu jiz zminovanych obrazku
na obr. 3. Po odebrani poloviny matic z dyadickéhé expanze nejsou kompresni
artefakty na obr. 3a na prvni pohled viditelné. Ov8em na obr. 3b je jiz pii ta-
kovéto kompresi vidét Sum v pomyslném obdélniku obsahujicim n&s atraktor.
Mimo pomyslny obdélnik najdeme vertikélni (resp. horizontalni) pruhy za jeho
horizontdlnimi (resp. vertikdlnimi) hranami, nicméné tento kompresni artefakt
je uz na hrané viditelnosti.

Rozdil v kvalité mezi po kompresi barevného a cCernobilého obrazku, pfi
pouziti koeficientu 0.3, 0.59, 0.11 pro pfevod RGB kandlu do kanilu jediného a
algoritmu bez detekce hran, nenf ve vétsiné piipadu znatelny (viz obr. 4 a 5, 6).
Duvodem pro tyto poméry je odlisné intenzita vnimani jednotlivych barev, kdy
zelend je vniména nejjasnéji a naopak modra s nejmensi intenzitou.[5] PTi pouziti



(a) ¢tvrtinovy vytez obr. la s kompresi 50% (b) ¢tvrtinovy vytez obr. 2a s kompresi 50%

Obrézek 3: Porovnani komprimovatelnosti obr. la a obr. 2a

Obrazek 4: Srovnani kvality po kompresi barevného a ¢ernobilého obrazku oproti
zdrojovému obrazku (obr 1a). Pii kompresi bylo zachovéno 5% (16) singuldrnich
hodnot.

pomeért, které minimélné zkresluji svétlost objektu na obrazku, se ve vétsing
piipadu ¢ernobilého komprimovaného obrézku projevuje dokonce i pfipadna va-
riabilita v distribuci singuldrnich ¢isel u jednotlivych barevnych kandli barevné
predlohy. Vyjimkou jsou hraniéni piipady daného pievodniho algoritmu, kdy
dané barvy splynou a muze dojit ke ,korekci“ pfipadnych zdroju artefaktu pii
prevodu anebo ke zméné charakteru téchto artefaktu. Pocet barevnych kandlu
ovliviiuje pfedevsim nutny pocet singuldrnich rozkladu (pro kazdy kandl jeden).
Pouze je-1i rozdilné distribuce vlastnich ¢isel jednotlivych kandla, pak ovlivni i
vysledny koeficient velikosti souboru, ktery bude prumeérem koeficientu jednot-
livych barevnych kanéli. Barevna hloubka ovliviiuje pouze pamétové pozadavky
na jeden prvek matice, na koeficient velikosti souboru nema vliv zadny.

Necht méme éernobily obrdzek o rozméru mxn s jedinym 8bit barevnym
kandlem. Obriazek muzeme do paméti ulozit jako matici m x n zabirajici m.n
byttu. Je-li 1 hodnost této matice, pak muzeme ulozit matici za pomoci ske-
letniho rozkladu do r1.(m + n) bytu. Potom po kompresi, pfi které ponechdme
ro ¢lent dyadické expanze, muzeme ulozit matici do ro.(m-+n+1) bytu, nebo do-



konce diky skeletnimu rozkladu do r2.(m +n) byta. Potom & koeficient velikosti
souboru oproti origindlu je:

- (m+mn).re _ T2

(m+n)r

Velikost obrazku v paméti ve formé skeletniho rozkladu bude £.r1.(m+n) byt,
a tedy zména velikosti souboru je pfimo imérna zméné poctu singularnich ¢isel
(hodnosti matice). Samozfejmé tyto hodnoty plati pouze pokud data ukldaddme
ve formé skeletniho rozkladu. Vezmeme-li v potaz tradi¢ni datové formaty obrazku,
pak pomér velikosti komprimovaného se muze ligit obéma sméry kvuli kom-
presi zahrnuté ve formdtu (napf. JPEG, PNG) anebo velikost souboru muze
byt neménnd v piipadé formatu bez komprese (napi. BMP).[3] Pokud bychom
chtéli komprimovat pouze za pomoci singuldrniho rozkladu, poté je nutné aby
r.(m+mn+1) < m.n (r pocet singuldrnich ¢isel), ovsem i skeletni rozklad mé o
r lepsi paméfovou ndroénost. Tedy, az na vyjimky, by bylo samostatné vyuziti
singuldrnitho rozkladu pro ukladani dat diskutabilni.

Technicky ¢eli komprese pies singularni rozklad jednomu zdsadnimu problému.
Singuldrni rozklad je velice vSestranny nastroj a je mozné z néj mnoho vlast-
nosti dané matice odvodit. Ov8em tyto, pro kompresi redundantni, informace
jsou nanestésti za cenu velké vypocetni narocnosti. Navic postup bézny pii
vypoctu na papiru pres charakteristicky polynom je v takto velkych maticich
nemyslitelny. Nejrychlejsi algoritmy pro hledani vlastnich ¢isel jsou algoritmy
iterativni. Mezi né patii napf. QR transformace - jedna z nejpopularnéjsich
skupin algoritmu. Velmi ¢astou implementaci je prevod matice pomoci rotaci
do bidiagonélniho tvaru a nasledna diagonalizace za pomoci QR algoritmu. Ite-
rativni metody nedaji piesny vysledek, pouze k nému s kazdou iteraci kon-
verguji a vysledek jsou schopny dodat s deklarovanou pfesnosti (v zdvislosti
na nastaveni pouzité knihovny nebo vlastni implementace). Bohuzel problém
s narocnosti pii vétsich obréazcich je stdle u vétsiny knihoven velmi znatelny.
Céstecné tento problém Fesi implementace vyuzivajici paralelizace (rozdél a pa-
nuj), kdy je SVD rozklad rozdélen na nékolik mensich tikolu, coz je obzvlaste
vyhodné u velkych matic.[2] Navic to umoziuje efektivné vyuzit i mnohem
specializovanéjsi zdroje. Napiiklad grafické karty se velmi casto vyuzivaji pii
vypoctech umoznujici masivni paralelizaci a rychlost se muze u velkych matic
lisit 6-7x[6], v zdvislosti na pouzitém algoritmu, jeho implementaci a pouzitych
knihovnach pro vypocty na grafické karté.
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Obrézek 5: Ruzné poméry komprese barevného obrazku. Procenta zachovanych
singuldrnich hodnot jsou po tadcich: 100% (puvodni), 75%, 25%, 10%, 5% a 1%.
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Obrézek 6: Ruzné poméry komprese ¢ernobilého obrazku. Procenta zachovanych
singuldrnich hodnot jsou po tadcich: 100% (puvodni), 75%, 25%, 10%, 5% a 1%.
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