Geometrie v R?, 4. semestr
sk. rok 2009/2010

Vladimir Soucek

21. kvétna 2012



0.1 Uvod

Hlavnim tématem této prednasky je klasickd geometrie kiivek a ploch v R3.
Hlavni zdroje, ze kterych vyrustala diferencialni geometrie, jsou klasicka
mechanika (pohyb hmotného bodu, jeho rychlost a zrychleni) a geodézie
(zemémérictvi, mapy). Pocatky sahaji zpét do 17. a 18. stoleti (Huyghens,
Leibniz, Newton, Euler, Monge). Kli¢ové postavy té ¢asti diferencialni ge-
ometrie, o které budeme mluvit, byli v 19. stoleti Gauss, Riemann, Bolyai,
Lobacevskij. Nejde tedy o moderni, soucasnou matematiku, ale o klasické
zéklady, na kterych moderni matematika stavi. Moderni zobecnéni této casti
klasické matematiky se tyka analogii a zobecnéni do vyssich dimenzi. Nej-
vyznamnéjsi cesti geometii 20. stoleti byli Eduard Cech (geometr a topolog)
a Véclav Hlavaty (jeho jméno nese knihovna v Karling).

Jednou z hlavnich vétvi moderni diferencialni geometrie je tzv. Rieman-
nova geometrie, kterd Einsteinovy poskytla model a matematicky nastroj
pro jeho obecnou teorii relativity. Interakce elementarnich ¢astic jsou v sou-
¢asné dobé popisovany vyhradné pomoci teorie kalibra¢nich poli. Kalibra¢ni
pole je nazev, ktery se pouziva v teoretické fyzice pro analogii parcialnich de-
rivaci vektor-hodnotovych funkci, zadanych na plochach. Matematici témto
derivacim fikaji kovariantni derivace, nebo také konexe. Vétsinu téchto ma-
tematickych teorii lze najit pod nazvy diferencialni geometrie, globdlni ana-
lyza nebo analyza na varietach.

Vétsinu prednasky budeme studovat lokalni geometrické vlastnosti kri-
vek a ploch v trojrozmérném prostoru. Bude nas zajimat kfivost a torze
kiivek, rtizné druhy kiivosti ploch. Probereme zédkladni modely neeukleidov-
ské geometrie (sférickd a hyperbolickd geometrie). Budeme zkoumat geode-
tiky na plochach, které v kiivych geometriich nahrazuji piimky. Mnohem
zajimavéjsi (a také podstatné tézsi) jsou globalni vysledky v diferencidlni
geometrii (napf. Gauss-Bonnetova véta pro plochy). Tyto vysledky ukazuji
vztahy mezi lokalnimi a globalnimi vlastnostmi krivek, ¢i ploch, vztahy mezi
topologii a geometrii.

Jsou to prototypy obecnych vysledkt ve vyssich dimenzich, které patii
mezi jedny z velkych témat matematiky 20. stoleti. Typickym pfikladem je
slavnd Atiyah-Singerova véta o indexu pro eliptické diferencialni operatory
(nebo jejich komplexy), které jsou definovany na vicedimenzionalnich plo-
chach. K této moderni ¢asti diferencidlni geometrie a analyzy na varietach
se v této prednasce nedostaneme.

Prednaska je velmi blizka k duchu knihy

H. Wilson: Curved spaces. From classical geometry to elementary differential
geometry, Cambridge University Press, 2008.

Zakladem dobrého pochopeni teorie je pro kazdého propocet mnoha kon-
krétnich ptiklad, kterym budou vénovéana cviceni k pfednasce. Nejvic ovSem
pomiize, pokud si je étenaf dokaze spoéitat sam. Radu fesenych piikladii je



0.1. UVOD 3

mozné najit ve skriptech
J. Bures, K. Hrubcik: Diferencialni geometrie kiivek a ploch, Karolinum,
Dalsi priklady jsou obsazeny ve skriptech

L. Bocek: Priklady z diferencialni geometrie.

Hodné zajimavosti z historie vyvoje geometrie za posledni stoleti a o ne-
davném vyieseni jednoho z nejzndméjsich matematickych problémt je mozné
najit v populdrni knizce D. O’Shea: Poincarého doménka, Academia, 2009,
kterd urcité stoji za precteni.






Kapitola 1

Prolog: Eukleidovska
geometrie.

1.1 Eukleidovsky prostor R3.

Geometrie v Eukleidovském prostoru (délky, tihly) je obsazena ve standardni
definici skalarniho sou¢inu

3
(x,y)=x-y=> zy;, x,y € R®.
i=1

Vzdalenost dvou bodu je pak definovana pomoci Eukleidovské normy |x| =
(x,x) vzorcem
d(X,y) - |X_y-‘7 X,y € Rg-

1.2 Shodnosti.

Definice 1.2.1 Shodnost (isometrie) v R? je zobrazeni S : R® — R3, které
zachovdvd vzddlenost:

S(x) = S(¥)| = x —yl, vx,y € R®.
Shodnosti je mozné (relativné) snadno klasifikovat.

Véta 1.2.2 Libovolnd shodnost je affinni zobrazeni, tj. S(x) = Ax + b,
kde A je n X n redlnd matice, b € R™. Affinni zobrazeni je shodnosti, pravé
kdyz A je ortogondlni matice. Shodnost se nazyvd primou shodnosti, pokud
je det A > 0, v opaéném pFipadé se nazyvd neprimou shodnosti.

Navod jak toto tvrzeni odtivodnit se bude probirat na cviceni.

Priklad.
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Typické nepfimé shodnosti jsou reflexe. Je-li H € R3 (afinni) nadrovina
definovana rovnici

H={xecR¥(u,x)=c},ucR?|u=1,ceR,
pak definujeme reflexi Ry vzhledem roviné H vztahem
Ry(x)=x—-2(x-u—c)u

Je ihned vidét, ze zobrazeni Ry je identita na H a pievadi body tvaru
a+tu,a € H naa— tu. Ale kazdy bod x € R? Ize napsat (jednoznaéné) ve
tvaru x = a+tu,a € H,t € R; bod a je pak pata kolmice vedena bodem x
na nadrovinu H. Zobrazeni Ry je tedy opravdu reflexe v nadroviné H. Tedy
Ry zachovava vzdalenosti, je to shodnost.

Véta 1.2.3 Mnozina vsech shodnosti tvoii grupu (operace je skladdani zob-
razent).
Pro kazdé dva body x,y € R? existuje refleze R s vlastnosti R(x) =y.
KazZdd shodnost se da vyjddrit jako sloZeni nejvyse 4 reflexi.

Prvni tvrzeni je zfejmy disledek Véty 10.1.1. Druhé je okamzité jasné z
geometrického nazoru (a snadno se napiSe explicitni formule popisujici pii-
slusnou nadrovinu). Posledni tvrzeni je zajimavéjsi, struény navod k dikazu
je v Apendixu.

Grupa shodnosti G je tedy specidlnim pfipadem grupy transformaci (tj.
grupy, jejiz prvky jsou vzajemné jednoznacné zobrazeni dané mnoziny M
na sebe). Totéz se nékdy vyjadiuje tvrzenim, ze grupa G méa zadanou akci
na mnoziné M.

1.3 Grupa rotaci.

Grupa O(3) = O(3,R) se sklad4 ze vSech shodnosti, které zachovavaji po-
¢atek v R3. Je to grupa, jejiz prvky jsou linearni zobrazeni, které miizeme
popsat 3 x 3 maticemi. Matice A patii do O(3), pokud A A = Id. Z toho
ihned plyne, ze (det A)? = 1, tedy det A = +1. Podgrupa SO(3) je tvofena
vSemi prvky do O(3), které maji determinant roven jedné.
Piiklady.

(1) Matice rotace o thel 6 kolem osy z ma tvar

cosf sinf 0
—sinf@ cosf 0
0 0 1

(2) Jak vypada matice nepiimé shodnosti, kterou dostaneme slozenim rotace
kolem osy z a reflexi vzhledem k roviné souradnic x, y?

(3) Jaka je plné grupa symetrii rovnostranného étyisténu (je to ziejmé
kone¢na podgrupa v O(3))?
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1.4 Vektorovy soudin v R3.

Zakladni vlastnosti vektorového soucinu (kterd muze byt zaroven jeho defi-
nici) je nésledujici vlastnost.

Lemma 1.4.1 Pro kaZdé tvi vektory a,b,c € R? plati
(a x b) - c = det[a, b, c|.

V tomto lemmatu se jednd o determinant matice, jejiz fadky (nebo ekvi-
valentné sloupce) tvori vektory a, b, c. Z vlastnosti determinantu plyne, Ze
poradi vektort v matici lze cyklicky permutovat, aniz se determinant zméni.
Ditikaz tvrzeni plyne ihned z definice obou soucini a z rozvoje determinantu
podle posledniho fadku. Vyraz na levé strané se ¢asto nazyva smiseny soucin
t¥i vektort.

Tvrzeni 1.4.2 Pro kaZdé tri vektory v R3 plati
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

Navod, jak tuto formuli ovérit, je v Apendixu.
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Kapitola 2
Krivky

Budeme kiivky studovat v R3. Ned4 mnoho ndmahy pienést vétsinu pojmi
a vysledkd do R™. Je ale jednodussi pro zajemce formulovat a rozmyslit si
toto zobecnéni, nez se nutit pfedstavovat si obecné pojmy v jejich pfiro-
zené geometrické predstavé v R3. Prvni véci bude si pfipomenout zakladni
informace o Eukleidovské geometrii.

Prvnim tématem, které budeme probirat, budou vlastnosti kiivek v R3.
Je otazka, co se vlastné mysli pod pojmem kiivka. Nejbéznéjsi definice je
zobrazeni ¢ : (o, 3) — R? (tzv. parametricka kiivka). Abychom vylouéili pa-
tologické ptipady (napi. Peanovu k¥ivku, jejiz obraz vyplni ¢tverec), budeme
pozadovat hladkost zobrazeni c. Bylo by mozné pozadovat pouze existenci
prvnich (ev. druhych ¢i tietich) spojitych derivaci misto hladkosti, ale bu-
deme déavat prednost jednoduchosti pred takovymto nepiilis§ vyznamnym
zobecnénim.

Intuitivné si pod pojmem kfivka predstavujeme spiS obraz zobrazeni c,
mnozinu v R? (kruznice, pfimka, elipsa, hyperbola, parabola, atd.) P¥islusna
mnozina bodi je ale obrazem (oborem hodnot) mnoha parametrickych kii-
vek. Zavedeme si proto pojem zmény parametrizace kiivky a budeme stu-
dovat vlastnosti, které jsou na volbé parametrizace nezavislé.

2.1 Parametrizované krivky.

Definice 2.1.1 Parametrizovand kiivka v R3 je hladké zobrazeni ¢ : I —
R3. Hiladkost znamend existenci (spojitijch) derivaci viech Fddi (jednostranné
derivace v evtl. krajnich bodech).

Vektor ¢'(t) = %(t) € R? se nazjvd tecny vektor k parametrické krivce
c v bodé c(t).

Rekneme, Ze parametrizovand krivka c je requldrni v bodé tg € I, pokud
c'(to) # 0.

Rekneme, Ze parametrizovand kvivka c je reguldrni, pokud je requldrni
v kaZdém bodé 1.
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MnoZina hodnot c(I) =< ¢ > se nazyvd obraz parametrizované kiivky.

Poznamka 2.1.2 Vektor-hodnotovd zobrazent jsou uréena svymi slozkami.
Napriklad kivka c je urcena tremi redlnymi funkcemi:

c(t) = (c1(t), e2(t), 3 (t))-

Vektor derivact je urcen tremi funkcemi:

c'(t) = (ch(t), ca(t), &5(1))
a md geometricky vyznam tecného vektoru ke kiivce c.

Definice 2.1.3 Je-li ¢ parametrickd kiivka na I C R a je-li ¢ : I — I
difeomorfismus, pak se parametrickd kiivka &(t') := c(o(t')) na I nazjvd re-
parametrizact parametrické krivky c. Takovéto dve krivky magi zrejme tentyz
obraz.

Reparametrizace urcuji relaci ekvivalence na mnoZiné vsech parametric-
kych krivek. Krivkou budeme nazyvat tridu ekvivalence parametrizovangch
krivek vici této relaci.

Rekneme, Ze reparametrizace zachovdvd orientaci parametrické krivky,
pokud je derivace reparametrizace ¢’ stdle kladnd funkce. Také reparamet-
rizace, které zachovdvaji orientaci parametrické krivky, tvori relaci ekviva-
lence. Tyto tridy ekvivalence budeme nazyvat orientované krivky.

Vsimneéte si, ze kazda reparametrizace regularni parametrické ktivky je
ziejmé opét regularni parametricka krivka, protoze pro kiivku a jeji repara-
merizaci plati
de
ds

)

)] -

| |4

a derivace % je vSude nenulova. MizZeme tedy mluvit o regularnich ktivkéch,
resp. regularnich orientovanych kf¥ivkach. V dalsim budeme vysetifovat vlast-
nosti kiivek (resp. orientovanych kiivek), tj. ty vlastnosti parametrizovanych
kiivek, které nezavisi na parametrizaci.

Predpoklddejme, Ze c je parametrizovana kiivka na I a zvolme bod ty v
intervalu /. Pak definujeme funkeci s(t) vztahem

t
s(t)= [ |c/(u)|du.
to
Hodnota s(t) je pravé délka kiivky c na intervalu (¢o,t). Pokud zménime
pocate¢ni hodnotu parametru tg, pak se funkce s(¢) zméni o konstantu.
Je-li ¢ regulérni parametrizovana kfivka, je funkce s = s(t) zfejmé hladka
arostouci (protoze s'(t) = |c¢/(t)| > 0 v kazdém bodé) a je to tudiz difeomorfi-
mus definiéniho intervalu I na jiny interval I. Oznaéme t = t(s) odpovidajici
inverzni funkci.
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Pro novou parametrizaci &(s) = c(t(s)), s € I plati

dc dt
a(ﬂ«ﬂ)@

=1.

£(5)

dé‘

dc 1
0| e
dt

Tim jsme dostali jakousi vyznacnou parametrizaci (jeji parametr je pravé
délka kiivky od pocéateéniho bodu), ktera existuje pro kazdou regularni
kfivku. Bylo by vyhodné dalsi vztahy pocitat v této vyznacné paramet-
rizaci. Uvidime vSak, ze explicitni vypocet pfislusného integralu je mozny
jen ve vyjimecnych pripadech, a tak bude tfeba umét pouzivat i vzorce pro
libovolnou parametrizaci.

To vede k nasledujici definici.

Definice 2.1.4 Necht c je parametrizovand krivka na I. Rekneme, Ze c je
parametrizovand obloukem, pokud plati

dc
dt(t)’ =1

pro vSechna t € I.

Tvrzeni 2.1.5
(1) Parametrizace c(t),t € I je reguldrni, pravé kdyz ji lze parametrizovat
obloukem, tj., pokud existuje jeji reparametrizace ¢ na I, pro kterou plati

@(s) =1

pro vSechna s € I.
(2) Je-li c(s) jedna parametrizace obloukem, pak kazZdd jind parametrizace
obloukem se ziska pomoci zmeény parametrizace tvaru

§=xs+c,
kde c je vhodna konstanta.

Diikaz.

(1) Pokud je c regularni, pak jsme si jiz ukazali, ze existuje jeji parametri-
zace obloukem. Naopak, pokud pro kfivku ¢ na [ existuje reparametrizace
obloukem, je norma jeji derivace v kazdém bodé rovna 1, a tedy je kfivka
regularni.

(2) Jsou-li s = s(t),u = u(t) dvé reparametrizace, které obé vedou na para-
metrizaci obloukem, pak z predchoziho bodu plyne

dc

dt

.

du
=+ .
dt

i

7 toho pozadované tvrzeni ihned plyne.
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O
Vidéli jsme, ze pro kazdou kfivku ¢ na I a kazdou volbu bodu ty € I
dostavame parametrizaci obloukem ¢(s) s vlastnosti, ze bodu tp odpovida
parametr s = 0. Zde plati, Ze parametr s, odpovidajici bodu c(t), je délka
kiivky (velikost oblouku) mezi bodem c(tp) a bodem c(t). Tyto parame-
trizace obloukem kfivky c jsou charakterizovany vlastnosti, ze 0 patii do
defini¢niho oboru I.
I kdyz teoreticky je parametrizace obloukem definovana pro kazdou re-
gularni krivku, je zpravidla nemozné ji explicitné spocitat.

Piiklad 2.1.6
(1) Najdéte parametrickou kiivku, jejiz obraz je kruznice o stredu v bodé
A = (a1,a2) € R? a poloméru R > 0 a spocitejte parametrizaci obloukem
této krivky.

Jedna z moznych odpovédi je

c(t) = (a1 + Rcost,az + Rsint),t € (0, 2m),

s s
&(s) = Rcos >, as + Rsi —) :
(s) (a1 + Rcos 7 as + Rsin 7
(2) Spocitejte parametrizaci obloukem pro tzv. logaritmickou spirdlu
c(t) = (e’ cost,e'sint) ,t € R.
Nakreslete si jeji graf!

Je ihned vidét (spoditejte si!), Ze jsou-li ¢1,co dvé parametrické kiivky,
pak pro derivaci jejich skalarniho, resp. vektorového soucinu plati

(c1-¢c2) =c)-ca+cy-ch,

(c1 X c3) =c) x ca +¢1 X ch.

Podobné pro tii kiivky aj, ag, ag plati

det[a;, ag, a3)’ = det[a], as, ag] + det[a;, a), ag] + det[a;, as, af].

2.2 Krivost krivky.

Ted bychom chtéli vhodnym zptisobem charakterizovat, jak je kiivka v kte-
rém bodé ’kiiva’. Tato vlastnost (jako vSechny, které zkoumame) nesmi zavi-
set na volbé parametrizace. Navic bychom zfejmé chtéli, aby kfivost primky
byla nula a aby kruznice s vétsim polomérem mély k¥ivost mensi nez kruznice
s mensim polomérem.
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Vime jiz, ze ktivka je ¢asti primky, pokud ZZTQC = 0 pro vSechna t € I. Na-

bizi se tedy definovat krivost kiivky v bodé ¢ € I jako velikost |%\. Bohuzel,
tato veli¢ina zavisi (a to velmi komplikovanym zpisobem) na volbé parame-
trizace. Je mozné tuto liboviili pfi volbé parametrizace odstranit pozadav-
kem, aby kiivka byla parametrizovana obloukem. Pak jiz vime, ze zbyde jen

7 v . 4 v 2 ~ L3 4 v z
mald moznost reparametrizace, ktera velic¢inu |%| ziejmé nemeéni:

o de dedu_de
UE TS e T duds . du

P d (de\du_  d ( do\_dc
ds2  dul\ds) ds ~ du ds)  du?’
To vede k nasledujici definici.

Definice 2.2.1 Je-li ¢ krivka parametrizovand obloukem, pak jeji krivost
v bodé c(s) je rovna |c”"(s)].

Priklad 2.2.2

Spociteyme krivost kruznice o poloméru R, parametrizované obloukem:

c(s) = <a1 +Rcos%,a2 + Rsin %) .

Dostaneme

Vyse uvedena definice kfivosti je tézko pouzitelna pro prakticky vypocet
kfivosti kiivky. Jen ve velmi mélo pripadech dokazeme explicitné parame-
trizaci obloukem spocitat. Je tedy potfeba umét spocitat kfivost kiivky
z jakékoliv jeji parametrizace.

K tomu slouzi nasledujici véta.

Véta 2.2.3 Predpoklddejme, Ze c(t) je requldrni kiivka v R3. Pak pro jeji
krivost k plati
|¢ x ¢
K = ,
&’

kde tecka znaci derivaci %.
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Dikaz.

Zakladem dukazu je prechod od obecné parametrizace kfivky k parame-
trizaci obloukem. Pfedpokladejme, Zze ¢ = c(t) je kiivka v obecné parame-
trizace (na néjakém intervalu I). Zvolme si néjakou parametrizaci ¢ = c(s)
této kiivky obloukem (vime, Ze je to vzdy mozné) a oznacme s piislusny
parametr. Tedy s = s(¢),t € I a c(t) = c(s(t)),t € I.

Neékdy byva v matematice zvykem oznacovat prislusné funkce rozdil-
nymi symboly, tj. oznadit parametrizaci obloukem napf. pismenem d = d(s),
oznadit reparametrizaci symbolem s = f(t) a psat c(t) = d(f(¢)),s = f(¢).
Je to presnéjsi, ale malo prehledné. Budeme pouzivat vySe uvedené intui-
tivni oznaceni, ¢tenafl si snadno rozmysli, v kterém vyznamu se pfislusny
symbol pouziva. Pro lepsi odliseni ale budeme pouzivat rtizné symboly pro

d

derivace podle proménné ¢, resp. s: derivaci 7 budeme oznacovat teckou,

derivaci % budeme oznacovat ¢arkou. Plati tedy:

a (jiz bez proménnych):
c=c"(8)?+ s
Z definice oblouku dostaneme ihned $ = |¢| a
(5 =¢-¢ =>s§=¢-¢&

Podle definice kfivosti dostaneme

o Je—eld] e -ess]  |e@-e)— o)
S e T FIE

Nyni jiz sta¢i pouzit identitu pro trojity vektorovy souéin (viz piedchozi
tvrzeni):
[e(¢-¢)—¢(¢c-¢)=|ex (éx¢)=]¢||ex¢l.

O

(1) Vypocitejte kiivost Sroubovice, ktera je zadana parametrickym popisem
c(f) = (acosf,asinb, bh), a,b € R.

Vysledek: k= —i%.
(2) Presvédéte se, ze pro b = 0 (kruznice o poloméru a) a a = 0 (pfimka)
vychéazi oCekdvané hodnoty kiivosti.

Pro kiivky v prostoru jiz nestaci samotna kiivost k charakterizaci ktivky.
Je napt. z predchozich prikladd jasné, ze kruznice a Sroubovice v prostoru
mohou mit stejnou kiivost, i kdyz zfejmé neni mozné prevést jednu na dru-
hou pomoci shodnosti v prostoru. Budeme si nyni definovat dalsi geome-
trickou charakteristiku prostorové kiivky — tzv. torzi kfivky. K tomu nam
pomiize studium vlastnosti ortogonalnich bazi, svazané s kazdym bodem
kiivky.
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V roviné urcoval jednotkovy tecny vektor v daném bodé jednoznacné
kladné orientovanou ortonormalni bazi. Zména této baze podél kiivky byla
vyjadfena pomoci derivaci baze podle parametru kiivky. Tyto derivace bylo
mozné rozlozit v kazdém bodé do této baze. Koeficient v tomto vyjadieni
byla znaménkova kiivost kiivky. Zkusime si nyni podobnou proceduru pro-
vést i pro prostorové kiivky. V kazdém bodé (netrividlni) kiivky si ur¢ime
vyznacnou bazi svidzanou s chovanim kfivky, tzv. Frenetovou bazi.

2.2.1 Frenetova baze.

Kazda regularni kiivka ¢ = c¢(t) ma automaticky v kazdém bodé jeden
vyznacny smér, teény smér. Pro regularni kifivku je mozné v kazdém bodé
definovat jednotkovy teény vektor t = ¢/|¢|.

Druhaé derivace ¢ je dilezita informace o krivce. Pokud jsou vektory ¢ a ¢
nezavislé, pak uréuji vyzna¢nou rovinu (tzv. oskulaéni rovinu kiivky v daném
bodé). Vektory € a ¢ jsou zavislé pravé kdyz kiivost kiivky v daném bodé je
rovna nule. Pro definici Frenetovy baze tedy budeme muset piredpokladat,
ze kfivost kiivky je nenulova.

Uvazujme nyni kiivku ¢ = ¢(s) parametrizovanou obloukem. Tedy |c
1 at =c' je jednotkovy teény vektor. Derivaci vztahu t - t = 1, dostaneme
t’-t = 0. Pokud je kiivost x nenulova, je také t' # 0. To umoziiuje nasledujici
definici.

/‘:

Definice 2.2.4 Predpoklddejme, Ze c(s) je reguldrni kiivka parametrizo-
vand obloukem, kterd md v bodé c(sg) nenulovou kiivost. Pak v tomto bodé
definujeme vyznacénou ortonormdlni bazi, tzv. Frenetovu bazi {t,n,b}, nd-
sledujicim zpusobem.

t/

t=c; n=—; b=txn.

[t]
Rovina, generovand vektory t,n se nazyvd oskulacni rovina krivky; rovina
generovand vektory n,b se nazyvd normadlova rovina krivky a rovina gene-
rovand vektory b,t se nazyvd rektifikacni rovina krivky.

V kazdém bodé regularni parametrické kiivky s nenulovou torzi méme
definovanu vyznacnou ortonormalni (Frenetovu) bazi. Chovani kiivky se od-
razi ve zméné této baze. Infinitezimalni zména je popsana derivacemi prvki
Frenetovy baze v daném bodé. Pfirozeny zpusob, jak zachytit informaci o
téchto derivacich, je spocitat koeficienty v rozkladu téchto derivaci vzhledem
k Frenetové bazi v daném bodé. Co vime o téchto derivacich?

Necht ¢ = c(s) je regularni kfivka, parametrizovana obloukem, ktera mé
nenulovou kiivost. Pak vime, Ze t' = xkn.

Protoze b = t x n, dostaneme

b =t'xn+txn =txn,
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Tedy b’ je kolmé na t. Navic, z b-b =1 plyne b’ - b = 0, tedy b’ je kolmé
také na b. Vektory b’ a n jsou tedy zavislé. To umoziiuje nasledujici definici.

Definice 2.2.5 Je-li ¢ = c(s) reguldrni kiivka parametrizovand obloukem s
nenulovou krivosti, pak definujeme torzi T této krivky vztahem

/
b’ = —7n.

Znaménko v definici 7 je jen konvence. Nyni chybi jiz jen spocitat n'.
VsSechny derivace jsou shrnuty v nasledujicim kli¢ovém tvrzeni.

Véta 2.2.6 (Frenetova véta) Predpoklddejme, Ze ¢ = c(s) je requldrni
krivka, parametrizovand obloukem, kterd md nenulovou krivost. Pak

d t 0 k 0 t
d—n— -+ 0 7 n
5 \b 0 -7 0/ \b

Dikaz.
Pfipomenime, ze b=t xn,atedy t =n xb an=>b x t. Pak

n=((bxt)=b xt+bxt'=-rnxt+rbxn=7b-—xt.

O

Zatim jesté nevime, jestli torze kiivky nezavisi na volbé parametrizace,

jestli je to geometricka vlastnost kfivky. V definici jsme predpokladali pa-

ramatrizaci kfivky obloukem, ale ta je uréena az na zménu parametrizace

tvaru s — *s + ¢, kde c je konstanta. Je uzite¢né si rozmyslet, jak se méni

prvky Frenetovy baze a jejich derivace pfi takovéto zméné parametrizace.
Dostaneme

t— £t,t'—t; n—nn — £n’; b £b, b’ — b’

Takze kfivost ani torze znaménko neméni.

Jako pro pripad kfivosti, ukdzeme si nyni, jak se vypocita torze kiivky z
obecné parametrizace krivky. To je podstatna prakticka informace, protoze
explicitni vyrazy pro parametrizaci obloukem nejsou obvykle k dispozici.
Zaroven znovu dokdzeme nezavislost torze na volbé parametrizace.

Véta 2.2.7 Je-li krivost requldrni kiivky ¢ nenulovd a je-li ¢ = c(t) jeji
libovolnd parametrizace, pak pro jeji torzi plati

C(€x @) € det[e, &€

exé? e xéf?
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Driikaz.
(1) Nejdfive ovéfime vzorec pro torzi v parametrizaci obloukem ¢ = c(s).
Pak |c/| =1, t = ¢/, ¢ = t' = kn. Z definice torze b’ = —7 n plyne

7=—(b' n)=—Ft xn+txn) n=—(txn) - n=(t xn) -n'

Do tohoto vzorce nyni staci dosadit vyjadieni jednotlivych vektorti pomoci
derivaci k¥ivky c. Vime, ze t =c’ an = %c” . Tedy

" " " " /
_ ! i i i _ ! i.c 1 //7i / AW
T_<cxm>ds(/<;>_<cxm> {H—i—(ﬂ)c}—ﬁ[(cxc)c].

Protoze vektory ¢’ a ¢” jsou na sebe kolmé, plati |¢’ x ¢”|? = |c/||¢"|? = k2.

(2) Nyni ukdzeme, Ze vzorec pro torzi nezdvisi na volbé parametrizace.
Piedpokladejme tedy, ze ¢ = c(u),c = c(t) jsou dvé libovolné paramet-
rizace kiivky c, které spolu souvisi pomoci reparametrizace u = u(t), tj.
c(t) = c(u(t)). Pro struénost oznaéime < teckou a -+ &arkou. Pak dosta-

dt du
neme
¢ = C/ﬁ; é¢=c" (Yl)Q + C’ﬁ; c=c" (u)3 + 3¢ uii+ i ¢
7Z toho ihned plyne

det[¢, &, €] = (0)® det[c/, c"'¢"); |& x & = (u)®|c x .

Priiklad 2.2.8 Ukazte, Ze torze Sroubovice
c = (acost,asint,bt)

je rovna T = ﬁ.

Pfidejme jesté komentaf o tom, jak spocitat tvar Frenetovy baze {t,n, b}
pomoci obecné parametrizace kiivky ¢ = c(t). Nejdfive je tfeba spocitat
derivace do tfetiho fadu: ¢, ¢, C .

Te¢ny vektor je dan vztahem t = ¢/|¢|. Dvojice {t,n} a {¢, ¢} generuji
tutéz rovinu a jsou souhlasné orientované. Vektor n se tedy dostane pomoci
obecné Gramm-Schmidtovy ortogonalizace. Vysledek je

1
n=¢—(¢-t)t = W[(cc)c—(cc)c]
(¢
Posledni vektor ortonormélni baze, vektor binormaly b, je pak vektorovy
souéin b =t x n.
Tyto pozndmky také naznacuji, jak vypada zobecnéni Frenetovy baze pro
piipad kiivek ve vys$i dimenzi. Systém je dobfe vidét z piipadu kiivek v R?.
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Pro konstrukci Frenetovy baze musime predpokladat, Ze jsou vektory ¢, ¢, €
nezavislé. V tomto ptipadé bychom postupovali nasledujicim zptisobem.

Pro kfivku ¢ = c(t) v obecné parametrizaci nejprve spocitame derivace
az do ¢tvrtého fadu. Prvni vektor e; Frenetovy baze mé tvar e; = ¢/|¢|.
Pokud jsou vektory ¢, ¢ nezavislé, pak je vektor ey jednoznac¢né urcen po-
zadavkem, Ze vektory ej,es a €,¢ generuji tutéz rovinu a jsou souhlasné
orientovany.

Dalsi vektor es je jednoznac¢né urcen pozadavkem, zZe vektory ej,eq, €3
a ¢, ¢, € generuji tentyZ trojrozmérny podprostor v R* jsou souhlasné orien-
tovany. Vektor e, je pak uréen jednoznacéné pozadavkem, ze {ej,...e4} je
ortonormalni baze v R%.

Frenetova véta pak rika, ze

€1 0 K1 0 0 €1
d €9 . —K1 0 K9 0 €9
% es - 0 —KRk9 0 R3 €3
(Y} 0 0 —K3 0 (SY}

Koeficienty k1, ko, k3 se nazyvaji zobecnéné kiivosti. Prvni dvé funkce jsou
kladné, tfeti mtze nabyvat libovolné znaménko.

Obecné, v libovolné dimenzi, plati, Zze zobecnéné kfivosti urcuji jedno-
zna¢né (az na shodnost) danou kfivku a ze mohou byt zvoleny libovolné s
tim omezenim, ze zobecnéné kiivosti, az na posledni z nich, jsou kladné a
viechny funkce jsou hladké. Toto tvrzeni si nyni dokézeme v R3.

Véta 2.2.9

(1) Jsou-li ¢ = c(s) a d = d(s) dvé krivky v R® v parametrizaci obloukem
na intervalu (o, B), které maji tutéZ krivost a torzi, pak existuje (prima)
shodnost S : R3 — R3 takovd, e d(s) = S(c(s)).

(2) Jsou-li k > 0,t dvé dané hladké funkce na (o, ), pak existuje kiivka
c = c¢(s) v parametrizaci obloukem, jejiz kiivost je k a jeji torze je rovna t.

Dikaz.
(1) Jsou-li e, eq,es, resp. f1, fs, f3, Frenetovy baze pro kiivky c, resp. d a
zvolime-li libovolné bod sy € (a, 3), pak existuje jednozna¢né urcené otoceni
R : R3 — R3, pro které plati f;(so) = R(ei(so)) a vektor b € R3 takovy,
ze d(so) = c(so) + b. Chceme ukézat, ze hledana shodnost ma tvar S(x) =
R(x) +b.

Nejdiive ukdzeme, ze rovnost f;(s) = R(e;(s)) plati ve vSech bodech
kiivky. To dostaneme ihned z Frenetovych rovnic. Ozna¢me w;; koeficienty
ve Frenetovych rovnicich. Podle pfedpokladu jsou stejné pro e; a f;. Tedy

3 3 3
=Y wifi [Re)] = Re) = R Y wije; | =D wiR(e).



2.2. KRIVOST KRIVKY. 19

Tvrzeni tedy plyne z véty o jednoznacnosti pro feSeni soustavy obycejnych
linearnich rovnic.
Pro derivace kiivek d a S(c) pak plati

dd

M ot = Re)=F (d — L (e = L (s(e)).

dc) d d

Spolu s pocatecnimi podminkami to ukazuje, ze se kiivky rovnaji.

(2) Predpokladejme, Ze jsou na intervalu (o, ) zadany hladké funkce k > 0
a 7. Zvolme sy € (a, B) libovolné. Necht vy, va, vs je libovolna ortonormalni
baze. Z vét o existenci feseni soustav linearnich obycejnych diferencialnich
rovnic plyne existence feSeni e, e, €3 Frenetovych rovnic

d €e] 0 k0 (S
df €9 = —k 0 t €9
5 €3 0 -t 0 €3

na (o, ) s poc¢atecnimi podminkami e;(so) = v; i = 1,2, 3. Pak staci defi-
novat c(s) = fsso e1(u)du.

Vysledné ktivka je zfejmé parametrizovana obloukem, jeji te¢ny vektor
v kazdém bodé je ¢ = e1, a ¢ = €; = key. Tedy kiivost k = |¢| je rovna k.
Navic, vektor ey je vektor normély, takze e, e, e3 je Frenetova baze kiivky
c. Z toho plyne, ze také torze 7 je rovna funkci ¢. O
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Kapitola 3

Sféricka geometrie.

3.1 Primky na sfére

Definice 3.1.1 Ve sféricke geometrii zvolime jako mnozinu vsech bodu sféru
S? (s polomérem 1). Primka na sféve je definovdna jako prisecik sféry s li-
bovolnou rovinou, kterd prochdzi pocdtkem (hlavni kruznice). Usecka spoju-
jict dva body A, B je kratsi c¢ast oblouku hlavni kruznice ohranicend témito
dvéma body, pokud body A, B nejsou protilehlé. Pro protilehlé body je to
libovolna polokruznice, kterd je spojuje. Vzddlenost p(A, B) dvou bodi na
sfére je délka usecky, kterd je spojuje.

Sféricky trojuhelnik je definovdn tremi body ma sfére, jeho hrany jsou
tvoteny useckamsi, spojujicimi prislusné tvi body. Budeme uvazovat jen troj-
thelniky, jejichz hrany magji délku mensi nez m. (To je ekvivalentni s tim,
Ze cely trojuhelnik se vejde do néjaké polosféry ohranicené néjakou velkou
kruznici).

Poznamka.

(1)

Vsimnéte si, ze vlastnosti pfimek ve sférické geometrii jsou podobné jako
v Eukleidovské geometrii. Lisi se napt. tim, Ze neexistuji zadné rovnobézky,
kazdé dvé pfimky se protinaji. Také existuji dvojice bodu (protilehlé body
na sféfe), pro které existuje nekone¢né mnoho piimek, které jimi prochézeji.
(2) D4 se ukazat (zkuste si!), Ze tsecka mezi dvéma body na sféfe ma ne-
kratsi délku mezi vSemi kfivkami na sfére, které tyto dva body spojuji. V
praktickém Zivoté je to vidét napriklad z toho, jak létaji letadla do Ameriky
¢i do Asie. Jeji pohyb nakresleny na obrazovce pro cestujici vypadé zbyteéné
dlouhy, coz je disledkem toho, ze (vSechny) mapy zkresluji vzdalenosti. Ve
skutecnosti leti letadlo nejkratsi moznou cestou.

21
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3.2 Kosinova a sinova véta v Eukleidovské geome-
trii.
Pro trojuhelnik v Eukleidovské roviné s uhly «, 5,7y oznaéme a,b,c délky

prislusnych protilehljch stran. Pak plati

1.
& =a® +b? — 2abcosn.

a b c

sina sinf  siny’

Kosinova véta je zobecnéni Pythagorovy véty, na kterou se redukuje, pokud
je thel v pravy thel.
Ted si ukazeme, jak vypadéa analogie téchto vét ve sférické geometrii.

3.3 Plocha sférického trojahelnika.

Véta 3.3.1 Predpoklddejme, Ze c¢dsti tri hlavnich kruznic na sfére ohrani-
cugi sféricky trojihelnik ABC. Uhly u vrcholi A, B,C postupné oznacime
a, B,7. Pak se velikost | ABC| plochy trojihelnika ABC' vypoéte ze vztahu

|ABC|=a+fp+~v—m.

Vsimnéte si, ze soucet thli ve sférickém trojihelniku neni 7, ale musi
byt vétsi nez w! To je ziejmé, protoze velikost plochy trojihelnika musi
byt kladna. Vsimnéte si také, ze velikost plochy sférického trojihelnika se
vypocte jen pomoci thld, ve vzorci nejsou zadné délky stran! Velikost plochy
je zrejmé mensi nez 27, rozmyslete si, Ze najdeme trojuhelniky s velikosti
plochy libovolné blizko u 27.

Diikaz.

Ozna¢me A’, B’,C' body protilehlé bodim A, B, C (nakreslete si!). Dvé
hlavni kruznice, které sviraji thel al ohranicuji dva protilehlé ’strouzky’ na
sféfe. Velikost plochy kazdého z nich jsou stejné a zavisi na thlu «. Pokud
se « blizi k nule, tato plocha se blizi k nule a pokud se al blizi k m, blizi
se tento povrch k povrchu polosféry, tj. k 27. Zfejmé tento povrch zavisi
linedrné na A, tedy se rovnd 2«. (Pozdéji spocitame velikost této plochy
pfimo zpusobem, kterym ji pocital jiz Archimedes.)

Vime tedy, Ze

2 = |ABC| + |A'BC|; 28 = |ABC| + |AB'C|; 2y = |ABC| + |ABC'|.

Trojthelniky A’BC’ a AB'C se na sebe zobrazuji pii symetrii podle po¢atku,
maji tedy stejny povrch. Velikost povrchu polosféry, ohrani¢end kruznici
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ACA'C’, je rovna ziejmé 27. Tedy
2w = |ABC|+|ABC’|+|A'BC'|+|A'BC| = |ABC|+|ABC'|+|AB'C|+|A'BC|

Pokud odecteme tii pfedchozi rovnosti od tohoto posledniho vztahu, dosta-
neme tvrzeni veéty. O

3.4 Kosinova a sinova véta ve sférické geometrii.

Véta 3.4.1 Predpoklddejme, Ze trojihelnik ABC' lezi v jedné polosfére. Uhly
pri vrcholech A, B,C' oznacime postupné «, 8,7 a délky stran protilehlych
whlum «, 8,7 oznacime postupné a,b, c. Pak plati

1.
cosc = cosacosb + sinasinbcos~y.

sina sin b sinc

sina  sinfB  sinvy’

Véta 3.4.2 (Pythagorova véta). Jako dusledek pro pravotuhly troihelnik (v =
7/2) dostaneme
cosc = cosacosb.

Diikaz.

Nejdiive dokdzeme kosinovou vétu. Body A, B, C jsou body v R3, ale
budeme je chépat jako vektory spojujici pocatek O s prisluSnym bodem.
Ozna¢me Ny, No, N3 jednotkové normaély k rovindm OBC,OAC, OAB. Ori-
entaci normal vybereme tak, aby sméfovaly ven z télesa OABC (nakreslete
sill). Pak

:C’XBN:AXC’ :B><A

Na . 9 b . ’ C . .
sina sin b sinc

(pokud jsme orientovali potadi vrcholi trohihelnika proti sméru hodinovych
ruéic¢ek). Uhel pii vrcholu sférického trojihelnika je zfejmé roven tihlu rovin
definujicich pfislusné strany trojahelnika. Plati také
Ny - Ny =—cosvy, Np- N.=—cosa, N.- N, = —cosf.
Vime, zZe plati identita

(CxB)-(AxC)=(A-C)(B-C)—(C-C)(B-A).

Protoze vektory A, B, C' jsou jednotkové, prava strana se zjednodusi. Celkem
dostaneme

—sinasinbcosy = sinasinb(Ny - Ny) =
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= (CxDB)-(AxC) =
= (A-C)(B-C)—(B-A)=
= cosbcosa — cosc.
Sinova véta se odvodi takto. Pokud dosadime do identity
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
postupné vektory a= A x C,b = C,c = B, dostaneme identitu
(AxC)x(CxB)=((AxC)-B)C=((BxA)-C)C
V nasem piipadé dostaneme nalevo — (N3 X Na) sin a sin b. Souéin N, x Ny je
ziejmé nasobek C' a da se snadno ovérit, ze N, X N = C sin~y. Porovnanim
nasobki C' dostaneme

C-(Ax B)=sinasinbsin~.

Vzhledem k tomu, ze je souc¢in C'- (B x A) (tj. determinant!) invariantni pii
cyklickych zaménéch, dostaneme

sin a sin bsin~y = sin bsin ¢sin a = sin c¢sin a sin 3.

Relaci pak staci vydélit sinasinbsinc. O



Kapitola 4

Plochy v RS.

Nejdiive se musime dohodnout, co myslime pod pojmem plocha. Nejjed-
nodusi je uzit parametricky popis plochy, tj. (hladké) zobrazeni z oteviené
mnoziny v R? do R3. Aby obraz tohoto zobrazeni byl opravdu dvojdimen-
zionalni, je tfeba predpokladat, Ze zobrazeni je regularni.

4.1 Zakladni definice.

4.1.1 Regularni parametricka plocha, hladka plocha.

Definice 4.1.1 Parametrickd requldrni plocha v R3 definovand na O je
hladké zobrazeni p oteviené mnoziny O C R? do R? takové, Ze p je re-
gularni na O, tj. hodnost Jacobiho matice p je ve vsech bodech rovna 2.
Ekvivalentné, vektory parcialnich derivaci

87p2 aj:
au_pU7 8U—pv

musi byt v kazdém bodé linedrné nezavisle.

Je-li ¢ : O — O difeomeorfismus (tj. vzdjemné jednoznaéné zobrazent,
které je spolu se svym inverznim zobrazenim nekonecné diferencovatelné)
oteviengjch podmnozin R?, pak definujeme p' = po ¢ a ¢ nazjvdme repara-
metrizact.

Regularni parametrickou plochu p nazveme mapou, pokud je p mnavic
homeomorfismus O na S = p(O). Mnozinu U = p(O) C S nazveme obrazem
mapy, nekdy ji budeme znacit < p > . Pro presnost budeme obuvykle pod
mapou na S rozumét dvojici (U,p), kde U = p(O).

Véta 4.1.2 (1) Je-li p regularni parametrickd plocha a ¢ difeomorfismus,
pak je také p’ = p o ¢ requldrni parametrickd plocha.
(2) Jsou-lip ap’ dvé mapy a < p >=< p’ >, pak existuje reparametrizace
¢ takovd, Ze

p'=poo.

25



26 KAPITOLA 4. PLOCHY V R3.

Diikaz.

(1) Jacobiho matice zobrazeni p’ je souin Jacobiho matice zobrazeni p a
Jacobiho matice zobrazeni ¢. Je-li ¢ difeomorfismus, pak slozeni ¢ a ¢! je
identita a soucin p¥islusnych Jacobiho matic je jednotkova matice. Determi-
nant Jacobiho matice ¢ je tedy nenulovy. Z toho plyne, Ze p’ je regularni,
praveé kdyz je regularni p.

(2) Zobrazeni ¢ budeme definovat predpisem ¢ = p~'op’. Toto zobrazeni je
podle predpokladu homeomorfismus na svém definiénim oboru. Je ale tfeba
dokézat, ze je hladké. Zvolme bod a' € O, pak ¢(a’) = a € O. Jeden ze t¥i
minort fadu 2 Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé a je nenulovy. Mizeme
predpokladat, ze je to determinant

1

3(1?2,]93)

det m

Oznaéme 7 projekci R? na R?, danou priimétem na posledni dvé soutradnice.
Pak ma zobrazeni mop v bodé a nenulovy Jakobian a podle véty o inverznim
zobrazeni existuje okoli U C R? bodu a takové, Ze 7 o p je difeomorfismus
U na wop(U).

Zobrazeni ¢ miizeme v oteviené mnoziné ¢! (U) C O napsat ve tvaru

¢=(mop)lo(rop),

je to tedy slozeni dvou hladkych zobrazeni. O
Pojem regularni parametrické plochy, resp. mapy, staci pro lokalni pro-
blémy. Pro globélni vysledky je tfeba definici plochy zobecnit. Typickym pii-
kladem plochy, ktera neni obrazem regularni parametrické plochy, je sféra.
Sféra se neda pokryt jednou mapou (homeomorfismus nemuze zobrazit ote-
vienou mnozinu na kompaktni mnozinu). Neni pochyb o tom, ze sféra je
pro nas typickym piikladem plochy a Ze by nase definice tuto plochu méla
zahrnovat. Rozsifime si tedy pojem plochy nasledujicim zptisobem.

Definice 4.1.3 Rekneme, Ze mnozina S C R® je (hladkd) plocha, pokud
pro kazdij bod s € S existuje okoli U C R3 a mapa p : O — S tak, Ze
UNS =p(O). Soubor map, které pokryvaji plochu S, se nazgvd atlas plochy
S.

Jsou-li p,p’ dvé mapy (s neprazdnym pranikem svjch obrazi) na S, pak
budeme zobrazeni ¢ = (p')~Lop nazyvat (tam kde je definované) prechodové
zobrazeni mezi témito dvéma mapams.

Poznamka. Pokud pro mnozinu S C R3 dokéazeme najit atlas, je S (hladka)
plocha. Atlas pro danou plochu S neni uréen jednoznac¢né. Jak uvidime na
prikladech, je takovych moznosti vzdy mnoho. Pro popis plochy je vhodné
si zvolit atlas, ktery mé& pokud mozno co nejméné map. Na volbé atlasu
nezalezi, ze dvou atlasi mizeme napt. jejich sjednocenim vyrobit vétsi atlas,
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ktery oba predchozi atlasy obsahuje. Sjednoceni vSech atlast je maximalni
mozny atlas, ktery mé ovSem pfili§ mnoho map (nekone¢né mnoho), s kazdou
mapou tam pfi nejmensim lezi vSechny jeji restrikce na oteviené podmnoziny
jejiho defini¢niho oboru. z Véty 4.1.2 (2) plyne, Ze piechodové zobrazeni
libovolnych dvou map je reparametrizaci.

Budeme obvykle pouzivat pro plochu jeden vybrany atlas, ale kdykoliv
k nému muzeme pridat jakoukoliv dalsi mapu, bude-li t¥eba.

Priklad 4.1.4
(1) Rovina.

Je-li R rovina v R® a zvolime-li jeji tii body A, B, C € R v obecné poloze,
pak jeden jeji parametricky popis md tvar

p(u,v) = A+ u(B—A)+v(C — A)

Toto zobrazeni je mapa (ovérte!) a < p >= R.

Rovina je tedy plocha ve smyslu predchozi definice. Jeji atlas se skladd z
jediné mapy.
(2) Sféera.

Sféra Sy je ddana rovnici
Sy := {(x1, 2, x3) € R3|2? + 23 + 22 = 1}.
Standardni mapa na sfére md tvar
p(p,0) = (cospcos B, cospsinb,sinp); v € (—7/2,7/2), 6 € (0,27).

Najdéte dalsi tri mapy natocenim této mapy, aby tvorily atlas pro sféru.
Jiny atlas, ktery md jen dveé mapy, se ziskd pomoci stereografické pro-
jekce ze severniho a jizniho polu sféry. Je-li S severni pol a je-li R rovina
x3 = 0, pak usecka SA, A € Sy — {S} spojujici severni pdl s bodem A sféry
protindg rovinu R v jediném bodé X (A). Zobrazeni A — X (A) je stereogra-
fickd projekce sféry bez bodu S na rovinu R. Rovina zabali sféru celou, kromé
jedin€ho bodu. Prislusné inverzni zobrazeni je pak mapa. Napiste vzorce pro
tuto mapu, pro mapu odpovidajici projekci z jizniho polu a pro prislusné
prechodové zobrazeni! Ouvérte, Ze jsou to opravdu mapy!
(8) Jako cvicent si napiste definici toru (pneumatiky) pomoci jedné rovnice
v R3 a atlas pro torus.
(4) Standardni kuzel K = {(x1, %2, 23)|2} + 23 = 23} md vrchol v pocdtku.
Je lehké najit mapu, kterd pokryva kuzel bez jedné primky:

p(r,0) = (rcosf,rsinf,r),r # 0,60 € (0,2n)

a druhou (otocenou) mapu, které pak tvori atlas pro kuzel bez vrcholu. Ale
neexistuje mapa, kterd by pokryvala okoli vrcholu. To je vidét z toho, Ze pro
libovolné malé okoli U pocdtku 0 v R je mnozina U N K — {0} nesouvisld,
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zatimco jeji vzor v libovolné mapé je nutné mnozina souvisla. Ty se ovsem
na sebe nemohou Zddnym homeomorfismem zobrazit. KuZel tedy nent plocha
ve smyslu nasi definice, kuZel bez vrcholu plochou je.

(5) Graf hladké funkce je vidy plocha. Presnéji, je-li f : O C R? — R hladkd
funkce na oteviené mnoziné O v R2, pak jeji graf S je obraz mapy

p(z1,22) = (21, 22, f(71,22)); (w1,22) € O.

Je zrejmé, Ze Jacobidn tohoto zobrazeni md vsude hodnost 2 a Ze je to ho-
meomorfismus O na S = p(O) (ovérte!).

(6) Klasické priklady ploch jsou tzv. kvadriky, tj. plochy zadané v R3 kvadra-
tickou rovnici. Mezi n€ patii sféra, kuzel, elipsoid, hyperboloidy. Je zajimavé
zndt klasifikaci kanonickgch tvart téchto kvadrik a plochy, které jim odpovi-
dayjt.

Plochy v R? se nej¢astéji zadavaji jednou rovnici
S = {(w1, 72, 23)| f(21, 22, 73) = 0}.
Nasledujici velmi dtlezita véta ukazuje postacujici podminku pro funkci f,

aby tato mnozina S byla plocha. Podminka ¥ik4, Ze staci, aby gradient funkce
f byl na plose S nenulovy.

Véta 4.1.5 Predpoklddejme, Ze f je hladkd funkce na oteviené mmnoziné
Q C R? a definujme mnoZinu S rovnici

S = {(z1, 22, 23) € Qf (21,72, 23) = O}.

Pokud plati podminka

vf:<8f of af>#0

dxy’ Ox3’ dx3

na celé mnoziné S, pak S je plocha.
Dikaz.

Je-li z € S libovolny bod, pak Vf(z) # 0. Pfedpoklddejme napiiklad,
ze %(‘f) # 0. Podle véty o implicitnich funkcich pak existuje okoli

U=U, xUy, Uy CR% U, CR
a hladka funkce g : Uy — Us tak, ze SN U je pravé graf funkce g. Zobrazeni
P(z1,22) = (71,22, 9(71,22)); (T1,72) € Un

je pak mapa, obsahujici bod Z. O
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4.2 Tecéné vektory, te¢na rovina plochy.

7 predchozi kapitoly vime, co je to te¢ny vektor ke kiivce. Nyni si budeme
definovat tecny vektor k plose v jejim daném bodé. V dalsi ¢asti prednasky
budeme studovat vlastnosti plochy S, které zavisi jen na S a ne na zvolené
mapé. A tak i pro teény vektor napiSeme nejdiive definici, kterd nezavisi
na volbé mapy a pak ukazeme, jak tecné vektory popisovat pomoci zvolené
mapy. Teény vektor plochy budeme definovat jako teény vektor kiivky, ktera
lezi v dané plose.

Definice 4.2.1 Rekneme, Ze vektor v € R? je tecnyj vektor k plose S v bodé
s € S, pokud existuje krivka c, < ¢ >C S takovd, Ze

c(tg) = s; ¢(tg) = v.

MnozZina vsech tecngch vektoru v bodé s € S se nazyvd tecny prostor k plose
S v bod€ s a znaci se T,S.

Véta 4.2.2 Necht (U, p) je mapa na S a s = p(u1,uz) je bod v jejim obraze.
Pak
T.S = {v € R*|v = apu, + BpPu; @, B € R},

kde puy,, resp. pu, 0znacuje parcidlni derivace p podle uy, resp. uz v bodé
(u1,u2).

Driikaz.
(1) Jsou-li e, B € R libovolnd a v = apy, + SPu,, pak definujeme kiivku c
predpisem (pro ¢ dostateéné malé)

c(t) = p(ur + at,us + ft),t € (—¢,¢).

Kfivka c zFejmé lezi v plose S, ¢(0) = s a v = ¢(0).
(2) Pokud kiivka c lezi v plose S, pak existuje kiivka d v definiénim oboru
O mapy p takova, ze

c=pod.

(Staci zvolit d = p~! o c.) Oznacme d(t) = (uy(t),uz(t)). Je-li v = ¢&(to),
pak
V = U1 Py, + U2Pus,

a staci polozit a = 1y, 8 = us. O

Ukézali jsme tedy, ze volba mapy (U, p) v okoli bodu s € S zadava bazi
(Puys Puy) v teéném prostoru TyS. Navic derivace (u1,usz) jsou soufadnice
vektoru v € TS vici této bazi. Z linedrnialgebry navic vime, Ze zobrazeni,
které vektoru ve vektorovém prostoru piifadi jeho soutadnice vici zvolené
bazi je isomorfismus.
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4.3 Normalové vektory.

Kazdy podprostor v R dimenze 2 je uréen jednoznaéné jednotkovym vekto-
rem, ktery je na néj kolmy. Takové jednotkové vektory jsou zfejmé dva. M-
zeme tedy tecné prostory charakterizovat pomoci téchto kolmych vektort,
které budeme nazyvat jednotkové normaly k dané plose v daném bodé. Jsou
zfejmé (aZ na vybér znaménka) uréeny jednoznacéné danou plochou.

Viimnéte si, Zze teény prostor je podprostor v R3, tj. vektory jsou umis-
tény v pocatku, ale vektory z te¢ného prostoru 755 k ploSe si kreslim umis-
téné do bodu s. Je mozné tento rozdil formalizovat tim, ze podprostor TS
by byl definovan jako koncové body te¢nych vektort umisténych do bodu s,
byl by to afinni podprostor v R? (tj. podprostor, posunuty do bodu mimo
pocatek) a TsS by bylo jeho zaméfeni (tj. mnozina koncovych bodi te¢nych
vektort, umisténych do pocatku).

Definice 4.3.1 Je-li TsS tecny prostor v bodé s k plose S, pak existuje
jednotkovy vektor N tak, Ze

T.S = {veR}v-N=0]}

Vektor N je urcen jednoznacné aZ na znaménko a nazyvd se vektor jednot-
kovée normaly k plose S v bodé s.
Je-li p mapa na S, pak je normdlovy vektor N jednoznacné predpisem

_ Pu X Py
’pu X pv|

Dvée mapy pro tentyZ bod maji stejnou jednotkovou normalu pravé kdyz de-
terminant Jacobiho matice prechodového zobrazeni v daném bodé je kladny.
V tom pripadé nazgvdme tyto mapy souhlasné orientovanymi. Pokud je de-
terminant Jacobiho matice prechodového zobrazeni v daném bodé zdporny,
nazveme mapy opacné orientovanymi.

Atlas plochy nazveme orientovanym atlasem, pokud jsou vsechny jeho
mapy po dvou souhlasné orientované. Orientovand plocha S je plocha s ori-
entovanym atlasem.

Orientovatelnd plocha je plocha, pro kterou existuje orientovany atlas.

Z definice je vidét, ze dvé mapy jsou souhlasné orientované pravé kdyz
jim odpovidajici normdaly splyvaji. Bylo by tedy mozné orientaci zadavat
volbou normaly v kazdém bodé. Museli bychom ovSem pozadovat aby toto
pole jednotkovych normal rozumné (aspon spojité) zaviselo na volbé bodu
z plochy. Definice orientace pomoci orientovaného atlasu je tedy jednodussi,
tento pozadavek je implicitné obsazen v definici atlasu.

Zvolim-li si mapu na orientovatelné plose, pak mohu vzit maximalni ori-
entovany atlas jako sjednoceni vSech souhlasné orientovanych map s vybra-
nym atlasem. Podobné lze vzit mnozinu vSech opac¢né orientovanych map,
které opét dohromady tvoii orientovany atlas (ovéite!).
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Na orientovatelné plose tedy existuji dva disjunktni orientované atlasy,
které na plose zadavaji dvé rizné (opacné) orientace. Na neorientovatelné
plose zadny orientovany atlas neexistuje.

Cviceni.

1) Ukazte, Ze sféra S? je orientovatelna plocha. Najdéte orientovany atlas
na sféfe tak, aby orientace sféry byla dana v kazdém bodé vnéjsi normalou
(tj. normélou sméfujici ven z koule o poloméru 1).

2) Necht S je (nekoneény) vélec S = S x R. Najdéte jeho orientovany altas
tak, aby orientace byla dana vnéjsi normalou.

3) Mobiuv list je plocha, kterd vznikne z prouzku papiru slepenim jeho
konci, z nichz jeden prekroutime o 180 stupni. Popiste Mobiav list jako
plochu S vnofenou v R? ukazte, Ze neni orientovatelna.

4.4 Hladké zobrazeni mezi plochami, te¢né zobra-
zeni.

Definice 4.4.1 Necht S a S jsou dvé reguldrni plochy a F zobrazuje S
do S. Rekneme, Ze je zobrazeni F' hladké v bodé s € S, pokud existuje mapa
(U,p) na S obsahujici bod s a mapa (U,p) na S, obsahujici bod f(s) tak,
Ze zobrazeni (p)~! o F o (p) je hladké v bodé (p)~1(s).

Zobrazeni F' je hladké na S, pokud je hladké v kaZdém bodé S. Zobra-
zeni F je difeomorfismus S na S, pokud je F vzdjemné jednoznacéné a F i
F~1 jsou hladké na svijch defini¢nich oborech.

Cviceni. Rozmyslete si, ze definice hladkosti v daném bodé je nezavisla na
vybéru map ve vzorech a obrazech.

Definice 4.4.2 Necht S a S jsou dvé reguldrni plochy a F zobrazuje S do
S. Pak pro kazdy bod s € S definujeme teéné zobrazeni

T.F : T,S — Ty(s)S

ndsledujicim predpisem:

je-li ¢ na (—¢,e) requldrni krivka, c(0) = s a €¢(0) = v € TS, pak
definujeme

TSF(V) = %(F o C)(O) S Tf(s)S

Lemma 4.4.3 1) Zobrazeni TsF je dobfe definované, tj. jeho hodnota ne-
zavisi na vybéry krivky, jejiz tecny vektor je vektor s € TsS.
2) Zobrazeni TsF' je linedrns.
8) Pokud bod s patii do mapy (U,p) a bod f(s) patii do mapy (U, D), pak
tyto mapy urcuji soutadnice vektorovych prostori TsS a Tf(s)g a matice
tecného zobrazeni TsF' vzhledem k témto bazim je Jakobiho matice zobrazent

F= (D) 'oFo(p)vbodép(s).
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Diikaz.

Je-li v = ¢(0), pak souradnice vektoru v vzhledem k bazi (py,, Pu,) V
teném prostoru TS jsou slozky vektoru (dl,dg), kde d = pltoc,d =
(dq,ds).

Tedy

(F o c)(t) = (Fop)(du(t),da(t)),

SUFop)od(0) = dig~(Fop) +dy3—(Fop).

Obraz Tr(v) tedy zavisi jen na soufadnicich vektoru v, ne na volbé kiivky
c a zobrazeni TF je zfejmé linearni.

Soutadnice obrazu Tr(v) v bazi indukované mapou (U,P) spocteme
takto. Podle definice musime vypocitat soufadnice obrazi bazovych vektori
v T, S vici bazi v TF(S)S’. Prvni vektor v = p,, je uréen kiivkou d(t) = (¢,0)
a jeho obraz je

0 o . = op OF1  0p 0F,
s (V) 8’LL1 [ ° pl] 8u1 [p ° 81]1 0u1 6112 6u1
Stejné se vypocte obraz druhého vektoru baze. O

4.5 Délky krivek na plose, 1. fundamentalni forma
plochy.

Zkoumani dvourozmeérnych ploch a jejich zobrazovani pomoci map bylo ode-
moci mapy dany kus zemského povrchu co nejpresnéji. Nejlépe tak, aby se
vSechny vzdélenosti vérné zachovaly na mapé. Uvidime casem, ze to je kol
prilis tézky. V tuto chvili se nauc¢ime mérit vzdalenosti na plose.

Je tfeba odlisit vzdalenosti méfené na plose od vzdalenosti bodi v pfi-
slusném prostoru, které jsou dany obvyklym vzorcem z Eukleidovské geome-
trie. Vzdalenost dvou bodt na ploSe je, podle definice, infimum délek vsech
kiivek, které lezi na plose a spojuji tyto dva body. Prvni, co se tedy musime
naucit, je pocitat délky kiivek, které lezi na plose.

Abychom mohli pocitat délky kiivek na ploSe, musime umét pocitat
délky jejich tecnych vektort a jejich tthly. Te¢né vektory ovsem lezi v piislus-
nych teénych prostorech, je tedy tfeba definovat skalarni soucin na téchto
tecnych vektorech. Tradi¢ni zptisob, odpovidajici nasi geometrické intuici,
je zazit skalarni souc¢in v Eukleidovském tfirozmérném prostoru (ve kterém
je plocha vnofena) na piislusny te¢ny prostor. To vede k nasledujici definici.

Definice 4.5.1 Je-li ddna plocha S a jeji bod s € S, pak definujeme skaldrni
soucin Is = gs na TsS jako restrikci Eukleidovského skalarniho soucinu (.,.)
vR3:

I;(u,v) = gs(u,v) := (u,v).
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Tato restrikce se nazyva prvni fundamentalni forma plochy S v bodé
ses.

Chceme-li délku kiivky spocitat podle idaji na mapé€, tj. pomoci idajt,
které definuji prislusnou parametrizaci plochy a udaji, které charakterizuji
zvolenou krivku, pak muzeme postupovat takto.

Pfedpokladejme, Ze je ddna mapa (U, p), kde p = p(uq, uz), (u1,uz) € O.
Je-li d(t) = (ui(t),uz(t)),t € I rovinna kiivka, jejiz obraz lezi v O, pak
c = pod je kiivka na plose < p > .

Délka [ kiivky c je ddna vztahem [ = [ ; |¢|dr. Integrand vypocitame
takto:

& = U1Pu; + U2Pus; |€1* = g11(1i1)? + 2g121i1ts + g2o(tia)?,

kde jsme funkce gi11,912 = go1,ge2 proménnych ui,us definovali pomoci
vztahi

911 = (Pur> Pur); 912 = 921 = (Pu1s Pus); 922 = (Pus> Pus)-

V klasické literatuie se tradi¢né pouzivalo oznaceni
g11 = E,g12 = F,g22 = G.
To vede k nasledujici zédkladni definici.

Definice 4.5.2 Je-li (U, p) mapa, pak se vyraz

2

> gijdu; du; = Eduy® + 2Fduydus + Gduj

ij=1
tradicné nazjvd pruni fundamentdini forma plochy S vyjddrend ve zvolengch
soufadnicich.

Matice
gi1 912
6= o) = (1 92)

921 g22
je pak matici pront fundamentdlni formy vici bazi tecného prostoru odpo-
vidajici zvolené mapé. Pro libovolny vektor A = (ay,az) € R? definujeme
hodnotu I(A) pruni fundamentdlni formy

2
a
I(alaa2) = (al 042) <z; 912) <a;> = Z Gij Qi 05

g22 o1

Poznamka.

Predchozi vypocet ukazuje, Ze pokud pocitame délku kiivky ve zvole-
nych soufradnicich, sta¢i nam znat prvni fundamentélni formu I, resp. jeji
koeficienty E, F, G vzhledem ke zvolenym soufadnicim. Mnozina O C R? je
tedy model pro plochu a prvni fundamentalni forma I umoznuje v tomto
modelu pocitat délky (resp. thly nebo plochy).
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Priklad 4.5.3 (1) Pokud je p = a + ub + vc parametrizace roviny, pak
Pu=Db,py, = c a tedy

E=|b]?, F=b-c, G=|c]*

Pokud b-c =0, pak F =0. Pokud |b|=c| =1, pak E =G = 1.
(2) Jsou-li 0, obvyklé sférické soutadnice na jednotkové sfére, pak E =
1,F=0aG = cos?6.

(8) Zwvolte si parametrizaci vdlce a spocitejte si tvar pruni fundamentdlni
formy pro vdlec.

(4) Parametricky popis standardniho kuZelu je
P(v, ) = (vcosp,using,v); v € (0,1), ¢ € (0,2).

Prislusnd prond fundamentdlni forma je rovna 2dv? + v2dy?.



Kapitola 5

Druha fundamentalni forma
plochy.

5.1 (Gaussovo zobrazeni, Weingartnerovo zobrazeni.

Definice 5.1.1 Oznac¢me symbolem Sy jednotkovou sféru v R3. Predpokld-
dejme, Ze S je plocha a N : S — So je hladké zobrazent, které kazZdému bodu
s € S pritadi jednotkovou normdlu N (s) € Sy. Zobrazeni N je tedy (spojité)
pole jednotkovych normdal na plose S.

Pak v kaZdém bodé s € S existuje tecné zobrazeni

TSN : Ts S — TN(s) Sg.

Vzhledem k tomu, Ze oba tecné prostory TS a T(s) S2 jsou kolmé na nor-
madlu N (s), musi platit Ts S = Ty (s) S2. Tedy miZeme zobrazeni Ts N pova-
Zovat za zobrazeni z T S do sebe.

Linedrni zobrazeni

Ws:i=—-TsN:T;8 —-Tg S
budeme nazyvat Weingartenovo zobrazend.

Definice 5.1.2 Predpokladejme, Ze S je plocha a N : S — Sy je hladké
zobrazeni zaddvajici jednotkovou normdlu v kazZdém bode S.

Druhd fundamentdlni forma Ils plochy S v bodé s € S je bilinedrni
forma na Ts S zadand predpisem

II(X,Y) = I,(W,(X),Y); X,Y €T,8S.

Pro jednoduchost budeme casto index s pro prvni a druhou fundamentdlni
formu vynechdvat a psdt jenom I nebo I1.

Druhé fundamentalni forma je tedy bilinearni forma na te¢nych prosto-
rech. Nasledujici lemma tiké, Ze je to symetrickd bilinearni forma a jak se
vypocita v lokalnich souradnicich.

35
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Lemma 5.1.3 Weingartnerovo zobrazeni je samoadjungované, tedy druhd
fundamentdlni forma je symmetrickd bilinedrni forma. To znamend, Ze pro
vsechny X, Y € Ts S plati

II(X,Y)=I(W(X),Y) =I(X,W(Y)) = II(Y, X).

Je-li (U, p) mapa na S obsahujici bod s € S, pak md druhd fundamentdlni
forma v lokdlnich souradnicich danych bazi py,, Pu, tvar

2
II(U,V) = Z hijaiﬁj,

1,7=1

kde

2
hij = (8?%8;;] No p) ; U= 1Py, + ®2Puy; V = P1Pu; + B2Pus-
Dikaz.

Nejdrive si rozmyslime, jaky tvar ma druhé fundamentélni forma v lokal-
nich soufadnicich. Pripomernime si, ze te¢né zobrazeni T;® k hladkému zob-
razeni ® : § — S je definovano nasledujicim zpisobem. Uvazujme vektor v
v te¢ném prostoru TS. Pak existuje kiivka c v plose S pro kterou c(0) = s a
4¢(0) = v. Obrazem T, ®(v) je pak teény vektor 4 (& o c)(0). V nasem pii-
padé chceme najit obraz Ts N (py, ). Pfedpkladejme, ze p(uy,ug) = s. Vektor
Pu, € Ts S je teény ke kiivee c(t) = p(uj +t,u2) v bodé s. Obraz TsN(py,)
je tedy podle definice te¢ny ke kiivce N o c(t). Tedy

0
TsN(pu1) = Tul(Nop)'

Dostaneme tedy

O (Nop); W(puy) = ~TuN(puy) = — - (Nop).

W(pu1) = _TSN(pul) = _871111 Uy

Derivaci vztahu
(Pu;s Nop) =0
ktery plati ve vSech bodech plochy, dostaneme

2

8ui8u]~ ’

0

= — U')N =
0 é)uj(pl op) <

Nop) ~ (Pur. W (pu,)).

Tedy

9’p
hij N <6ui8uj ’ Ne p)

je matice druhé fundamentélni formy vzhledem k bazi {py,, Pu, }-
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Symetrie druhé fundamnetalni formy plyne z jejiho vyjadfeni v lokalnich
soutfadnicich a ze zaménnosti druhych parcialnich derivaci.
O
V lokélnich soufadnicich danych mapou (U,p) znad¢ime obvykle ma-
tici 1. fundamentélni formy symbolem G = (g;;), matici 2. fundamentélni
formy symbolem H = (h;;) , a matici Weingartnerova zobrazeni symbolem
W = (wij;). Z definice 2. fundamentalni formy pak dostaneme (v danych
soutadnicich) vztah
H=G-W; W=G ' H

Casto se druhéd fundamentalni forma plochy piSe v symbolickém tvaru
jako kvadraticka forma

Ldu? + 2Mduyduy + Ndu3; L = hy1, M = Hyy = hoy, N = hgy,

Diferencialy duy, dug jsou formalni vyrazy, které nemaji samostatny vyznam
a oznacuji jen proménné v prislusné kvadratické forme.

D4 se odvodit, ze druhé fundamentalni forma na teéném prostoru se ne-
méni pii zméné parametrizace, kterd zachovava orientaci (a tedy neméni N).
Na rozdil od prvni fundamentalni formy, kterd na parametrizaci zfejmé ne-
zavisi, méni druha fundamentalni forma znaménko pfi parametrizaci, ktera
meéni orientaci. Druha fundamentalni forma se také neméni, pokud plochu
v prostoru posuneme nebo oto¢ime. Obé tyto tvrzeni lze dokazat primo vy-
poc¢tem zmény formy I pti zméné orientace nebo pfi sloZzeni parametrizace
se shodnosti (je to uzite¢né doméci cvifeni!). Az si uvedeme geometrickou
interpretaci formy I1 pomoci krivosti norméalovych fezi plochy, odvodime
tuto nezavislost na parametrizaci jinym zpisobem.

Priklad 5.1.4 (1)

Ihned z definice plyne, Ze rovina md druhou fundamentdlni formu trivi-
alni. Je-li p(u,v) = a+ up + vq jeji parametrizace, je zrejmeé Puy = Puy =
Pvww = 0.

(2) Rotacni plocha.

Predpokladejme, Ze je ddna requldrni parametrickd krivka x = f(s),z =
g(s),s € I v poloroviné z > 0, t.j. predpoklddejme, Ze g(t) > 0. Predpokld-
dejme také, Ze jde o parametrizaci obloukem (f? + g% =1).

Rotacni plocha je dana mapou

p(u,v) = (f(u)coswv, f(u)sinv, g(u)); (u,v) € I x (0,2m),

resp. podobnou mapou pro v € (m,3m). Pak
Pulu,v) = (f'(u) cos v, f/(u)sinv, g'(w), po(u,v) = (—F(u)sinv, f(u) cos v, 0),

Pu X Py = (—fg'cosv,—f¢'sinv, ff'), N = (g cosv, —¢'sinv, f');
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Puu(u,v) = (f"(u) cosv, f’(u)sinv, g’ (u)), Puv(u,v) = (= f'(u) sinv, f'(u) cos v, 0),
Puv(u,v) = (—f cosv, —fsinv, 0).
Protoze E = f? +¢? =1, F =0,G = f?> md proni fundamentdlni
forma tvar I(a, B) = a® + f2p%. Ddle, L = —f"g'+¢"f', M =0, N = f¢/,
tedy
II(a,ﬁ) _ (_f//g/ + g”f’)oc2 + fg/52-
(8) Mezi specidlni pripady rotacni plochy patii pripady sféry:

f =cosu,g =sinu; II(a, B) = o? + cos® uf?;

a valce

f=19=u II(a,B) = B

5.1.1 Normalova kfivost, normalové rezy.

Zvolme bod s plochy S a jednotkovy teény vektor v € TpS, |v| = 1. Jednot-
kova normala IN urcuje spolu s vektorem v rovinu R, ktera protind plochu
S v kfivce c. Tuto kfivku nazveme normélovym fezem ve sméru v.

Piedpokladejme, Ze je ¢ = c(s) parametrizovand obloukem tak, ze ¢(0) =
P,t = ¢/(0) = v. Frenetovu bazi v bodé P oznaéime {t,n,b}. Pro kiivost x
krivky ¢ v bodé P plati

c’(0) = kn, k = c”(0) - n.
Protoze kiivka c lezi v roviné R, je zfejmé N = +n. Zvolme mapu p(u,v)
na S, jejiz obraz obsahuje bod P a pro kterou N = n.

Protoze kifivka c lezi na plose S, existuji funkce u; = wui(s), ug = ua(s)
takové, ze c(s) = p(u1(s),ua(s)). Pak

C/(S) = Pu; Ull + Pus u/2;

¢’ = Puyus (U1)? + 2Py up Ui U + Puyus () + Puy ] + Puytih;
c’” N = I1(u},ul).

To vede k nasledujici definici.

Definice 5.1.5 Uvazujme reguldrni parametrickou plochu S, parametrizo-
vanou zobrazenim p a jeji bod s. Normalovou krivost k,(v) ve sméru v €
TS, |v| =1 definujeme vztahem

Hn(v) = II(V, V) = hua% + 2hio01 9 + hgga%,

kde (a1, ) jsou souradnice vektoru v, tj. v = a1py + aopy.
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Z vypocétu pred definici plyne ihned, ze normélova kiivost ,(v) je rovna,
az na znaménko, k¥ivosti norméalového fezu ve sméru v. Rovnost plati, pokud
N = n; kfivosti jsou opacné, pokud N = —n.

7 této geometrické interpretace druhé fundamentalni formy plyne ne-
zévislost této formy na zméné parametrizace, ktera zachovava orientaci. Je
také vidét, ze druha fundamentalni forma méni znaménko, pokud zména pa-
rametrizace méni orientaci. Navic je zfejmé, Ze posunuti nebo otoceni plochy
neméni druhou fundamentalni formu.

5.1.2 Hlavni kfivosti, hlavni sméry.

Normalové kiivost kp (a1, as) = (a1, az),a? + a2 = 1 je spojita funkce na
jednotkové kruznici v R?. Nabyvé tedy svého maxima i minima. Hodnoty
téchto extrému a sméry ve kterych se nabyvaji, jsou dilezité geometrické
informace o dané plose.

Definice 5.1.6 Rekneme, Ze jednotkovy tecny vektor v je hlavni smér plo-
chy S v bodé s € S, pokud je to smer, ve kterém se nabyvd extrém normd-
lové krivosti kn, v bodé s. Odpovidajici hodnota normdlové krivosti se nazgvd
hlavni krivost.

Véta 5.1.7

(1) Predpoklddejme, Ze ¢islo \ je hlavni kiivost plochy v bodé s € S a (U, p)
je mapa v okoli bodu s. Pak pro matice G, resp. H pruni, resp. druhé fun-
damentdlni formy v bodé s vzhledem k dané mapé plati

hi1 — Ag11 hi2 — Agi2

det
P lhgy — Ag21  haa — Ag22

= det(H — A\G) = 0.

Hlavni sméry jsou pak Teseni rovnice

hi1 —Agin hig — >\912) (Oq) <a1> <0)
=(H - \G = .
<h21 —Ag21 h22 — Agaz) \ e ( ) a2 0
(2) Hlavni sméry, resp. hlavni kiivosti, jsou vlastni vektory, resp. vlastni
cisla Weingartenovy matice

W =G 'H.

Diikaz.
(1) Vazané extrémy funkce k, najdeme pomoci Lagrangeovych multiplika-
torti. Snadno se zjisti, ze

VI(ay,as) = 2G (Zl> . VII(oq,a0) = 2H <O‘1) .
2

a2
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Je-li (aq, ) kriticky bod &y, pak

- (2)-0)

Rovnice pro hlavni kiivosti je pak
det(H — \G) = 0.
(2) Tvrzeni plyne z rovnosti
H—-)\G=G(W =),

kde T je jednotkova matice. O

Normalova krivost k, plochy S v bodé s € S je funkce definovana na
mnoziné vSech jednotkovych vektorti v te¢ném prostoru 75 .S a nezavisi na
volbé mapy v okoli bodu s. Tedy i hlavni kfivosti a hlavni sméry plochy S
v bodé s € S nezavisi na vybéru mapy. Obvykle je ale poc¢itame ve vhodné
zvolenych soufadnicich, pomoci matic G a H prvni a druhé fundamentélni
formy vzhledem ke zvolené mapé (U, p).

Véta 5.1.8 Necht G a H jsou matice 1. a 2. fundamentdlni formy plochy
S v bodé s € S vzhledem k mapé (U, p).

(1) Rovnice det(H — AG) = 0 pro hlavni kiivosti je kvadratickd rovnice,
kterd md redlné korteny ki, ka.

(2) Pokud je koten dvojndsobny (k = k1 = ka), pak H = kG a kaZdy
jednotkovy vektor je hlavni vektor. Bod, kde toto plati, nazveme kruhovym
bodem. Pokud navic k = 0, pak bod nazveme plandrnim bodem plochy.

(3) Je-li k1 # Ko, pak odpovidagjici hlavni vektory Ay, Ay € Ts S jsou na sebe
kolmé, tj. I(A1, A2) = 0.

Dikaz.

(1) Normélova kiivost x,, je spojitd funkce, méa tedy maximum a minimum
na kruznici jednotkovych vektort a tyto globalni extrémy jsou realna cisla.
(2) Pokud k = k1 = kg, pak zfejmé H je konstantni nasobek G a tato
konstanta je .

(3) Tato cast je dusledkem obecné vlastnosti, Ze vlastni vektory pro rtzna
vlastni ¢isla jsou na sebe kolmé. ([l

5.2 Gaussova a stredni krivost.

Definice 5.2.1 Jsou-li k1,ke hlavni krivosti plochy S v bodé s € S, pak
definujeme:

(1) Gaussovu kFivost K(s) := k1ka.

(2) Stredni kiivost H(s) := %(k1 + ko).
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Véta 5.2.2 Jsou-li G, resp. H matice proni, resp. druhé fundamentdini
formy plochy S v bodé s € S vzhledem k mapé (U,p), a W je matice Wein-
gartnerova zobrazeni v tomto bodé, pak:

(1)

det H

K(s)=detW = ——
(5) ¢ det G’

(2)
1 g11ha2 + gaohi1 — 2g12h12
H(s) = - T —
(5) 2 T (W) 2det G ’

kde Tr W oznacuje stopu matice W

(3)

K12 = H(s)x£\/H(s)? — K(s).

Dikaz.
Rovnice pro k12 ma tvar

det(H — A\G) = det Gdet(W — A1d) = 0.
kde W = G~ - H. Tedy plati
det G(k* — k Tt W 4 det W) = 0.
Staci tedy dosadit do vzorcd pro feSeni kvadratické rovnice. Ze vztahu
Gl = 1 ( 922 —921>
detG \—-G12 g1
plyne, ze Tr W = g11ha2 + ga2h11 — 2g12h12. O

Vsimnéte si, ze K a H jsou zakladni symmetrické polynomy v promén-
nych K1, K2.

Priklad 5.2.3 (1) Jednotkovd sféra md hlavni kfivosti k1 = ko = 1, tedy
K = H =1 vsude.

(2) Vilec nad jednotkovou kruznici md hlavni krivosti k1 = 1,k = 0, tedy
K=0 aHz%m‘ude.

(8) Pro rovinu plati k1 = Ky = 0= K = H vsude.

(4) Pro rotacni plochu

p(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u); f*+g*=1,f>0

plati ‘ )
E=1,F=0,G=f*%L=fj—fj,M=0,N=fg.
Ze vztahu f2 + g% =1 plyne, e ff + gij = 0. Pak
_Gi-fafe _ —ff_-f
K= 5 =—=—.
f f f
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5.2.1 Geometricka interpretace hlavnich kfivosti.

Nyni si chceme rozmyslet, co fikaji znaménka hlavnich kfivosti o geome-
trickém tvaru prislusné plochy. Uvazme plochu S a vySetfujme ji v okoli
zvoleného bodu s € S. Odpovidajici plochu miizeme, beze zmény geometric-
kych vlastnosti posunout a otocit. Posuneme ji tedy tak, aby zvoleny bod s
leZel v pocatku a aby tecné rovina v pocatku byla kolma na osu z.

Hlavni smeéry jsou na sebe kolmé a jednotkové, mtizeme tedy také oto-
¢enim plochy dosdhnout toho, Ze hlavni sméry maji tvar A; = (1,0,0),
Ay = (0,1,0).

Zvolim-li nyni mapu (U, p) obsahujici bod s tak ze p(0,0) = s, pak
tecné zobrazeni T(ggp zobrazuje R? prosté na T, S. Podle véty o inverznim
zobrazeni mohu tedy najit novou parametrizaci, definovanou na oteviené
podmnozing v TsS = R? = {(x,y,0)} a plocha S je pak v okoli po¢atku graf
funkce z = f(x,y).

Vezmu-li za ortonormalni bazi TS5 hlavni vektory Ajp, Ao, pak pro pa-
rametrizaci p(z,y) = (z,y, f(z,y)) v soufadnicich danych touto bazi plati
p. = (1,0,0) a p, = (0,1,0). Prvni fundamentalni forma S vzhledem k této
mapé je tedy jednotkova matice.

Do druhého fadu ma funkce f tvar

f(a:,y) = %(fa:fo + 2f:cyxy + fyyy2)-

Matice 2. fundamentalni formy je diagonalni matice kterd ma na diagonale
hlavni kfivosti k1, ko. Dostavame tedy v novych soutradnicich vztah

1
Flaas) = & (ka0 + rag?).
Nyni mohou nastat ¢tyfi riizné pripady.
(1) kK1 a Ko jsou obé rizné od nuly a maji stejnd znaménka; pak graf funkce
f(z,y) je parabolicky elipsoid, jeho rovnice ma (pro vhodnou volbu kon-

stant) tvar
2 2
z )
=t (545
<p2 7

(2) k1 a Ko jsou obé riznd od nuly a maji opa¢nd znaménka; pak graf
funkce f(z,y) je parabolicky hyperboloid, jeho rovnice mé (pro vhodnou
volbu konstant) tvar

N

_

(3) Jedna z hlavnich kfivosti je nula, druhd je rtizna od nuly; pak graf funkce
f(z,y) je parabolicky véalec, jeho rovnice ma (pro vhodnou volbu konstant)
tvar

z2=+—.
P2
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(4) Obé hlavni kiivosti jsou nula. Pak jde o planarni body plochy a o tvaru
plochy nejde nic Fict, tvar zavisi na chovani Taylorova rozvoje tretiho, resp.
vyssiho, fadu.

5.2.2 Theorema egregium

Mezi velké Gaussovy objevy patii fakt, ze Gaussova kiivost K ma nec¢ekanou
a velmi dulezitou vlastnost - zavisi jen na prvni fundamentalni formé plochy.
Neni pravda, Ze by se vSechny koeficienty druhé fundamentalni formy daly
vypocitat pomoci prvni fundamentalni formy. Ani normalova, ani stfedni
kiivost nezavisi jen prvni fundamentéalni formé. Jen specifickd kombinace
koeficienti formy 11 se da vypocitat pomoci F, F, G a jejich parcidlnich de-
rivaci. Gauss sdm si této véty tak cenil, Ze ji pojmenoval Theorema egregium
(tj. pozoruhodnd, skvéld véta).

Véta 5.2.4 (Theorema egregium.) Gaussova kiivost K se dd vypocitat
pomoci koeficienti proni fundamentdlni formy a jejich derivact.
Presny vzorec pro tuto zdvislost je

_%Evv + Fuv - %Guu %Eu Fu - %Ev 0 %EU %Gu
F, — 3Gy E F ~|3E, E F
o iG, F G 5G, F G
(EG — F?)?

Je vidét, ze formule pro Gaussovu kfivost pro obecnou parametrizaci je
slozita a jeji (pfimocary) dikaz je dlouhy a inavny. Pochopitelny a prehledny
zacne byt teprve, pokud se zavedou a zaCnou pouzivat adekvatni geomet-
rické pojmy (kovariantni derivace a jeji kiivost). To v ¢ase vymezeném této
prednasce udélat nelze. Ukazeme si tedy zanedlouho dikaz Gaussovy véty
pomoci specidlnich soutadnic (dikaz, ze takovéto soufadnice lze zavést na
kazdé plose, muze zajemce najit v Apendixu).

V Gaussové vété neni podstatny presny tvar slozité zavislosti kfivosti K
na koeficientech F, F, G. Klicovym faktem je, ze je mozné vyjadrit kiivost
K pomoci koeficientti prvni kvadratické formy a jejich derivaci. Z toho pak
plyne okamzité Disledek 5.2.5. To je velmi dulezita informace.

Dusledek 5.2.5 Pokud jsou dvé plochy isometrické, pak maji stejnou Gaus-
sovu krivost.

Od mapy bychom zajisté chtéli, aby vérné zobrazovala zemsky povrch.
Pokud je povrch zemeékoule ¢ast sféry, chci tuto ¢ast zobrazit vérné, se za-
chovanim vzdalenosti, na ¢ast roviny. Pokud se pokusime zabalit kouli do
papiru, papir se pomacké. Je mozné tedy odhadnout, ze nebude existovat
isometrie mezi ¢asti sféry a c¢asti roviny.
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Predchozi Disledek to potvrzuje, sféra ma Gaussovu krfivost rovnu 1 a
rovina mé& Gaussovu kfivost 0. Mezi nimi tedy zadné isometrie existovat
nemuze. Je mozné tedy zformulovat nasledujici heuristické tvrzeni.

Véta 5.2.6 KazZdd mapa je Spatna. (Presnéji, kaZdd rovinndg mapa zkreslugje
vzddlenosti.)

Ukéazeme si tedy diikaz Gaussovy véty pomoci specidlnich soutadnic (du-
kaz, Ze takovéto souradnice lze zavést na kazdé plose muze zdjemce najit v
Apendixu).

Nejdrive si dokdzeme drobnou poznamku o vlastnostech derivaci norméaly
k plose.

Lemma 5.2.7 Pro kaZdy bod plochy existuji ¢isla a,b, c,d, pro které plati
(5.2.1) N, =apy +bpy, Ny =cpy + dpy.

a tedy
Ny, x N, = (ad —bc)py X Po.

Pro Gaussovu krivost K v tomto bodé pak plati
K=ad—-bc

Diikaz.

Normala N ma jednotkovou délku, tedy jeji derivace podle u a v musi
byt kolmé na N, a lezi tedy v te¢ném prostoru v daném bodé. Z toho ihned
plyne existence ¢isel a, b, ¢, d, i nasledujici rovnost pro vektorovy soucin.

Z kolmosti N na p, a p, plyne derivaci alternativni definice koeficientt
druhé fundamentalni formy

L =N py,=—Ny -py, M =N-py, = —Ny - P,

N =N pyw=—-Ny py

a po dosazeni ze vztaht 5.2.1 dostaneme

(L M\ _(a b\ (E F
M N) \c d)J\F G)°
7 toho ihned plyne tvrzeni lemmatu. g

Véta 5.2.8 Predpoklddejme, %e S je plocha v R® s parametrizaci p, pro
kterou md prond fundamentdlni forma tvar du® + G(u,v) dv?.

Pak plat?
- ( \/a)uu

K==z



5.2. GAUSSOVA A STREDNI KRIVOST. 45

Driikaz.
Pro kazdy bod (u,v) € O si vybereme vhodnou (adaptovanou) ortonor-
mélni bazi v R? takto:

1
e=puf= \prv,N-

Vektory e a f jsou jednotkové, tedy derivaci podle u a v vidime, Ze pro
vhodna éisla o, o, 3, 5, a, b, ¢, d musi platit

(5.2.2) ew=af+aN, e, =pf+0N.
a
(5.2.3) fu=-de+cN, f,=—-p e+ dN.

Informace o jednotlivych koeficientech dostaneme postupné pomoci vhod-
nych skalarnich soucint.
Ze vztahu e - f = 0 dostaneme

e - fre-fu=0,¢e-f+e-f, =0

Z téchto vztahi plyne, ze o/ = a=¢,- f, 8/ = =€, - f. Navic

1 1
= u " Pv)u — u uv_o
\ﬁG(p Pv) 2\/§(p Pu)
. 1 1
=€ J = —7—=Puv- UZiGu: \/au
B=ey-f N AR W e (VG)
Podobné,

ad—bc:eu'fv—fu'evz—ﬂu‘i‘oz—(@)uu‘
Pro koeficienty a, b, ¢, d plati
a=N-e,=—-Ny,-¢e;b=N-¢e,=—-N, ¢
¢=N-f,=-N, f;d=N-f, =N, /.
Tedy - N, =ae+bf, - N, =ce+df a

N, xN,=(ad—bc)ex f =

Podle ptredchoziho lemmatu je tedy

= ad—bc _ *(\@)uu

VG VG
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5.2.3 Zobrazeni, ktera zachovavaji velikost plochy.

Nejdfive se naucime, jak se poéita velikost povrchu (¢asti) plochy pomoci
integralu. Je-li S plocha v Eukleidovském prostoru a je-li f funkce na S
pak integral funkce f pres plochu S se znadi |, g [ dS a fyzikové mu obvykle
fikaji plosny integral prvniho druhu. Definice plosného integralu prvniho a
druhého druhu je obsazena v kazdé slusné ucéebnici kalkulu (i kdyZ asi ne
v obecnosti, kterou bychom si pfali). Pokud jste se plosny integral dosud
nenaucili, musime ted chvili stréavit s jeho definici. Velikost P(S) plochy S
je pak dana vzorcem P(S) = [41dS.

Definice 5.2.9 Je-li f hladkd funkce na plose S a je-li S pokryto jedinou
mapou S = p(O), pak definujeme integral z f pres plochu S vzorcem

/de:/f]puxpv|dudv:/f\/EG—FQdudv.
S @ @

Predpokladejme, Ze je mozné S napsat jako disjunktni sjednoceni
S=<p1>U...U<pj;>U<c >U...U<¢c >,

kde p; jsou mapy na plochdich S; =< p; >,i =1,....k acj,j=1,...,1
jsou regquldrni krivky. Pak definujeme

/Sfds—zj:/&fds

Ve vsech standardnich ptipadech, kdy potrebujeme integrovat pres plo-
chy, neni tézké najit vhodny rozklad plochy na nékolik otverenych ¢asti, které
se daji pokryt jednou mapou a zbytkem, ktery se vejde od jedné, nebo vice
krivek. U sféry lze vynechat jednu polokruznici a severni a jizni pdl,zbytek
je obraz otevieného dvourozmeérného intervalu pri standardnich sférickych
soutradnicich. Podobné je tomu u valce ¢i toru.

Véta 5.2.10 Integrdl fs f dS nezdvist ani na rozkladu plochy S, ani na volbé
parametrizaci p;.

Dikaz.
Pfipometime si nejprve, Ze plocha rovnobéznika v R3, jehoz hrany jsou
tvoreny vektory aj, as je rovna

la; X ag| = y/det(gij); gij = ai - ay; 4,5 =1,2.

Rovnost obou vyrazt plyne ze vztahu

(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)
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dosazenim ¢ = a,d = b. Pro pripad a = p,, b = p,, dostaneme determinant
rovny EG — F2.

Nejdiive si ukazeme, ze plosny integral nezavisi na vybéru map. Pfedpo-
kladejme, ze mame dvé parametrizace p; a po takové, Zze < p; >=< pg > .
Pak vime, ze existuje zména parametrizace

(i, @) = (P1(u, U)v Do (u, U)) = (I)(ua v)
takovd, ze p1(u,v) = p2(®(u,v)). Z toho plyne

(P1)u X (P1)v = (det Jo)(P2)a X (P2)s,

kde Js je Jacobiho matice zobrazeni ®.
Je-li p definovdno na O C R? a O = &(0), pak podle véty o substituci
plati

/ (1) X (p1)o|dudv = / (det JB)||(p2)a x (pa)s|du dv
(@) (@)

- / (p2)a * (pa)s|diid.
O

Dale si ukazeme, Ze vysledny integral nezavisi na rozdéleni plochy na
oteviené ¢ésti, které jsou obrazy map. Predpoklddejme, ze mame dvé takova
rozdéleni

S=<p1>U...U<pj>U<c>U...U<¢c >,

S=<p1>U..U<p;>U<c>U...U<c;>.

Pak si najdeme spolecné zjemnéni, kde za oteviené Casti vezmeme vSechny
pruniky
e . . s . -/ _ -/
Sii =S50Sy, i=1,...,5, " =1,...,7

a doplnime je do celé plochy vhodnymi obrazy kiivek (to zfejmé jde). Staci
nyni ukazat, ze

J 3,3
; /S i fas= Y fds.

i=1,4'=1" Sii’

Ale pro to stadi si uvédomit, ze plocha S;, pres kterou integrujeme se rozlozi
na disjunktni sjednoceni prunika S; N Sy, i = 1,...,5 a nékolika obrazt
kiivek. Pokud podle definice prevedeme integral pres S; na integral pres
otevienou mnozinu O C R? z hladké funkce, pak staci si uvédomit, Ze vzor
kfivek v rozkladu pfi parametrizaci dané mapou jsou opét obrazy hladkych
kiivek v R? a Ze maji tedy miru nula. Integral pfes né je tedy nulovy a
zbytek plyne z aditivity integralu. O
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Definice 5.2.11 Rekneme, Ze hladké zobrazeni f : S1 — So mezi dvéma
plochami zachovdvd velikost povrchi, pokud pro kaZdou mapu (U, p) plochy
S1 (pro kterou je [,; 1dS konecny) plati, Ze

/ 1dS = / 1dS. Tedyvelikostipovrchodpovdajcchplochvevzorechaobrazechmusbtstejn.
U f(U)

Véta 5.2.12 Hladkeé zobrazeni f : S1 — So mezi dvéma plochami zachovdvd
velikost povrchi, prdavé kdyzZ pro koeficienty Ey, F1, G1 pruni fundamentdlni
formy parametrizace p a koeficienty Es, Fo, Go pront fundamentdlni formy
parametrizace f op plochy Ss vztah

FE\Gy — F = ByGy — F2.

Diikaz.

Dtikaz se provede stejné jako dikaz nutné a postacujici podminky pro
isometrii. Je ziejmé, ze vztah ve vété zarucuje, ze odpovidajici integraly (a
tedy i odpovidajici velikosti ploch) vzoru a obrazu pii zobrazeni f budou
stejné. O

Nasledujici vétu objevil slavny fecky matematik Archimedes. V jeho
dobé, kdy neexistoval kalkulus, bylo pozoruhodnym vykonem spocitat veli-
kost povrchu sféry, resp. velikost vyseci na sféfe, omezenych dvéma hlavnimi
kruznicemi na sféfe. Archimedes tuto tlohu dokézal vyresit tim, Ze ji prevedl
na vypocet ploch na valci, kde se vse redukuje na znalost velikosti obvodu
kruznice, resp. jeji pomérné Casti. Legenda fika, Ze po obléhani Syracus,
pii kterém Archimedes zahynul, nechal tuto vétu vytesat fimsky generdl
Marcellus na jeho hrob.

Véta 5.2.13 (Archimedes.) Uvazujme jednotkovou sféru bez dvou bodi
St ={(z,y,2)]a” +y* + 2> = L2 # +1}

a ¢ast vdlce
So={(z,y,2)[2* +9y* =1, -1 <z < 1}.

Kazdému bodu P € S1 odpovidd bod Q € Sy, ktery md tutéZ souradnici z a
pro ktery primka PQ protind osu z. Zobrazeni f, které priradi bodu P bod
Q, je v souradnicich popsdno vztahem

€z Yy
f(l"y72):<\/$2+y27\/l'2—|—y27z>

Pak f je difeomorfismus S1 na Sz, ktery zachovdvd velikost ploch.

Dikaz.
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Zvolme si mapu
p1(6, ) = (cosBcos p,cosbsinp,sinb); 6 € (—7/2,7/2), p € (—7,m),

ktera pokryva celou plochu S; az na jednu polokruznici. Mapa ps = f o p1
mé pak tvar

p2(0> 80) = (COSQO, sin ¢, sin 9)7 0 e (_77/27 77/2)7 S (_7T> 7T).
Odpovidajici koeficienty prvni fundamentalni formy jsou
E1 = 1,F1 = 0,G1 = 00829; E2 = 00529,F1 = 0,G1 =1.

Je zfejmé, ze pozadovany vztah v predchozi vété plati.

Totéz plati pro druhou mapu na Si, kterd je dana zobrazenim p; s
0 e (—n/2,7/2), p € (0,2m). Obé mapy tvoii atlas na S;. Podle pfedchozi
véty tedy f zachovava velikost ploch.

O

Archimedes tuto vétu pouzil k odvozeni velikosti plochy vyseCe, omezené
na jednotkové sféfe dvéma hlavnimi kruznicemi, které sviraji thel a. Po
promitnuti na povrch vélce je obrazem c¢ast valce nad obloukem kruznice,
ktery odpovida thlu «. Velikost plochy tohoto obrazce je zfejmé 2a. Pro
povrch celé sféry dostaneme znamou hodnotu 4.
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Kapitola 6

Riemannova metrika.

Poznamka. Riemannova habilita¢ni pfednaska.

V devatenactém stoleti bylo zvykem, ze zajemci o ucitelské misto na
univerzité museli po doktoratu jistou dobu asistovat a zaroven se zabyvat
vyzkumem. Vysledky vyzkumu pak museli sepsat ve formé habilita¢ni prace
a spolu s jejim podanim museli prokazat svoji zptisobilost specielni prednas-
kou. Desatého ¢ervna roku 1854 takovouto habilitac¢ni pfednasku prednesl na
université v Gottingen Bernhard Riemann. Jeho skolitelem byl Gauss, ktery
ze ti1 témat prednasky navrzenych Riemannem vybral to nejméné oceka-
vané, to, o kterém Riemann pfedtim nic nepublikoval (na rozdil od druhych
dvou témat). Toto tfeti navrzené téma mélo nazev ”Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen”, tedy 'O predpokladech, které lezi
v zékladech geometrie’.

V poloviné devatenactého stoleti mél Gauss svoje objevy o neeukleidov-
ské geometrii jesté stale v Supliku, a pres vysledky Lobacevského (1829,
1837 francouzsky, 1840 némecky) a Bolyaie (1831) téméf nikdo nevédél, ze
opravdu existuji geometrie, kde paty Eukleidiv axiém neplati. A Ze to nejsou
jen kuriozity, anomalie, ale plnohodnotné alternativy pro Eukleidovskou ge-
ometrii. Z poznamek Dedekinda se zda, ze Gauss toto tieti téma v rozporu
s tradici vybral, protoze ”chtél védeét, jak se tak mlady clovek s tak slozitym
tématem vyporada”.

Riemannova prednaska prevratila geometrii naruby. V Euklidovské geo-
metrii byly primitivni pojmy body, pfimky a roviny. Riemann si vybral jako
zékladni pojem pro definici geometrie vzdalenost. Oddélil od sebe prostor a
geometrii. Jedna a ta samé mnozina mutze nést vic geometrii; geometrie je
dodatecna strukutra definovanéd na dané mnozin€. Jako zékladni pojem za-
vedl Riemann délku vektorii v daném bodé (v soucasnych pojmech skalarni
souc¢in na mnoziné vektort umisténych v daném bodé), ktera se ovsem mohla
meénit bod od bodu. Pomoci diferencialniho po¢tu ukazal, jak v takto zadané
mnoziné s touto dodate¢nou strukturou pocitat délku ktivek, vzdalenosti a
velikosti ploch. Primky pak definoval jako geodetiky — kfivky, které mini-

o1
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mizuji vzdalenosti. Pomoci skalarniho sou¢inu mohl definovat také thly a
pocitat velikosti ploch. To vSe zaroven rozsitil z dvourozmérnych ploch (vy-
hradné zkoumanych v jeho dobé) na obecné n-rozmérné plochy. Riemann
sam zemiel mlady a jeho idee pak postupné propracovala fada nasledovniki
(prvni mezi nimi byl William Clifford, ktery si ihned uvédomil vyznam Ri-
emannovy prace pro fyziku, ale nanestésti také zemtel velmi brzy, jesté nez
mu bylo 40 let). Riemann svoji habilita¢ni pfednasku nikdy nepublikoval a
zemiel 12 let po ni, ve véku nedozitych 40 let. Jeho idee ale brzy ziskaly
obrovsky vliv a v dobé, kdy Einstein na zacatku 20. stoleti pfipravoval svoji
obecnou teorii relativity, mél uz cely aparat Riemannovy geometrie k dispo-
zici (jen bylo tfeba zménit signaturu ptislusné kvadratické formy v souladu
se specialni teorii relativity).

Definice 6.0.14 Predpoklddejme, %e S je plocha v R3. Riemannova metrika
na S pritazuje kazdému bodu s € S skaldrni soucin gs na tecném prostoru
TS takovy, Ze pro kaZdou mapu (U,p) na S jsou funkce

gij(u) :== 9p(u) (puwpw)

hladké. Symbolicky tuto Riemannovu metriku (ve zvolengch souradnicich)
zapisujeme jako viyraz

2
ds? = Edu% + 2F duq dug + Gdu% = Z gijdudu;.

ij=1

Priklad 6.0.15 1. KaZda reguldarni parametrizace p plochy S zrejmé za-
ddva Riemannovu metriku na svém definicnim oboru O, kterd popisuje
geometrii plochy S. Jak jsme vidéli, mizeme délky kiivek mérit bud
primo na plose S, nebo v definicnim oboru jeji parametrizace (s pomoct
prond fundamentdlni formy, kterd zaddvd na O Riemannovu metriku).
V tomto smyslu jsou oba popisy prislusné geometrie rovnocenné. Po-
jem Riemannovy metriky tedy umozZnuje ekvivalentni popis geometrii
vsech ploch, vnorenych do Eukleidovského prostoru, pomoci oteviengch
podmnoZin v rovine a na nich zadanych Riemannovych metrik.

Ezistuji ale Riemannovy geometrie, které nelze ziskat jako souradni-
covy popis geometrii ploch vnorenych do Eukleidovského prostoru. V-
znacnym prikladem takovéto geometrie je hyperbolickd geometrie, o
které budeme mluvit zanedlouho. Prislusnou vétu o memoznosti vno-
teni (celého) hyperbolického prostoru do Eukleidovského tridimenzio-
ndlnitho prostoru dokdzal Hilbert. Proto pro nds bude moznost popsat
hyperbolickou geometrii jako jednoduchy priklad Riemannovy geomet-
rie podstatnd.

2. Ve velkém mnoZstvi Riemannovych geometrii, které jsme si prdvé za-
vedli, nejsou vsechny mezi sebou ruzné. Existuje prirozeny pojem ekuvi-
valence, ktery se v tomto pripadé bude nazyvat izometrie. Dvé plochy
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(resp. Riemannovy geometrie), které jsou izometrické, budou pro nds
jen rizné€ popisy téZe geometrie.

6.0.4 Izometrie.

Definice 6.0.16 Necht S, resp. S jsou dvé plochy v R3. Hladké zobrazeni
F z S do S se nazyvd lokdlni izometrie, pokud pro vsechny body s € S
je tecn€ zobrazeni TsF : TsS — Tp(s)S izometrie vektorovych prostori se

skaldrnim soucinem. Musi tedy pro véechny body s € S a pro vSechny vektory
X, Y € T:S platit

gs(X7 Y) = gF(s)(TsF(X)7TSF(Y))'

Rekneme, Ze F' je izometrie S na S, pokud je navic F vzdjemné jednoznacné.
Plochy S na Sjsou izometricke, pokud existuje izometrie mezi nims.

V definici izometrie se pouziva te¢né zobrazeni T F' ke zobrazeni F', které
bylo definoviano pomoci kiivek, jejichz tec¢né vektory chci zobrazit. To je
pomérné slozita definice. Jedna z moznosti, jak s ni pocitat, je prejit do
soufadnic ve vzorech a obrazech, jak je popsidno v dikazu nasledujiciho
tvrzeni.

Lemma 6.0.17 Difeomorfismus F z S1 do S je izometrie pravé kdyz pro
kazZdou mapu p daného atlasu plochy S1 proni fundamentdlni formy map p
na S1 a f op na Sy rovnaji na svém spolecném definicnim oboru.

Diikaz.

Vime jiz, ze tecné zobrazeni T, F ke zobrazeni F' v bodé s v soufadnicich
urcenych zvolenymi mapami je popsano Jacobiho matici zobrazeni F, které
popisuje zobrazeni F' v soufadnicich. Dvojici map ve vzorech a obrazech si
miizeme vzit libovolné, a situace se vyrazné zjednodussi, pokud si obé mapy
zvolime Sikovné. Specielné, je-li (U, p) mapa v okoli bodu s, pak (F(U), Fop)
je mapa v okoli bodu F(s). V téchto soufadnicich je zobrazeni F' popséano
zobrazenim F = (Fop)~loFop, coz je ziejmé identita a jeho Jacobiho
zobrazeni je taky identita. Z toho plyne, Ze soufadnice vektoru X € T,S
vzhledem k mapé (U,p) a soutfadnice vektoru T,F(X) vzhledem k mapé
(F(U), F op) jsou stejné. Z toho jiz tvrzeni lemmatu ihned plyne. O

Véta 6.0.18 Difeomorfismus F : S1 — So je izometrie prdvé kdyZ F za-
chovavd délku krivek.

Diikaz.

Protoze mizeme délku kiivky pocitat tak, Ze ji rozdélime na ¢asti a jejich
délky seCteme, je mozné bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze plocha S
(a tedy i S2) je pokryta jedinou mapou.
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Predpokladejme nejprve, ze se prvni fundamentélni formy map p na Sy
a fop na Sy rovnaji. Je-li ¢ kivka na 57 a f oc odpovidajici kiivka na Sy,
pak dostavame pro délku obou kiivek tentyz vzorecek. Zobrazeni f je tedy
isometrie.

Naopak, je-li f isometrie a je-li p mapa na S, pak f o p je mapa na
S9. Oznacme FE1, Fy, G, resp. Eo, Fy, Go, koeficienty prvni fundamentalni
formy v obou mapéach. Zvolme bod P = p(u,v) a zvolme si soubor kiivek
v R? zévisejici na parametrech o, 8 takto:

u=1tu+at; v="o+ Pt t € (—¢,¢),

kde € a ¢ jsou dostateéné mald kladna disla. Pak @ = «,v = (3. Délky
jejich obrazi pri obou mapéch se podle predpokladu rovnaji, tedy pro kazdé
dostateéné malé ¢, e’ a pro vSechna «, 3 plati

€

€
/ (Eloz2—|—2Floéﬁ+G1I82)l/2dt:/ (E2052+2F20£5+G262)1/2dt,

—e’ —e’

Z toho (derivaci podle ¢ ) plyne, Ze se integrandy rovnaji, a tedy ze F; =
EQ,Fl = FQ,Gl = GQ.

Zobrazeni isometrie mezi dvéma plochami odpovidd nazorné tomu, Ze
prvni plochu ohnu bez deformace a pomackani tak, abych ji ztotoznil s dru-
hou plochou. Zkusenost ukazuje, ze tedy existuje isometrie (¢asti) povrchu
vélce na pas v roviné (rolovani papiru) a isometrie (¢asti) povrchu kuzele
na kruhovou vyseé¢ roviny (baleni kornoutu). Pravé tak zkusenost ukazuje,
ze tézko bude existovat isometrie (¢asti) povrchu sféry na ¢ast roviny. Prvni
dvé tvrzeni si ted pomoci predchozi véty ovéfime.

O

Priklad 6.0.19

(1) Necht Sy je pds v roviné, dany parametrizaci p1(u,v) = (u,v,0),u €
(0,27),v € R a necht Sy je vdlec (bez jedné piimky), zadany parametri-
zact pa(u,v) = (cosu,sinu,v),u € (0,27),v € R. Chceme védét, jestli je
zobrazeni f : S1 — Sa dan€ vztahem f(u,v,0) = (cosu,sinu,v) isometrie.
Proni fundamentdini forma plochy p1 md tvar du® + dv?, proni fundamen-
talni forma plochy f o p1 = p2 md tentyZ tvar du® + dv?. Tedy jsou obé
plochy izometricke.

(2) Kuzel (bez jedné primky) je isometricky s édsti roviny. Parametricky
popis standardniho kuZelu je

P1(v, ) = (vecos p,vsing,v); v € (0,1), ¢ € (0, 2m).

Prislusnd prond fundamentdini forma je rovna 2dv? + v?dp?.
Zvolme si parametrizaci kruhové vysece v rovine takto:

p2(v, ) = <\/§vcos %,ﬂvsin 2,0) ; ve(0,1), o €(0,2m).
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Pak jsou prislusné proni fundamentdlni formy stejné (spocitejte si!).
Prislusnd isometrie f je zobrazeni plochy S1 na plochu Se dané predpi-
sem f =pgo pl_l.

6.0.5 Konformni zobrazeni.

Nyni si budeme definovat konformni zobrazeni mezi dvéma plochami. Je to
zobrazeni, které nemusi zachovavat vzdalenosti na plose, ale které zachovava
uhly. Pfipomerime si stfedoskolskou informaci, jak se vypocita thel, ktery
sviraji dvé strany v trojuhelniku. Oznacime-li tyto dvé strany vektory a;, as,
pak jejich thel ¢ se vypocte ze vztahu

al - ag

cos p = , € (0,).

la| |az|

Definice 6.0.20 Rekneme, ze F : S — S je konformni zobrazeni, pro kazdy
bod s € S zachovdvd tecné zobrazeni TsF uhly.

Jiz jsme si pfipomnéli, ze zobrazeni A : V; — V5 mezi dvéma vektoro-
vymi prostory se zadanym skalarnimi souciny je izometrie, pokud skalarni
souéin libovolnych vzort se rovna skalarnimu soucinu obrazi. Z vyse uve-
deného vypoctu thlu dvou vektora vyplyva, Ze zobrazeni A zachovava thly
ve V1 a Vs pravé kdyz existuje nenulova konstanta ¢ takova, ze skalarni sou-
¢in libovolnych vzord se rovnéd c-nasobku skalarniho soucinu obrazt. To je
vhodna informace pro nasledujici tvrzeni.

Definice 6.0.21 Zobrazeni F : S — S je konformni zobrazeni, prdvé kdyz
pro kazdy bod s € S ezistuje nenulovd konstanta ¢ (kterd miZe zdviset na
volbé bodu s) takovd, Ze pro kazdé dva vektory X,Y € TsS plati

(X,Y) =c(T,F(X), T,F(Y)).
D4 se ukézat také nasledujici tvrzeni

Véta 6.0.22 Zobrazeni f : S1 — S je konformni zobrazeni prdavé kdyz
pro kazZdou mapu p daného atlasu plochy S1 je proni fundamentdlni forma
parametrizace p (nenulovym) konstantnim ndsobkem prvni fundamentdlni
formy parametrizace f o p plochy So.

Diikaz.

Budeme opét bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze plocha S (a tedy i
S3) je pokryta jedinou mapou pq, resp. p2 = fopi. Oznaéme F;, F;, G;, i =
1, 2 koeficienty prislusné prvni fundamentalni formy.

Délka vektoru i skalarni soucin dvou vektort se vypocita pomoci prvni
fundamentalni formy plochy. Pokud se tato forma vynésobi konstantou, vy-
nasobi se délka vektoru toutéz konstantou a skalarni soucin se vynasobi
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kvadratem této konstanty. Je tedy zfejmé ze vzorce pro tthel dvou vektor,
ze se prislusny thel nezméni. Pokud je tedy vektor (E1, F1,G1) (nenulovy)
nasobek (FEs, F», G2), pak je zobrazeni f konformni.

Toto tvrzeni je zfejmé nezavislé na zméné parametrizace zvolené mapy.

vvvvvv

rat.
O

Priklad 6.0.23 Prikladem konformniho zobrazeni (¢dsti) jednotkové sféry
na rovinu je tzv. stereografickd projekce. Oznacme N severni pol sféry (N =
(0,0,1)). Pro libovolny jing bod Q sféry protind primka NQ rovinu z =0 v
jediném bodeé P. Zobrazeni, které bodu () na sfére priradi bod P v rovine se
soutadnicemi (u,v), se nazgvd stereografickd projekce. Snadno zjistime, Ze
inverzni zobrazeni P — @) je popsdno vzorcem

Q= ) ( ) 2u 2v —1 4 u? + 02
= (z,y,2) = plu,v) = , ) .
4 P T+u2+02" 14+u2 402" 1+u2+02

Overte, Ze je to konformni zobrazeni! Derivace maji tvar

(200 —u? +1) —4uv 4u
Pem 0+ 2+ )2 A+ w2+ 022 (142 + 02)2

B —4uv 2(u? —v® +1) 4v
P\ AT+ 022 L+ w2 + 022 (1+ 42 1 02)2



Kapitola 7

Hyperbolicka geometrie.

Sféricka geometrie je prvni priklad neeukleidovské geometrie, kde plati vSechny
4 prvni axidémy, ale neplati axiém paty. Ve sférické geometrii se kazdé dvé
primky protinaji.

geometrie, ve které existuje pro danou primku a dany bod nekoneéné mnoho
rovnobézek, které timto bodem prochazeji. Pro tuto geometrie se vzil nazev
hyperbolickd geometrie. Jeji vlastnosti je mozné nejlépe pochopit popisem
nékolika ruznych modeld.

7.1 Hyperboloid.

Budeme uvazovat vektorovy prostor M3 = {z = (x¢,21,22)|7; € R} s
kvadratickou formou Q(z) = —z2+ 2%+ 2% s Minkowského signaturou (1, 2).
Kvadraticka forma @ zad4va dvoulisty hyperboloid {z € M3|Q(z) = —1}.
Jeho horni list oznac¢ime Hs, tedy

Hy = {zx € M?|Q(x) = —1,29 > 0} = {z € M3|zg = \/1 + 27 + 23}.

7.1.1 Primky v hyperbolickém prostoru.

Analogie se sférickou geometrii je velmi silné. Ve sférické geometrii byla sféra
definovdna jako feseni rovnice Q(z) = 1, kde Q(z) = 2% + 23 + 22 je kano-
nicka positivné definitni kvadratickd forma na R3. Grupa symetrii sféry je
grupa SO(3) viech rotaci v Eukleidovském trojrozmérném prostoru £3. Tato
grupa transformaci zachovava sféru. Pfimky jsou priniky dvourozmérnych
podprostorti v R? se sférou (tj. hlavni kruznice na sféte).

Podobné je mozné postupovat v hyperbolické geometrii. Hyperboloid Hy
je definovan jako (horni list) dvoulistého hyperboloidu s rovnici Q(x) = —1,
kde Q(v) = 22 + 23 — x(z) je kanonickd nedegenerovana kvadraticka forma
na R? se signaturou (2, 1). Dvojice (R3, Q) se obvykle nazjva (tiirozmérny)
Minkowského prostor a znaci se Ms.

o7
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7.1.2 Grupa isometrii prosotru Hs.

Grupa symetrii hyperboloidu je grupa G = SO(2,1) vSech linedrnich zob-
razeni R3 do sebe, které zachovavaji Minkowského kvadratickou formu na
prostoru R? a maji determinant rovny jedné. Tato grupa transformaci za-
chovava hyperboloid Hs. Tato grupa je méné dimenzionalni verzi slavné
Lorentzovy grupy (pro Minkowského prostor M; = R* s nedegenerovanou
kvadratickou formou signatury (3,1)). VSechny rovnice relativistické fyziky
musi byt invariantni vici akci Lorentzovy grupy.

Podobné jako grupa rotaci v Eukleidovském trojrozmérném prostoru ob-
sahuje podgrupy rotaci v jednotlivych soufadnicovych rovinach, i grupa
SO(2,1) ma podobné podgrupy ’rotaci’, které skladdnim generuji celou
grupu G. Jsou to podgrupy rotaci v roviné souradnic x1, o

1 0 0
0 cosu sinu
0 —sinu cosu

a podgrupa "hyperbolickych’ rotaci v roviné soutadnic zg, 1

coshu sinhu 0
sinhuw coshu 0
0 0 1

(Fyzikové témto transformacim, které michaji dohromady jednu prostorovou
proménou s ¢asem Fikaji 'Lorentz boosts’. Jsou to transformace, které primo
protifeéi Newtonové predstavé absolutniho ¢asu.)

7.1.3 Primky v hyperbolickém prostoru.

Pfimky budeme zatim definovat analogii s definici pfimky ze sférické geo-
metrie. Za chvili si ukdzeme, ze maji vlastnost, ktera se od pfimek ocekava a
ktera se bere ¢asto jako obecné definice, tj. ze kazda tsecka na primce musi
byt nejkratsi spojnice mezi koncovymi body tsecky.

Piimky v Hs definujeme jako priniky dvourozmérnych podprostori v
R3 s Hy. Zd4 se na prvni pohled, Ze symetrie sféry (vSechny body i piimky
vypadaji stejné) je v hyperbolické verzi ztracena. To je ale matouci, je to
zplusobeno tim, ze hyperboloid automaticky vnimame jako mnozinu v Euk-
leidovském trojrozmérném prostoru. Vidéli jsme ale, ze hyperboloid Hy ma
obdobné velkou grupu izometrii jako sféra.

7.1.4 Popis H, v souradnicich.

Pro soutadnicovy popis hyperboloidu Hs pouzijeme analogii stereografické
projekce ze sférické geometrie. Mapa na Hs je zobrazeni ® : U — Hj z
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jednotkového kruhu U := {¢ = u + iv € C||¢| < 1} v komplexni roviné na
Hy dané predpisem

O(u,v) =

1+ u2 + 02 2u 2v
1—w?2—0v2"1—u2—02"1—u2—0?’

Je snadné se ptresvéd¢it, ze obraz x = ®(u,v) patii do Hs a z danych hodnot
bodu (zg,x1,z2) € Ha je mozné zpétné vypocitat hodnotu vzoru (u,v) € U,
takze ® je prosté a na.
Chceme ted spocitat, jak vypadd prvni fundamentalni forma plochy v
soufadnicich (u,v) € U. Sta¢i spoéitat
e 2

2 2
%—m@u,%w,l—Fu —U)

0P 2

2 2
%—m(2v,l—u +U ,2UU)

(druha rovnice plyne z prvni zdménou u a v). Koeficienty E, F,G prvni
fundamentalni formy vyjdou

4
G =Gy =0

Tedy @ je izometrie s mnozinou U spolu s Riemannovou metrikou

4
ds® = 5 (du® + dv?).

To vede ihned ke druhému modelu hyperbolického prostoru, kterému se ob-
vykle fikd Poincarého disk (je to konformni nasobek Eukleidovské metriky v
roviné). Vsimnéte si, ze kvadraticka forma @) sice neni pozitivné definitni, méa
signaturu (2, 1), ale indukovany skaldrni souéin na te¢ném prostoru v libo-
volném bodé je positivné definitni (v soufadnicich (u,v) popsany piislusnou
Riemannovou metrikou). To vede k nasledujici definici.

7.1.5 Poincarého jednotkovy disk.

Definice 7.1.1 Mnozina U spolu s Riemannovou metrikou

4

2 _
ds” = (1—u2—v2)2(

du® + dv®)
se nazyvd Poincarého model hyperbolickée roviny.

Abychom dobfe popsali mnozinu vSech primek, zavedeme si jeSté treti
model (pomoci vhodné izometrie).
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7.1.6 Horni polorovina.

Ozna¢me H; := {z =z + iy € C|ly > 0.} Je to tedy horni polorovina, jeji
hranici je redlna osa. Existuje jednoduché linedrni lomené zobrazeni, které
prevadi jednotkovy kruh na horni polorovinu. Chceme najit prvek Mobiovy
grupy, ktery prevadi body £1 hranice jednotkového disku na body 0, 00 z
realné osy a bod 0 € U na bod i € H,. Staci vzit transformaci

i(1+¢)
7.1.1 —
(71.1) =5
s inverzni transformaci
zZ—1
7.1.2 = )
( ) ¢ z4+1

Z hlediska hyperboloidu Hs jde zfejmé o zménu parametrizace. Chceme
si nyni spocitat, jak se zméni piislusné koeficienty v prvni fundamentalni
formé, jak bude prvni fundamentalni forma vypadat v novych souradnicich.
V tuto chvili si trochu vypomtzeme postupy, které se naucite pristi rok v
komplexni analyze (jak vidite, diferencidlni geometrie je vlastné kombinaci
geometrie a analyzy). Pro jednodussi zapis se budeme snazit drzet redlnou a
imaginarni ¢ast casto pohromadé. Naptiklad snadno se spocita, ze derivace
podle readlnych proménnych x a y zobrazeni (7.1.2) vypadaji
¢ 1 z—1 2i d¢

dr  z+i (z+i)2 (2+1i)? = (=035,

Vsimnéte si, ze nasobeni néjakého komplexniho éisla ¢islem (—i) odpovida
s e 1w g , d¢ _ d¢ - .
rotaci piislusného vektoru o pravy uhel. Tedy > a a Jsou na sebe kolmé
(jako vektory v R?). Déle z rovnice pro linedrni lomené zobrazeni dostaneme
ihned
|2 —i|?
|2 + il

1-[¢? =1

1 |z +i|? e +i?

1= P [z4iP—|z—i? 4Imz’

Koeficienty prvni fundamentalni formy v novych soufadnicich tedy maji tvar
4 12\> 1
Eogoa_t (EXEY _ L
|z+4* \ 4Im 2 y?
aF=0.

To vede k t¥etimu (ekvivalentnimu) modelu hyperbolické geometrie.

Definice 7.1.2 Necht H = Hy = {(z,y) € R%|y > 0} oznacuje horni polo-
rovinu. Riemannovu metriku na H definujeme vztahem

1
ds* = ?(dl‘2 + dy?).
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Tim je zadana geometrie, kterd tvori treti model pro hyperbolickou geometrii
(v dimenzi 2), tj. pro hyperbolickou rovinu.

V tomto modelu si postupné rozmyslime, jak vypada grupa vsech isome-
trii, jak v ni vypadaji asecky a pfimky a vypocitdme plochy trojihelnik.

7.1.7 Isometrie hyperbolické roviny.

Ozna¢me G podgrupu Mobiovy grupy G, kterd odpovida podgrupé SL(2,R)
SL(2,C). Je to tedy grupa vsSech linedrnich lomenych transformaci s reél-
nymi koeficienty a determinantem prislusné matice rovnym jedné.

Véta 7.1.3 Vsechna zobrazeni ¢(g),g € Go jsou izometrie H. Také zob-
razeni R dané€ reflexi v Eukleidovské roviné podle osy y (zuZené na H) je
1zometrie H.

Diikaz.

Tvrzeni je zrejmé pro reflexi R. Predevsim je tfeba oveérit, ze vSechny
linearni lomené transformace s realnymi koeficienty zobrazuji H do H. To
je jasné z toho, ze body hranice H, tvofené redlnou osou (a nekonecnem) se
zobrazuji do sebe. Navic se zfejmé bod z = 1 zobrazuje do horni poloroviny
pravé kdyz je determinant matice g kladny.

Tvrzeni véty staci nyni ovétit pro generatory Go. Stejnym postupem jako
pro grupu G se ukaze, ze G je generovana zobrazenimi

ba(2) = z4+a,a €R; ¢p(z) =bz,b>0; ¢(z) = _71

To je zfejmé pro posunuti a okamzité vyjde pro dilatace.
Nejslozitéjsi je to pro zobrazeni ¢. Mnozina H je pokryta jedinou mapou
(identita). Oznacéime tedy pi(z,y) = (z,y,0) a dostaneme

5 = s 0.
pQ(x y) (l’Q + y2 2 + yg >

Je tfeba nyni ukazat, ze koeficienty F;, F;, G;,i = 1,2 prvni fundamentalni
formy splyvaji pro obé mapy p;.
Zobrazeni ¢ ted uvazujeme jako zobrazeni z hyperbolické poloroviny do
sebe. Riemannova metrika na H je definovana vztahem
05 = = (da? + dy?)
y? '

Tedy pro mapu danou identickym zobrazenim dostaneme

1
Bi=Gy=—, Fi=0.
y
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Pro p2 dostaneme opét

opy ([ 2?—yr 2wy
61: - ($2+y2)2’ ($2+y2)2’ ’

Opo 2xy x2 — 92 0
dy (22 +y2)?" (22 +y?)?’

Tentokrat ale

x? — 92 2 2xy 2 1 1
Fr=Ca= {(<x2+y2>2> i <<x2+y2>2> P

Y
@2+y2)2

and Fb = 0. Tedy ¢ je izomorfismus podle véty 6.0.18.
0

Zjistili jsme tedy, ze vSechny transformace z Gg a jejich slozeni s reflexi
R jsou izometrie. Mnozina G vSech téchto izometrii tvori zfejmé grupu, a da
se ukézat, ze je to jiz grupa vSech izometrii H. My to v tuto chvili budeme
jen konstatovat, a nebudeme to ovérovat.

Grupa G pusobi transitivné na horni poloroving, tj. libovolny bod H
lze prevést na libovolny dalsi bod H; izometrii. Chceme-li ovérit toto tvr-
zeni, staci si uvédomit, Ze je mozné libovolny bod translaci a dilataci prevést
na bod i € H..

Podobné je mozné libovolnou piimku v Hy pievést na Ly (osu y). Pro
svislou pfimku staci pouzit vhodné posunuti. Pro kruznici, kterd konci na
realné ose v bodech s,t € R, s < t, staci vzit linedrni lomenou transformaci
j—:z, kterd prevadi bod t do nuly a bod s do nekonecna. Obrazem této
kruznice tedy musi byt osa y.

Izometrii se tato vlastnost zachova, tedy plati i ve vSech dalSich mode-
lech.

Poznamka.

Grupa izometrii v modelu Poincarého disku se dostane snadno jako ob-
raz grupy izometrii v horni polorovineé slozené se zobrazenim reparametrizace
(7.1.1). Jsou to tedy opét prvky Mobiovy grupy, které zachovavaji jednot-
kovou kruznici (plus obraz reflexe R). D4 se ukazat, ze maji tvar

9 C—a

g(() =e I e

0e(0,m), acl.

7.1.8 TUsecky v hyperbolické geometrii.

Usecky v dané geometrii definujeme vzdy jako kiivky s nejmensi délkou,
které spojuji dané body. Nejprve si rozmyslime piipad dvou bodd v hyper-
bolické roviné, které maji stejnou realnou cast.
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Véta 7.1.4 Jsou-li P = (0,A),Q = (0,B), a < b dva body v hyperbolické
roviné a c(t) = (0,t),t € (a,b) usecka, kterd je spojuje, pak md kiivka c
nejkratsi délku mezi vsemi regularnimi krivkami v H, které zacinaji v bodé
P a konci v bodeé Q.

Diikaz.
Je-li ¢ = (c},c) libovolnd kiivka na (a,b), pro kterou ¢’(a) = P a
d(b) = Q, pak
b /N 2 /N 2 1/2
dc de dt
= \(&) (&) 0
(<) . < dt dt )
dcl,

dt bdch/dt B
> / </ dt = [log c,]° = log 1= {(c).

ca(t) = >

b
>
- /a dt
O

Pokud ¢ je izometrie H, pak zfejmé obdobné vlastnost plati pro obraz
usecky c. Osa y (oznacime ji L) je tedy pfimka (ve smyslu, ze kazd4 tsecka
na ni mé vlastnost, ze jeji délka je minimum délek vSech kiivek, které spo-
juji ptislusné body (pozdéji si pro kiivky s touto vlastnosti zavedeme nazev
geodetika). Z vlastnosti izometrie plyne ihned, Ze i vSechny jeji obrazy po-
moci izometril H; maji tuto vlastnost. Je snadné zjistit, jak vSechny obrazy
ptimky L, vypadaji. Vime, Ze prvky M&biovy grupy prevadéji zobecnéné
kruznice na zobecnéné kruznice a ze zachovavaji thly. Tedy kazdy obraz L
pri transformaci, ktera patii do grupy G izometrii H je opét primka nebo
kruznice a jeji tthel s osou x musi byt pravy. Je to tedy bud pfimka rovno-
bézna s osou y nebo prinik H s kruznici, kterd mé stfed na realné ose. To
vede k nasledujici definici.

Definice 7.1.5 Rekneme, Ze mnoZina L C H je primka, pokud je to bud
poloprimka kolmd na osu x nebo polokruznice v H se stredem na redlné ose.

7.1.9 Eukleiduv paty postulat

Hyperbolicka polorovina H spolu s vySe uvedenou mnozinou pfimek tvori
model geometrie, kde jsou splnény prvni 4 Eukleidovy axiomy, ale neni spl-
nén paty. Danym bodem lze k dané pfimce vést nekonec¢né mnoho rovnobé-
zek.

7.1.10 Trojuhelniky v hyperbolické poloroviné

Véta 7.1.6 Plocha |A| hyperbolického trojuhelnika A s ihly o, 5, je roven

Al =7 —(a+B+7).



64 KAPITOLA 7. HYPERBOLICKA GEOMETRIE.

Diikaz.

Nejdfiv vypocitame (explicitni integraci, pomoci Fubiniovy véty) pii-
slusny povrch pro pripad trojahelnika, jehoz jeden vrchol C' je v nekoneénu
(tedy thel v je nula) a Ghly « a 8 jsou v intervalu (0, 7/2). Pfedpokladdme
tedy, ze bod C hyperbolického trojthelnika je v nekoneénu (a tedy odpovi-
dajici strany jsou polopfimky kolmé na osu x). PouzZitim vhodné translace
a dilatace mUzeme zafidit, Zze strana AB trojihelnika lezi na jednotkové
kruznici se stfedem v pocatku. Predpokladejme tedy, ze

A = (cos(m — a),sin(m — a)), B = (cos 3, sin f)

kde0 < f<m—a< .
Pak plochu |A[ tohoto trojihelnika spocitdme pomoci integralu [¢1dS :

cos 3 oS d
A] = / = e =
cos(m—a) J(1—22)1/2 Y
dz

cos 3
B /cos(w—a) (1 - 16'2)1/2 -
cos f3 o

= [_ arccos 'ﬂcosw—a -

= 1—a-—p.

Obecny pripad plyne z predchoziho specidlniho pripadu jednoduchym
od¢itanim ploch. Kazdy hyperbolicky trojuhelnik A = ABC lze izometrii
prevést na pripad, Ze strana AC je svisla tsecka, mizeme také predpokladat,
ze bod C'lezi nad bodem A. Pak budeme uvazovat dva trojuhelniky s vrcholy

v nekoneénu: A; = ABoo a Ay = CBoo. Oznadme thel strany BC a Boo
pismenem ¢. Pak

At =7 —a—(8+40),[A| =7 =0 —(7—7).

Al =7 — (a+ B +7).

O
Jako dtisledek dostaneme snadno vzorec pro obsah hyperbolického n-
thelnika M, jehoz hrany jsou tvoreny hyperbolickymi tiseckami:

M| =(n—2)mr — (a1 + ...+ ap),
kde a1, ..., a, jsou vnitini ahly u vrcholid M.

7.1.11 Kosinova a sinova véta.

Kosinova véta (zobecnéni Pythagorovy véty) a sinova véta maji v hyperbo-
lické geometrii nasledujici tvar. Pro vypocet pouzijeme model hyperboloidu.
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Véta 7.1.7 Predpoklddejme, zZe A je trojuhelnik v hyperbolické geometrii s
thly o, B, a stranami a,b,c (strana a je jako obvykle proti ihlu «, apod.
pro b a c). Pak

1.
cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos .
2.
sinha  sinhb  sinhc
sina  sing  siny’
Driikaz.

Nejdiive si v§imnéme parametrického popisu vyznacénych primek (které
jsou dény prinikem s rovinou, kterd prochazi osou zg). Pokud si pro jedno-
duchost vezmeme rovinu os xg, 1 ma prislusna primka parametrizaci

¢(t) = (cosht,sinht,0).

Vzhledem k tomu, Ze ¢(t) = (sinht, cosht,0), je |¢| = — sinh? ¢ + cosh? t = 1.
Bude-li, kfivka definovana na intervalu (0, a), bude jeji délka rovna a. Tedy
parametr ¢ na pfimce ma geometricky vyznam délky tsecky od bodu Uy =
(1,0,0) do bodu c(t).

Uvazujme libovolny trojuhelnik v He. Vhodnou izometrii (tranzitivnost
na mnoziné pfimek) mohu jednu jeho stranu pfevést na usecku AC, kde
C = Uy a A = (coshb,sinhb,0). Jeho treti vrchol se pfevede na néjaky bod
B. Obecny bod na Hy mé tvar (polarni souradnice)

B = (cosh a, sinh a cos v, sinh a sin ).

Usecka BC patii dalsi viznacné kruznici. Uhel rovin, které definuji piimky
obsahujici AC, resp. BC' je zfejmé roven uhlu pfi vrcholu C, tedy ~. Para-
metr a opét oznacuje délku tsecky BC na vyznacné pfimce.

Pouzijme nyni jednu "hyperbolickych’ izometrii

coshb —sinhd 0
® = | —sinhb coshd 0
0 0 1

Ta prevadi trojuhelnik ABC na novy trojuhelnik A’B’C’. Bod C se prevede
na C’ = (cosh b, —sinh b, 0) a bod A se prevede na Uy. Tedy ¢arkovany troja-
helnik mé opét jeden vrchol v bodé Uy. Bod B se pievede na bod B’. Co vime
o jeho soufadnicich. Obecné maji tvar B’ = (cosh f, sinh f cos ¢, sinh f sin ¢).
Délka tisecky AB se zachova, a tisecka A’ B’ lezi na vyzna¢né kruznici. Tedy
parametr f ma vyznam délky usecky A’'B’, tj. c. Parametr ¢ mé opét vy-
znam thlu p¥i vrcholu A’, tentokrat vyjde m — a. Tedy

B’ = (cosh ¢, — sinh ¢ cos o, sinh ¢ sin o).
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Rovnost ®(B) = B’ ma tvar

cosh ¢ coshb —sinhd 0 cosha
—sinhccosa | = [ —sinhd  coshbd 0 sinh a cos
sinh csin o 0 0 1 sinh a sin y

Rovnosti v prvnim a tifetim fadku této relace jsou pravé tvrzeni kosinové
a sinové véty. O



Kapitola 8

Geodetiky.

8.1 Definice

V duchu Riemannovy habilitacni pfednasky budeme definovat pfimky jako
kiivky, které minimizuji (lokdlné) vzdalenost kazdych svych dvou bodt. To
vede na tlohud hledat minimum prislusného funkcionalu, ktery prifadi dané
kiivee jeji délku. Existuje klasickd matematicka disciplina (varia¢ni pocet),
ktera dovede vyjadrit nutnou podminku pro existenci extrému pomoci dife-
rencialnich rovnic (které v klasickém pfipadé maji nazev Euler-Lagrangeovy
rovnice).

Vime, ze délka ¢(b) kfivky b se pomoci 1. fundamentalni formy vyjadii
pomoci integralu

b 2 du;
Zb = 77 '1' "dt; .i:7z'
(b) /a g Gij (w)ui; uj U o

ij=1
Misto hledani krivek, které minimizuji délku, se ukazuje byt jednodussi hle-

dat minimum jiného funkcionalu, ktery vyjadfuje tzv. energii kfivky. Popi-
seme si ted odpovidajici Euler-Lagrangeovy rovnice.

Definice 8.1.1 NechtU C R? je oteviend podmnoZina se zadanou Rieman-
novou metrikou ds* = >ij 9ij(w)duidu;. Pak pro kfivku

b (a,b) = Us b(t) = (ui(t), uz(t))

definujeme energii E(b) predpisem

b 2
(8.1.1) E(b) = / Z gij(w)u; ;| dt; u; = 7

@ \ij=1
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8.1.1 Euler-Lagrangeovy rovnice varia¢niho poctu.

Abychom si mohli odvodit diferencialni rovnice pro geodetiky, ukazeme si
odvozeni Euler-Lagrangeovych rovnic klasického variacnho poctu v jednodu-
chém piipadé. Necht I = I(t,u1,us,v1,v2) je hladkd funkce na (a,b) x R*.
Pro libovolnou kiivku b : (a,b) — R2? b(a) = A,b(b) = B, definujeme

funkcional

b
B(b) / L(t, un, iz, v, i)t (E) = (ua (£), us(t)).

Pak plati nasledujici tvrzeni.

Véta 8.1.2 Pokud je krivka b minimem funkciondlu ®, pak b je reseni
nasledugicich (tzv. Euler-Lagrangeovych) rovnic:

d (oI .. oI ..
(812) % (801(15,“1,U2,U1,U2)> — Tul(taulau2aulvu2))

d (0l .. ol ..
(813) % <802(t,U1,U2,U1,’U,2)> - %(tuulut@vulvuﬂ)‘

Reseni EL-rovnic se nazjvaji kritické body funckiondlu ®.

Diikaz.
Zvolme pevné kiivku ¢ = (wq, ws) na intervalu (a, b) s vlastnosti c(a) =
c(b) = (0,0) a definujme funkeci (t) jedné proménné predpisem

o(t) =2(b+tc).

Funkce ¢(t) je definované ve (vhodné malém) okoli nuly. Protoze ma funkce
©(t) v bodé t = 0 minimum, musi platit ¢’(0). Tedy

b
ol ol o0l ol
— A — H _ — U =
0=¢ (0) = /a (au1w1 + 8v1w1 + 8u2w2 + 6U2w2> dt

P (Y (2 () ]
/. Oup  dt \ Oun b Ous  dt \ Ovy w2 @t

Hraniéni ¢len pri per partes vypadne diky tomu, Ze funkce wy, ws maji
v koncovych bodech nulové hodnoty.

Nyni pouzijeme nésledujici drobné tvrzeni (jehoz ditkaz nechame laska-
vému ¢tenéfi jako drobnou, nepfilis tézkou tlohu z analyzy):
Predpokladejme, ze hi(t), ho(t) jsou dvé hladké funkce na (a,b) a ze plati
ff[hl f + he gldt = 0 pro kazdé dvé hladké funkce f(t), g(t) na (a,b), které
jsou rovny nule v bodech a,b. Pak hii hg jsou identicky nulové funkce na
(a,b).

Protoze ¢’(0) = 0 pro kazdou dvojici funkei w1, wy s nulovymi hodnotami
v bodech a a b, dostaneme ihned tvrzeni véty. O
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8.1.2 Vztah funkcionalu energie a délky.

Ptipomerime si Cauchy-Schwarzovu nerovnost pro integraly. Jsou-li f, g spo-
jité redlné funkce na intervalu (a, b), pak

(8.1.4) </abfg> <(/abf2)(/ab92),

a rovnost nastava pravé kdyz bud f = 0, nebo g = X\ f pro néjaké \ € R.
Pfedpokladejme nyni, Ze je dédna kiivka b : (a,b) — U v Riemannové
plose (U, gij(u)). Pak plati nasledujici tvrzeni.

2

Véta 8.1.3 Pokud ¢ = {(b) oznacuje délku kiivky b a E = E(b) jeji ener-
gii, pak

(8.1.5) (0)?<(b—a)E.

Krivka by je minimum pro funkciondl energie E (b) prdvé kdyz je mini-
mum pro funkciondl délky £(b) a |byg| je konstantni na {(a,b).

Dikaz.
Prvni ¢ast véty plyne z (8.1.4) pro f =1 and g = \/Zij:l i (w)t; ;.

Délka ktivky se pri parametrizaci nemeéni, takze mizeme predpokladat,
ze minimum funkcionalu ¢ se nabyva v krivce b, ktera je parametrizovana
obloukem. Jesté ji pak pfeparametrizujeme tak, aby byla definovana na in-
tervalu (0,1) a méla vlastnost, Ze |b| je konstantni. Pro tuto k¥ivku ale plati
(podle (8.1.4)) ¢(b) = E(b). Nerovnost 8.1.5 ukazuje, Zze minimum energie
E je vétsi nebo rovno minimu /, tj. £(b), tedy se obé minima rovnaji. [

Vsimnéte si, Ze rozdil mezi regularnimi kiivkami, které minimizuji funk-
cional délky a regularnimi kfivkami, které minimizuji funkcional energie, je
jen v jejich paprametrizaci. Vime totiz, Ze je mozné kazdou regularni k¥ivku
parametrizovat obloukem a v této parametrizaci ma jeji derivace konstatni
(jednotkovou) délku. A délka kiivky se pii zméné parametrizace neméni.
Hodnota funkcionalu energie se ale pfi zméné parametrizace obecné méni.
Jeho minimum se tedy nabyva jen pro specidlni parametrizace.

Nazorné je tento rozdil vidét, pokud si predstavime cyklistu, ktery pro-
jede urcitou trasu riznou rychlosti. Délka trasy na rychlosti jizdy nezéavisi,
ale vydej energie ano. Pokud cyklista nejede konstantni rychlosti, brzdi a
zase zrychluje, pak spotfebuje vétsi energii.
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8.1.3 Rovnice pro geodetiky.

Tradi¢né byva zvykem pouzivat nazev geodetika pro kritické body odpovi-
dajicich Euler-Lagrangeovych rovnic pro funkcional délky (které jsou stejné
jako EL rovnice pro funkciondl energie).

Definice 8.1.4 Rekneme, Ze kiivka c na plose S je geodetika prdvé kdyz
pro kazdou cast krivky ¢ = p(u(t),v(t)) obsazené v jedné mapé p plochy S
jsou splnény ndsledujici rovnice

d 1
%(Eu + Fi) = 5(Euu2 + 2F, 0 + Gyi?),
d, .. ) 1
kde E, F,G jsou koeficienty pruni fundamentdlni formy.

Tato soustava rovnic se nazyvd rovnice pro geodetiky.

(Eyi? + 2,00 + Gy0?),

Jako dtisledek definice dostaneme okamzité nasledujici tvrzeni.

Dausledek 8.1.5 Libovolnd isometrie prevadi geodetiky na geodetiky.

8.1.4 Geodetiky na plose vnorené do R3.

Véta 8.1.6 Kiivka c na plose S vnovené do R® je geodetika prdvé kdyZ pro
kazdy bod plochy S je vektor ¢ kolmy k tecné roviné T,S.

Dikaz.

Predpokladejme, ze kiivka c je kiivka na ploSe zadané pomoci parame-
trizace p, tj. c(t) = p(u(t),v(t)), kde (u(t),v(t)) je odpovidajici kiivka v
prostoru parametri. Derivace podle proménné ¢ budeme oznacovat teckou.

Tecény vektor ¢ ma ve zvolené mapé souradnice (1, V), tj. € = Pyt + Py0.
Vektor ¢ je tedy kolmy k te¢né roviné TsS pravé kdyz plati rovnice

d
<dt(puu + p’u’[))> Py =0,

d . )
(dt(p"u + pv”)) Py = 0.

Ukazeme, Ze tyto dvé rovnice jsou ekvivalentni s dvéma rovnicemi v de-
finici geodetiky. Prvni rovnici upravime takto.

i( L+ ) _
dt Pyt T Py Pu =

dp.
dt

d . . . )
% ((puu + pvv) : pu) - (puu + pvv)
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d, .. . . . . .
= %(Eu + FU) - (puu + va) : (puuu + puvv) =

= %(Eu + FU) - (QZ(PU ' puu) + UU(Pu “Puv + Pou - puu) + ®2(pv : puv)) .
Nyni staci rozepsat

Eu = (pu . pu)u = 2pu * Puu,

Fu: (pu'pv)u:pv'puu+pu'puv7
Gu = (pv . pv)u = 2pv * Puv-

Dosazenim dostaneme prvni rovnici pro geodetiku ve znéni véty.
Druhé rovnice se odvodi presné stejné. O
Jako okamzity disledek dostaneme vlastnost, Ze pro libovolnou geode-
tiku musi platit, ze |¢| je konstantni. Plati totiz

%(\cﬁ) = %(é-é) = 2¢-¢.

Ale ¢ lezi v te¢né roviné a € je na ni kolmé. Totéz tvrzeni se d& dokazat i

vvvvvv

ho délat.

Pro kazdou geodetiku je tedy mozné zménit parametrizaci tak, aby vy-
sledkem byla geodetika parametrizovand obloukem. Stac¢i pouzit substituci
t = at pro vhodnou konstantu a. Vektor ¢ se pfi této zméné parametrizace
jen vynasobi konstantou a ztistane tedy kolmy k plose. Vysledna kfivka po
zméné parametrizace je tedy opét geodetika.

Nejjednodussi priklady geodetiky se ziskaji pomoci normalovych fezi.

Priiklad 8.1.7

(1) Piedpokladejme, Ze je kiivka ¢ ddna jako prinik roviny Il a plochy S a
Ze je parametrizovand obloukem. Ktivka c je tedy rovinna krivka, jeji tecny
normalovy vektor lezi v rovine 11. Vektor ¢ je kolmy k tecné roviné v daném
bode prdvée kdyz rovina II obsahuje jednotkovou normdlu k plose v daném
bode.

(2) Velké kruznice na sfére (tj. priniky s rovinou, kterd prochdzi stredem
sféry) jsou geodetiky. Rovina, kterd prochazi stfedem je ziejmé v kaZdém
bodé tezu kolmd na plochu (tj. na jeji tecnou rovinu). Velké kruznice jsou
tedy normdlové Tezy, a tudiZ geodetiky.

(8) Libovolnd (¢dst) primky na plose je geodetika, protoZe existuje parame-
trizace c(t) = a + bt, kde a, b jsou konstantni vektory. Pak zrejmé & = 0.
(4) Je-li S rotacni plocha, pak jsou vsechny poledniky normdlové fezy, a tudiz
geodetiky. Co se tyce rovnobézek, ty jsou normdlové Tezy v tom pripadé, kdyz
prislusna rovina Tezu obsahuje normdlu. To nastane zrejmé tehdy, kdyZ jde
o kriticky bod funkce x = f(u).
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Rovnice pro geodetiky tvoii soustavu dvou obycejnych nelindrnich rov-
nice druhého radu. Takovéto rovnice se velmi obtizné daji resit. Existuji ale
véty o existenci a jednoznacnosti feseni pro takovéto soustavy.

Véta 8.1.8 Je-li v jednotkovy tecny vektor v bodé P plochy S, pak existuje
jedind geodetika parametrizovand obloukem, kterd prochazi bodem P a jejiz
tecny vektor v tomto bodé je vektor v.

Dikaz.
Rovnice pro parametricky popis geodetiky (u(t),v(t)) v dané mapé maji
tvar
il = f(u7v7lll7,[)); ’l'} = g(u7v7a7/i})

kde f,g jsou hladké funkce ¢tyf proménnych. Zakladni véty o feSeni této
soustavy fikaji, Zze pro kazdou c¢tverici Cisel a, b, c,d a kazdou hodnotu t,
proménné ¢ existuje ¢ > 0 a FeSeni (u(t),v(t)) soustavy na intervalu |t —tp| <
g, spliiujici poc¢ateéni podminky

u(to) = a, ’U(to) = b,ﬂ(to) = C,f}(to) =d.

Navic, libovolna takova dveé feSeni se rovnaji v jistém okoli bodu tg.

Zadani jednotkového te¢ného vektoru odpovida zadani pocateénich pod-
minek pro tuto soustavu. (|

Jako priklady mtzeme pomoci této véty odvodit tvar vSech geodetik
v roviné ¢i na sféfe. V prvnim pripadé jsou to vSechny pfimky, v druhém
vSechny hlavni kruznice.

Z obecnych vét o existenci feseni soustav obyc¢ejnych diferencialnich rov-
nic druhého fadu a o spojité (hladké) zavislosti feseni na pocate¢nich pod-
minkach je mozné dokazat existenci tzv. geodetickych polarnich souradnic
na libovolné plose. Idea je prosta. Zvolim si bod na plose a budu pocitat
v lokalnich soufadnicich. Pro kazdy thel 6 €< 0,27 > existuje geodetika
prochéazejici danym bodem, jejiz teény vektor svird s vybranym pevnym
jednotkovym tecnym vektorem thel 6. Je mozné ukazat, ze za jeji defini¢ni
obor mohu vzit interval (—¢,€) nezavisle na thlu 6. Tim jsou definovény
polarni geodetické souradnice na okoli daného bodu, jejich definiéni obor je
(—e€,€) x (a,2m+a), kde a mohu ménit, abych pokryl celé okoli. Kli¢ova infor-
mace o geodetickych polarnich soufadnicich je fakt (tzv. Gaussovo lemma),
ze tyto soufadnice jsou ortogonéalni, tj. F' = 0 v prvni fundamentalni formé.
Pokud navic vezmu geodetiky parametrizované obloukem, je £ = 1. Tedy
prvni fundamentalni forma ma v geodetickych polarnich soufadnicich tvar

ds® = du® + G(u,v)dv?.
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Gauss-Bonnetova véta.

Abychom mohli formulovat lokdlni verzi Gauss-Bonnetovy véty, zavedeme
si nejprve pojem geodetické ktivosti. Predpoklddejme, Ze c je kfivka na
ploge S C R?® parametrizovana obloukem a b = c(sg) € S je jeji bod. Pak
¢’ = c(sp) je jednotkovy vektor v TS a ¢” je vektor kolmy k ¢’. Vime jiz,
ze kiivka v bodé b spliiuje rovnice pro geodetiku pravé kdyz ¢” je kolmy na
T},S, coz je totéz jako Ze ¢” je ndsobek norméaly V.

Ale tato podminka nemusi byt splnéna, vektory ¢” a N mohou byt line-
arné nezavislé. Pak vime jen, ze vektor ¢” v roviné kolmé k ¢’. Tato rovina
mé vektory N a Ntimesc’ jako bazi a vektor ¢” mtizeme tedy napsat jako
linearni kombinaci

(9.0.1) " =kp N+ ry(N x ),

kde k, =c”- N a kg =c"- (N x c). To vede k nasledujici definici.

Definice 9.0.9 Geodetickd kiivost kiivky ¢ na plose S v bodé c(sg) je defi-

novana vztahem

kg = (N xc)-c".

9.0.5 Greenova véta.

V dtkazu Gauss-Bonnetovy véty bude potfebovat pouzit Greenovu vétu o
souvislosti integralu pres dvourozmérnou oblast a integralem pres jeji hra-
nici. Nejprve si pfipomeneme definici kiivkového integralu. Je-li ¢ : (a,b) —
R? po ¢astech hladké regularni kiivka a f a g jsou dvé hladké funkce defi-
nované v okoli geometrického obrazu (p) kfivky ¢, pak je kiivkovy integrél
definovan néasledujicim zptusobem.

b
/ fdus + gdus = / F(6(1)) - ur + g(6(t)) - uz)dt.
¢ a

73
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Pro formulaci Greenovy véty budeme potrebovat krivky specialniho tvaru.
Rekneme, Ze (po ¢astech hladkd) kiivka ¢ : (a,b) — R? je jednoduché uza-
viena kiivka, pokud ¢(a) = ¢(b) a ¢ je prostd na polouzavieném inter-
valu (a, b). Takovato kiivka rozdéluje rovinu na dvé komponenty souvislosti.
Jedna z téchto dvou komponent je omezend a nazyva se vnitiek kiivky (a
znadi Int ¢). Kfivka ¢ je kladné orientovana, pokud pii probihani kiivky ve
sméru vzrustajicich hodnot ¢ € (a,b) je vnitiek kiivky na levé strané. Pak
Greenova véta Tika:

Véta 9.0.10 Predpokladejme, Ze o je po cdstech hladkd, jednoduchd, uza-
vrend, kladné orientovand kfivka a Int ¢ je jeji vnitrek. Predpoklddejme dale,
Ze funkce f a g jsou hladké v okoli uzdvéru vnitrku Int p. Pak

dg  Of B
(9.0.2) /Im@ [5161 81@] durdug = /p [f duy + g dus].

9.1 Lokalni verze Gauss-Bonnetovy véty.

Gauss-Bonnetova véta patfi k nejhezé¢im a nejhlubsim vysledkiim v teorii
ploch. Navic je to prototyp zakladnich vét ve vyssich dimenzich, které spolu
svazuji geometrické a topologické vlastnosti ploch. Nejdriv si vysvétlime jeji
lokalni tvar.

Véta 9.1.1 Piedpoklddejme, Ze S je hladkd plocha v R? a (U,p) je mapa
na S. Predpoklddejme, Ze definiéni obor parametrizace p je oteviend pod-
monzina O C R2,

Necht ¢ : {a,b) — O je kladné orientovand, po hladkd jednoduchd uza-
viend krivka takovd, Ze Int o C O a ¢'(b—) = ¢'(ay). Definugme nyni kiivku
c na plose S predpisem ¢ = p o ¢ a oznac¢me Int c = p(Int ).

Pak )

KdS =2 — / kq(c(t)dt,
Int c a
kde kg je geodetickd krivost krivky ¢ a K je Gaussova krivost plochy p.

Diikaz.
Stejné jako v ditkazu Theoremy egregium budeme tvrzeni dokazovat za
predpokladu, ze ma prvni fundamentalni forma parametrizace p tvar

du? + G(u)du3,

kde G(u) je kladna funkce. Pak vime, ze

kde index uju; oznacuje druhou parcialni derivaci podle proménné u.
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Opét budeme pouzivat bazi e = p,, a f = %pm. V dikazu Gaussovy
velké véty jsme si rozmysleli, Zze plati

—Cuy 'f:e’fu1 =0, —Cuy 'f:e'fuz = _(\/é)ul'
Tedy
VG
—/ (e-fw)uldmduz—/(e- Juy)dug =
Int ¢

%)

/ sz—/ Q@@ﬂﬁ%mdwz
p(Int ¢) Int ¢

b
~ [ (e Lottt

Pro dalsi vypocet si pripravime vypocet geodetické ktivosti.

Ozna¢me nyni 0(s) thel, ktery svird jednotkovy teény vektor ¢ ke kiivce
c v bodé c(s) s vektorem e v tomtéz bodé. Presnéji, thel 6 je definovan
vztahem

(9.1.1) ¢ = cos fle 4 sin Of.

Pak
N x ¢ = —sinfe + cos 0f,

¢ = cos 0é + sin Of + O(— sin fe + cos Of).

Geodetickou kiivost k, je mozno vypocist pomoci vztahu k; = (N x ¢) - €.
Po dosazeni dostaneme

kg = 0(— sin fe+cos OF ) (— sin fe+cos OF )+ (cos fe+sin Of ) (— sin fe+cos Of) =

=0+ cos?f(e-f) —sin?0(f-e) +sinfcosO(f - f —&-e).

UzZitim vztahd
e-ée=f-f=0e-f+f-¢=0

dostaneme

k‘g:é—e-f,

I:/ﬂé—@xﬁ.
0

/ 0ds = 2r.
0

Tvrzeni je mimoradné nazorné. Integral se rovna prirtistku thlu 6 podél
kiivky mezi pocatecnim a koncovym bodem. Nakreslite-li si obrazek jedno-
duché krivky, je ziejmé ze tthel priroste pfi obéhu kiivky o 2.

Zbyva tedy dokazat vztah
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Trochu presnéjsi odivodnéni lze zalozit na nézorné predstaveé, ze kiivku
¢ muzeme hladce deformovat do malé kruznice (tato vlastnost byva casto
charakteristickd vlastnost tzv. jednoduse souvislych oblasti a bylo by tieba
ukézat, ze vnitfek jednoduché uzaviené kiivky je jednoduse souvisla oblast
- to uz ale dokazovat nebudeme). Pfi deformaci se hodnota integralu z 0
nemeéni, protoze vyslednd hodnota je celociselnd a pritom se spojité méni
pfi deformaci. Musi tedy byt konstatni. Ale hodnota integralu pro kruznici
je evidentné 27. O

9.1.1 Gauss-Bonnetova véta pro kiivoc¢aré mnohouhelniky.

Chtéli bychom Gauss-Bonnetovu vétu zobecnit na pfipad, kdy okraj plochy
nemusi byt hladka kfivka, ale mtze byt jen po ¢astech hladka kiivka. To pak
umoziuje pocitat velikosti ploch trojihelnikti a mnohotihelnik na plochach.
Nejdiive si zavedeme potiebné definice.

Definice 9.1.2 Rekneme, Ze krivka v(t) = (u(t),v(t)),t € R je po ¢dstech
hladkd jednoduchd krivka s periodou a, pokud existuje deleni 0 =ty < t1 <
... <tj =amtervalu < 0,a > takové, Ze plati:

(i) v(t) = (') prdve kdyz t' —t je celociselny ndsobek a;

(i1) v je hladkd a reguldrni na intervalech (to,t1), ..., (tj—1,t;);

(iii) existuji jednostranné derivace v'_(t;) a v (t;) pro vsechna i =0,...,n,
jsou nenulové a nejsou rovnobézné.

Krivka v je Jordanova kfivka, a tak miZeme mluvit opét o jejim vnitrku
a vnéjsku. Definici kladné orientované jednoduché krivky s periodou a lze
zrejme snadno rozsitit © na po castech hladky pripad.

MnoZinu M=~ U Int(y) budeme nazyvat kiivocary mnohotuhlenik, body
~v(t;) se nazyvaji vrcholy tohoto mnohotuhlenika a krivka v ziZend na dilci
intervaly deleni se nazyvd hranou mnohothelnika. Krivka v se nazyjvd obvod
mnohouhlenika.

Piedpokladejme nyni, Ze p(u,v) je regularni parametricka plocha na O
a yUInt(vy) je kiivo¢ary mnohouhelnik v O. Vnittek Int(c) kiivky ¢ = po~y
definujeme jako obraz p(Int ). Kfivku ¢ = p oy budeme nazyvat obvodem
kfivo¢arého mnohothelnika na plose p a mnozinu < ¢ > U Int ¢ nazveme
kiivo¢arym mnohothelnikem na p. Jednostranné derivace c’_(t;) a ¢/, (t;)
pak existuji a nejsou rovnobézné. Zvolme si opét ortonorméalni bazi {e,f} v
te¢né roving v piislusném bodé a definujme thly 65 pomoci vztahu (9.1.1).
Oznacme déle

51':0?—01-_;0@-:77—51-.

Uhly 6;, resp. «; jsou vnéjsi, resp. vnitini thly u i-tého vrcholu kiivoc¢arého
mnohothelnika na dané plose. Tyto thly jsou definovany modulo celociselné
nasobky 27. Budeme ptedpokladat, ze «; € (0, 27) pro vSechna i.
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Rekneme, Ze je kifivocary mnohothlenik na plofe parametrizovany ob-
loukem, pokud to plati pro vSechny kfivky na dil¢ich intervalech déleni, tj.
mimo vrcholy mnohotihelnika.

Véta 9.1.3 (Gauss-Bonnet pro kfivocéaré mnohouhelniky.) Predpo-
klddejme, Ze c je obvod krivocarého mnohothelnika na plose p s periodou a
a s vnitrnimi uhly a1, ..., a, u svych vrcholu. Pak

KdS:Zai—(n—Q)Tr—/ kg ds,
i=1 0

Int c

Diikaz.
Diikaz véty je stejny jako pro vétu predchozi. Je tfeba si jen rozmyslet,
¢emu se rovna foa 0 ds, ukazat, ze

/aéds:%—i@-.
0 i=1

To je snadno vidét pokud si v kazdém vrcholu kfivku 'zaoblime’, tj. nahra-
dime ji v malém okoli (t; — €,t; + €) bodu t; hladkou kiivkou, jejiz tecna
bude svirat thel 6. Je intuitivné zfejmé (a lehké si rozmyslet pfesné), ze

t;+e . ti+e .
/ fds = / 0ds + ;.
t;—e ti—e

Znamend to, ze thel se neméni postupné a hladce, ale sko¢i o velikost §; v
bodé t;. Také je to mozné formulovat tak, ze geodeticka krivost neni hladka
funkce, ale méa nekonec¢né prispévky v bodech t;, které pri integraci ptrispéji
velikosti 9;. (Toto posledni konstatovani zni velmi nepfesné, ale je elegantné
a pfresné formalizovanou v teorii zobecnénych funkci, neboli distribuci, které
mozna v budoucnosti jesté potkate.) O

Dusledek 9.1.4 Predpokldadejme, Ze c je krivocary mnohouhelnik na plose
p s peritodou a a s vnitrnimi uhly aq, . .., o, u svych vrcholi a Ze jeho hrany
jsou jsou geodetiky. Pak

n
/ KdS:Zai—(n—Z)w.
Int c i—1
Domaéci cviceni.
Rozmyslete si, zZe:
(1) v roviné je K = 0, tedy dostaneme

Zai —(n—2)7.
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(2) Sféra ma Gaussovu kiivost rovnu 1. Pro kfivocaré trojahelniky ABC na
sfére, jejichz hrany jsou geoedetiky, dostaneme tedy

V(ABC)=a+f+~y—m,

kde «, 8 a v jsou uhly pfi prislusnych vrcholech.
(3) Pseudosféra mé Gaussovu kiivost rovnu —1. Pro kiivocaré trojuhelniky
ABC na sfére, jejichz hrany jsou geoedetiky, dostaneme tedy

V(ABC) = — (a+ f+7),

kde «, 8 a v jsou uhly pfi prislusnych vrcholech.

9.1.2 Gaussova véta pro kompaktni plochy.

Nejdiive si zavedeme zajimavy invariant, spojeny s kompaktni plochou, kte-
rému se fika Eulerova charakteristika. Ten se definuje pomoci triangulace
plochy.

Definice 9.1.5 Necht' S je kompaktni plocha. Jeji triangulace je soubor kri-
vocarych mnohouhelniki M;,i =1,...,k na S s ndsledujicimi vlastnostmi:
(1) ezistuje atlas na S takovy, Ze kazdy mnohouhelnik M; se vejde i se svym
obvodem do nékterée mapy tohoto atlasu;

(2) S C Uf_l/\/li;

(3) pro i # j je M; N M; bud prazdnd mnoZina, nebo spolecnd hrana, nebo
spolecny vrchol;

(4) Kazdd hrana triangulace je hrana pravé dvou mnohotuhelniki.

Eulerova charakteristika plochy S je ¢islo, uréené ndsledujicim zpisobem:
zvolme trinagulaci S a oznacme V pocet vsech vrcholi, H pocet vsech hran,
a S pocet vsech mnohothelniki (stén). Pak Eulerova charakteristika x se
definuje vztahem

x=V-H+S.

Piiklad 9.1.6 Triangulaci sféry je mozné zvolit tim, Ze si zaddme t7i hlavni
kruznice - rovnik a dvé hlavnikruznic na sebe kolmée, obé prochdzejici obéma
poly. Tyto tri kruznice urcuji triangulaci sféry. Ta md 6 vrcholi, 12 hran a
8 sten, a prislusnd Fulerova charakteristika je rovna dvéma.

Zvolme si jinou trinagulaci. Naptiklad vezméme pravidleny ctyrstén, a
nafouknéme a zaobleme ho na sféru. Tato triangulace md 4 wvrcholy, Sest
spolecngch hran a 4 vrcholy. Eulerova charakteristika je opét rovna 2.

Véta 9.1.7 (Gauss-Bonnetova véta.) Necht S je kompaktni plocha, pak

/KdS: 2my,
S

kde K je Gaussova krivost a x je Eulerova charakteristika S.
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Dtsledek 9.1.8
(1) Eulerova charakteristika nezdvisi na volbé triangulace.
(2) [ K dS se neménni pi hladké deformaci kompaktni plochy.

To jsou jiz snadné disledky. Integral z Gaussovy kiivosti zfejmé nezavisi
na volbé triangulace, tedy totéz je pravda pro Eulerovu charakteristiku.

P1i hladké deformaci plochy se triangulace deformuje, ale jeji Eulerova
charakteristika se ziejmé neménni. Totéz tedy plati o integralu z Gaussovy
kiivosti.

Nyni si Gauss-Bonnetovu vétu dokazeme.
Diikaz.

Zvolime si atlas na S tak, aby jednotlivé mnohotihelniky byly obsazeny
v néjaké mapé. Pro nj-thlenik M;, jehoZ obvod je popsan kfivkou c; s
periodou a; a jehoz vnitini Ghly pii jednotlivych vrcholech jsou af pak plati

/ KdS:Zag—(nj—2)7r—/]kgds,
Int c; ; 0

2

Integral |, g K dS je souctem vsech levych stran pro vSechny mnohotihelniky
triangulace.

Soucet vSech prvnich s¢itancti na pravé strané preusporadame tak, Ze
budeme nejprve scitat vSsechny thly pfi daném vrcholu Tento soucet je 2.
Pak secteme pres vSechny vrcholy triangulace a dostanem 27V.

Soucet vsech s¢itanci tvaru —n;m je —2wH, protoze se kazdé hrana tri-
angulace vyskytne pravé dvakrat jako hrana nékterého z mnohotithelnik.

Soucet ¢lent tvaru 27 je ziejmé 2wS.

Konec¢né soucet ¢lent — foai ky ds je nula, protoze se vyskytne prislusna
kfivka dvakrat jako hrana mnohothelnika, pokazdé s opac¢nou orientaci. Vy-
sledné integraly budou opacné a odectou se!

Tim je véta dokazana.
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Kapitola 10

Apendix.

V této ¢asti je mozné najit dikazy, resp. navody k dikazim nékterjch tvr-
zeni, které nebyly v textu samotném odivodnény.

10.1 Klasifikace shodnosti v R3.

Véta 10.1.1 Libovolnd shodnost je affini zobrazeni, tj. S(x) = Ax + b,
kde A je n X n redlnd matice, b € R™. Affini zobrazeni je shodnosti prdve
kdyz A je ortogondlni matice. Shodnost se nazyvd primou shodnosti, pokud
je det A > 0, v opacném pripadé se nazyvd neprimou shodnosti.

10.2 Reflexe generuji grupu shodnosti.
Véta 10.2.1 Kazdd shodnost se dad vyjadrit jako sloZent nejvyse 4 reflexi.

Dukaz. Ozna¢me e, ey, e3 kanonickou bazi v R3. Podstata dikazu je v
tom, Ze libovolné shodnost, ktera zachovava pocatek 0 a vsechny tfi vektory
kanonické baze je uz nutné identita. To je ihned vidét z véty o klasifikaci
shodnosti (jediné linedrni zobrazeni, které prevadi na sebe vektory néjaké
baze, je identita).

Predpokladejme, 7e S je shodnost v R3. Pokud je a = S(0) nenulovy
vektor, najdeme reflexi Ry, pro kterou Ry(a) = 0.

Pokud shodnost Sy = Ry o S prevadi e; na vektor vy rizny od ey, pak
existuje nadrovina H; s vlastnosti, Ze odpovidajici reflexe R; prevadi vi na
e;. Vzhledem k tomu, ze S; zachovava pocétek, musi platit |e;| = |vi], a
tedy nadrovina H; obsahuje pocatek. Shodnost S; = Rj 0 .Sy, tedy prevadi
pocatek, i vektor e; na sebe.

Stejné postupujeme dal. Pokud S; pfevadi bfes na jiny vektor ve, pak
najdeme reflexi Ro vzhledem k nadroviné Ho ktera prevadi vo an ey. Pro-
toze shodnosti zachovévaji vzdalenosti, musi nutné nadrovina Hs obsahovat
pocatek i vektor e;. Tedy shodnost Sy = Ry0.57 zachovava pocatek i vektory
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e, es. SloZzenim Sy s dalsi reflexi R3 doséhneme toho, Ze R3 o S3 zachovava
pocatek i vSechny vektory kanonické baze, a je tedy identita. Tedy S lze
vyjadrit jako slozeni nejvyse 4 reflexi.

10.3 Vlastnosti vektorového soucinu
Tvrzeni 10.3.1 Pro kazdé tii vektory v R® plati
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

Navod k dtkazu:
(1) Tvrzeni je ekvivalentni s tvrzenim, Ze pro kazdé étyii vektory v R? plati

(ax(bxc))-d=(a-c)(b-d)—(a-b)(c-d)
(2) Tvrzeni je ekvivalentni s tvrzenim, Ze pro kazdé étyii vektory v R? plati
(axd)-(bxc)=(a-b)(d-c)—(a-c)(d-b),

protoze smiseny soucin se neméni pii cyklické zameéne.

(3) Predchozi tvrzeni se lehko ovéii pro piipad, ze a = b a oba vektory c a
d jsou kolmé na a.

(4) Je ihned vidét, zZe leva strana rovnosti (2) se neméni pro transformaci

a = a1a + fid, d = ya -+ 51d; b = asb + ﬁzc, c = ’ygb + 52C;

A — <a1 ﬁ1> Ay = (az ﬂz)
M0 Y2 02
patii do SL(2,R).

(5) Pfimym a jednoduchym vypocétem se ukaze, Ze i prava strana rovnosti
(2) se neméni pii této transformaci.

(6) Vyse uvedenou transformaci je mozné tvrzeni (2) prevést na ptipad (3).
(Obé dvojice vektoru zadavaji dvé roviny, které se nutné obsahujici spolec-
nou pfimku. V této p¥imce si zvolim vektor a’ a oba vektory a a d pfevedu
vhodnou transformaci na tento vektor. Zbylou libovtli vyuziji na to, abych
vektory b a c pfevedl na vektory kolmé k a’.)

kde matice



