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tvod

cviceni, zapocet, zkouska

Statistika

> cviteni v potitatové utebné& PUA (suterén Albertov 6)
» MS Excel [ ]
» voln& &ifitelny program R (http://cran.r-project.org/)

[funkce R]

» (aktivni G&ast na cviteni, maximdln& dv& absence) & (napsani

zapottového testu) = zdpolet

» obsah cvi€eni vice pFizpisoben studovanému oboru
> predndsky jsou formulovany obecnégji

» zkouska kombinovand (pisemnd s potitatem i dstni), zdpolet

musi zkouSce predchazet; prihlasovani ke zkousce pres SIS

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013

1. predndéka 1. Fijna 2012 3(265)

literatura

Statistika

v

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013

K. Zvara: Biostatistika, Karolinum Praha, 1998, 2000, 2001,
2003, 2006, 2008

Z. Pavlik, K. Kiihnl: Uvod do kvantitativnich metod pro
geografy, SPN Praha, 1981

T. H. Wonnacot, R. J. Wonnacot: Statistika pro obchod a
hospodéfstvi, Victoria Publishing Praha, 1992

slajdy pfednasky na adrese
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zvara

mize dojit k drobnym Udpravam slajdli po predndsce i pred ni

1. pfednadka 1. ¥ijna 2012 2(265)

[ _Gvod_zdkadni pojmy_prikiady variatni fada _charakteristikypolohy |
prehled témat

Statistika

>

popisnd statistika (mé&Fitka, charakteristiky polohy, variability,
souvislost znakii)

» statistika v geografickych/demografickych /socidlnich v&dach

pravdépodobnost (zdkladni kombinatorické pojmy, klasicka
definice, podmin&na pravdépodobnost, nezivislost)

ndhodna velitina (rozd&leni, stfedni hodnota, rozptyl, hustota,
distribu¢ni funkce)

» duleZitd rozd&leni (normalni, binomické, Poissonovo)
» statistické usuzovani (populace a vybér, parametry a jejich

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013

odhady, interval spolehlivosti, volba rozsahu vybéru)
testovani hypotéz (chyba 1. druhu, chyba 2. druhu, hladina
vyznamnosti testu, sila testu, p-hodnota)

nékteré testy (o popula&nim priméru & primérech,
populaénim podilu &i podilech, nezavislosti, regresnich
koeficientech)

regrese, kontingen&ni (&ty¥polni) tabulky
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priklad statistického zjistovani |

Statistika

» zjistovani se tykd muzi stfedniho v&ku
» v souboru je 80 ku¥akid a 120 nekufaki
> 85 muzi ma odi modré, 25 hnédé, 90 jiné barvy

> 27 muzd ma jen zakladni vzdélani, 44 nelplné stfedni, 65

maturitu, 64 vysokoskolské

> 22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce

1944, ..., 18 v roce 1951

» hmotnosti jednotlivych muZi jsou 83, 92, ..., 63 kg
> vyska jednotlivych muZd jsou 172, 176, ..., 178 cm

» Co maji tyto tdaje spoletného? Cim se tidaje v jednotlivych

podskupindch [i&i7? Souvisi kou¥eni a vzd&lani? Souvisi p¥ijem
se vzdélanim? Souvisi vdha s vySkou? Je tato souvislost stejna,
jako v zemi XY?

priklad statistického zjistovani Il

Statistika

» zjidtovani se tyka p¥ijmi obyvatel

» hodnotime hruby pFijem za rok

» prihlizime k mistu trvalého bydlist& (velikost obce, ktery kraj)
» prihlizime k vzd&lani (druh, délka skolni dochazky)

> ptihiZzime k délce praxe v oboru

» prihlizime k v&ku a pohlavi

» Co maji tyto tdaje spoletného? Cim se tidaje 1i&i?

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013
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zdkladni pojmy

v

co a jak m&ime (zjistujeme)

Statistika

» mé&fime na mnoha statistickych jednotkach (osoba,

domadcnost, obec, okres, stit, pokusné pole .. .)

» m&fime (zjistujeme) hodnoty statistickych znakd

> zjisténou hodnotu znaku vyjadfujeme ve zvoleném méfitku

(stupnici)

> na jedné jednotce miZeme m&Fit n&kolik znakd (to umoZni

vy3etfovat zdvislost)

s

» méFfime na skupindch jednotek — souborech
> zajimaji nds hromadné vlastnosti ve velkych souborech

> miZeme porovnavat vlastnosti znaku mezi soubory

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013
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zdkladni pojmy

Statistika

» nula-jednitkové (muz/Zena, ku¥ak/neku¥ik)

» nominalni (zem& pilivodu, barva o&i) jednozna¥né dané

hodnoty (drovn& znaku)

» ordinalni (dosaZené vzdélani, stupei bolesti) jednozna&n&

dané hodnoty, mozné hodnoty jsou usporddané

» intervalové (teplota v Celsiov& stupnici, rok narozenf)

konstantni vzdalenosti mezi sousednimi hodnotami,
umisté&ni nul je jen konvence;
o kolik stupiitl je je dnes tepleji, neZ bylo véera?

» pomérové (hmotnost, vyska, HDP, potet obyvatel, v&k)

nasobek zvolené jednotky

nula = neexistence méfené vlastnosti
kolikrat je A stardi (vy33i ...) nez B
kolikrat je dnes tepleji? nedavd smysl

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. prednaska 1. ¥ijna 2012 8(265)




zakladni pojmy

méfitka (stru¢ngjsi d&lenf)

Statistika

v

v

kvalitativni: nula-jedni¢kové, nominalni, ¢asto i ordindlni

u kvalitativniho mé¥Fitka se zpravidla uddvaji ¢etnosti
jednotlivych hodnot (kolikrat ktera hodnota nastala)

» kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, n&kdy

ordindlni (neni spojité)

» hodnoty v kvantitativnim méFitku — &isla

» zafazeni znaku k urcitému mé¥fitku muZe zaviset na ucelu

Setfeni (nap¥. barva nomindini pro biologa, p¥inejmendim
ordindlIni pro fyzika)

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013
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zékladni pojmy

veli¢ina

Statistika

v/ v “ s v ’ 7 vV s eyt Y4
> Ciseln& vyjadreny vysledek mé&Feni (zjistovani)

» hodnoty znakl v intervalovém a pomé&rovém méFitku jsou

husté — spojita veli¢ina

» Cetnosti hodnot znaki v nula-jedni¢kovém, nomindinim (&i

ordindlnim) mé&fitku — diskrétni veli¢ina

» pro veli¢iny mame charakteristiky nékterych jejich

hromadnych vlastnosti (charakteristiky polohy, variability,
tvaru rozdéleni)

» charakteristiky (statistiky) maji jednim &islem vyjad¥it danou

vlastnost

(T4

» Kdo je vyssi — dvandctileti hosi nebo dvandctileté divky?

(potfebujeme vysky vech dvanictiletych hochi
charakterizovat jedinym ¢&islem, ma vyjadfit drover vysek,
podobné& pro divky)

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. prednstka 1. Fjna 2012 10(265)

priklad: 100 hod{ kostkou

pocty puntikdl na kostce coby rlizné obrazky — nominalni znak

H O WOOaOONPAND

Statistika

kostka A kostka B
2 5 6 3 1 1 2 2 2 1 4 6 2 3 2 6 1 5 2
4 5 3 1 1 3 5 5 5 5 6 5 5 6 4 2 4 5 6
3 2 5 5 5 2 2 5 2 3 6 3 6 5 6 1 3 5 1
6 5 5 2 3 6 6 4 6 6 6 2 1 1 2 6 3 2 3
4 1 4 2 2 4 5 2 5 4 4 1 6 6 2 6 3 2 6
5 3 3 5 3 6 6 6 5 2 6 1 2 6 1 5 5 6 5
5 4 5 1 1 4 3 2 4 6 6 5 1 6 6 6 1 2 6
2 4 6 6 3 4 6 1 2 6 2 5 6 2 6 6 5 6 4
6 1 2 6 2 4 3 2 3 6 1 2 6 2 1 6 6 6 ©6
1 6 5 2 6 4 4 6 3 6 5 1 5 6 6 1 6 6 ©6

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013
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hody kostkou jako hromadny jev

Statistika

» chceme n = 100 zji¥t&nych hodnot (poctld puntiki) vyjadFit

nazorn&, aby vypovidaly o vlastnostech kostky

» nj (absolutni) €etnost [frequency] j-té hodnoty (kolikrat

nastala)

» f; = relativni Eetnost j-té hodnoty (Ize vyjad¥it v %)

v jakém dilu mé&Feni nastala

> nutné platfn:n1+n2+...+nkzzjl-‘:1nj, Zjllezj-:l
» tabulka etnosti (absolutnich, relativnich)

» grafické vyjadfeni &etnosti — histogram [histogram, barplot]

(velikost plochy je im&rnd Zetnosti)

» rozhodovani o kvalité kostky (zda je symetrickd) je tlohou

statistické indukce [inference] — bude pozdé&ji

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. prednaska 1. ¥ijna 2012




p¥iklady ptiklady

zpracovani Cetnosti (kostka A) zpracovani Cetnosti (kostka B)

nj  fj=nj/n

j j nj fi=nj/n 4 —

1 ) 12 012 ¢ 1 A 15 015

2 HHEH ) 21 021 . o SHHEILL 16 016 &1

3 Ry 14 0,14 3 I 7 0.07

s LY 15 015 4 Ml 6 006

5 M 21 021 ] 5 15 0,15 DD D

6 Hj"#’#’:‘-/l 17 0,17 B B e 6 HH‘JLHHHNM#HM 41 0,41 o DD L
7= 100 1,00 SRR =100 Cr s
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priklad: vék 99 matek varia¢ni fada, poradi

99 zjisté€nych hodnot — soubor naméfenych hodnot
> X1,X2,...,X, plivodni (neuspofddand) data — hodnoty znaku

uvedené v plvodnim potadi, bez ohledu na p¥ipadna opakovani
26 35 21 25 27 24 24 30 23 18

» variatni fada (usporadany vybé&r) [sort(x)]
3 21 25 26 26 19 29 22 21 27
26 30 28 28 27 29 27 26 21 23 X1) S X2) < -+ < X(n)
24 21 28 25 34 24 21 28 25 28
22 26 32 22 32 25 21 25 24 32 data v méFitku aspoii ordinalnim uspofradana tak, aby hodnoty
24 22 31 33 23 30 26 27 25 24 neklesaly; proto zavorky u indexii
24 23 25 23 26 28 24 25 25 26 » poradi [rank] — umist&ni pozorovani ve variaéni ¥adg;
28 28 22 23 20 20 21 31 24 21 shodnym hodnotdm ddvdame priimérné porad{ [rank(x)]
20 28 26 38 20 23 25 37 33 23

. X 22 15 17 15 21 13 18

27 23 21 25 21 33 22 29 21 » priklad pofadi R | 7 25 4 25 6 1 5

» v Excelu m3 funkce RANK() poné&kud jiny vyznam, Ize pouZzit
opravu na shody (viz ndpovédu pro RANK)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. ptednaska 1. ¥ijna 2012 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. prednaska 1. ¥ijna 2012



varia&ni fada varia&ni ¥ada

priklad: vék 99 matek — varia¢ni fada t¥idéni, t¥idni &etnosti

usporadany soubor hodnot — varia¢ni fada

> spojitad veli¢ina s velkym poétem namé&fenych hodnot
» obor hodnot rozdélime na k neptekryvajicich se t¥id

18 19 20 20 20 21 21 21 21 21 . o o2 .
(intervall), nejlépe stejné délky (ale ne vzdy je to praktické &i

21 21 21 21 21 21 21 22 22 22

22 22 22 23 23 23 23 23 23 23 moZné)

23 23 24 24 24 24 24 24 24 24 » v3echna pozorovani z daného intervalu nahradime zastupnou
24 24 25 25 25 25 925 25 25 925 hodnotou (zpravidla stfedem intervalu) x* (xf <...<xp)
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26 » zjistime (absolutni) &etnosti ny, ..., ng jednotlivych t¥id

260 26 26 26 27 27 27 27 27 27 » kumulativni €etnost N; udavd polet hodnot v dané tfid€ a
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29 tfidach predchazejicich (1 <j < k) [cumsum( )]
20 20 20 30 30 30 31 31 32 32

32 33 33 33 34 35 35 37 38 J

Nj:n1+n2+...+nj:Zn,~

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. ptednaska 1. ¥jna 2012 17(265) Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. prednaska 1. ¥jna 2012 18(265)

vék matek — tFidni Cetnosti grafické znazornéni tfidnich etnosti
k=17

> histogram je zaloZen na tfidéni do intervall, vyjimecné
zobrazuje p¥imo Cetnosti jednotlivych hodnot (barplot)[hist( )]

interval | x* | n; | i=n;/n | N;j | N;/n

4020 1191 5 0051 | 510051 > kazdé tfidé odpovidd obdélnik o plose imérné Eetnosti
212323 | 22 | 27 0973 | 32 | 0324 (absolutni nebo relativni)
24 3326 | 25 | 32 0,322 | 64 | 0,646 > pfi stejnych Sitkach intervall h odpovidaji ¢etnostem vysky
27 2% 29 | 28 | 19 0,192 | 83 | 0,838 obdélniki (protoZe zdkladny jsou stejn& dlouhé)
302232 |31 ] 8 0,081 | 91 | 0,919 » pocet intervalli k: voli se 5-15 tak, aby stfedy byly okrouhlé
332235 | 34| 6 0,061 | 97 | 0,980 » pomickou je nap¥. Sturgesovo pravidlo
36 avice | 37 | 2 0,020 | 99 | 1,000
celkem - 199 1,000 | - - k~1+33-logign=1+logy,n

» priklad vék matek: k ~ 1+ 3,3 -log;799 ~ 7,6

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. ptednaska 1. ¥ijna 2012 19(265) Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. prednaska 1. ¥ijna 2012



varia&ni fada varia&ni ¥ada

priklad (v&k matek): histogram, h =3 (k =7) priklad (v&k matek): kumulativni relativni &etnosti
[hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow" )]
" e ]
o J © T T T T
T T T 1 20 25 30 35
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tFidéni p¥i nestejné dlouhych intervalech priklad: tolary

mési¢ni pFijmy 99 osob v tolarech

Cetnosti

xp (10|11 }12 |13 14 15 16|17 18 19 20
nj| 7 |14}16{100 6 3 9|3 1 5 3

xjp |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47

» nékdy jsou data nepravidelné rozmisténa

» zpravidla jsou soustfedéna u levého okraje rozmezi hodnot
(v&kové &i pFijmové sloZeni obyvatelstva)

> pak vhodné zvolit nestejné dlouhé intervaly 4 3 3 1 2 1]/1 1 2 1 1 1 1
> je vhodné zvolit délky interval(l tak, aby delsi byly ndsobkem
krat&ich t¥idni Zetnosti (hustota = Zetnost na jednotku délky intervalu/n)
> pfi nestejné dlouhych intervalech musi zjisténé Cetnosti t¥ida 10 | 11 | 12 | 13-16 | 17-20 | 21-30 | 31-50 | celk.
odpovidat plocha, nikoliv vyska; pak se na svislou osu nanasi x; 10 | 11 | 12 14,5 18,5 25,5 40,5
relativni Cetnosti n 7114 | 16 28 12 14 8 99
hustota*99 | 7 | 14 | 16 7 3 1,4 0,4

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. ptednaska 1. ¥ijna 2012 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. prednaska 1. ¥ijna 2012



priklad (tolary): histogram vybérové charakteristiky polohy: medidn

na svislé ose je hustota (celkovd plocha obdéIniki = 1)
» snaha charakterizovat trovefi (malé &i velké hodnoty) &iselné
_ veli¢iny jedinym &islem

n
s 4 » medidn je Cislo, které déli data na dvé& stejné velké &asti
(v&tsich hodnot a mensich hodnot, medidn je ve variaéni ¥ad&

° uprostted)
S » median [median] (prostfedni hodnota) X [median(x)]
8 = X(ni1) pro n liché
o

.1 ( L ) 4é

X == (x/ny+ X(n ro n sudé

2 \"(3) " (53+1) P
8 | I )
S w w w | » zavorky u indexi jsou nutné: znamenaji, Ze hodnoty byly
10 20 30 40 50 predem usporadany do variaéni ¥ady

»53,4,96 x=5 (3<4<5<6<)9)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. ptednaska 1. ¥jna 2012 25(265) Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. prednaska 1. ¥jna 2012 26(265)

kvartily, percentily vypolet percentild (jako v R), jen pro ilustraci

jedna z moznych definic — Gumbel(1939)
> k danému p se najde celé &islo k spliiujici

» dolni (horni) kvartil Q; (Q3) [lower (upper) quartile] k—1

vyd&luje ¢tvrtinu nejmensich (nejvétsich) hodnot n—1 sp< n—1
» kvartil — specidlni p¥ipad percentilu » tedy k = |1+ (n—1)-p] (|x] znamena celou &ast z x)
» percentil [percentile] x, vyd&luje 100p % nejmensich hodnot > provede se linedrni interpolace mezi x(x) a X(k41):

od ostatnich g=01+n-1)-p)—k={1+(n—-1)-p}

» vypocet percentild — mnoho vzorecki Xp = (1=q) - Xy + G - X(k+1)

({x} znamena zlomkovou &3st x, o kolik pfesahuje celé &islo)
> podobné& Q1 = X153 = X025, @3 = X3/4 = X0,75 » napf. pro n = 99, p = 0,25 bude

tile(x,probs=c(1/4,3/4
lquantile(x,probs=c(1/4,3/4))] - _ k=|1+(99—1)-025] = [1+24,5] = |255] = 25
1., 5. a 9. decil jsou vhodné k popisu rozdéleni p¥ijmi
q=255-25=05

Q1 = X025 = (1-0,5)- X(25) 0,5- X(26) = 23

» medidn je také percentil, totiz xg 5

v

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. ptednaska 1. ¥ijna 2012 27(265) Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 1. prednaska 1. ¥ijna 2012 28(265)



charakteristiky polohy charakteristiky polohy

priklad: vék 99 matek — varia¢ni ¥ada krabicovy diagram

variaéni fada, median x =25

» krabicovy diagram [box-plot] zobrazuje kvartily, medidn,
kvartily Q1 =(23+23)/2=23, Q3 =(28+28)/2=28

minimum, maximum, p¥ipadn& odlehld pozorovéni (jsou od

decily xo1 = 0,2-21+0,8-21 = 21, x99 = 0,8-32+0,2-32 = 32 bliz&iho kvartilu dal ne 3/2-(Qs — Q1)) [boxplot(x)]
18 19 20 20 20 21 21 21 21 21 > priklad: vék matek (Q = 23, % = 25, Q3 = 28, dvé& odlehls
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22 pozorovan)

22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27 bememmee- [T} { oo
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
209 29 20 30 30 30 31 31 32 32 20 »s 30 a5
32 33 33 33 34 35 35 37 38
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priklad: tolary pramér
% =14, Q1 =12, @ = 19,5, x01 = 11, x00 = 0,827 40,228 = 27,2

o 10 10 10 10 10 10 11 11 11 » pramér [mean] (kdyby bylo v8ech n hodnot stejnych)

11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 [mean(x)]

11 12 12 12 12 12 12 12 12 12 . Lo

12 12 12 12 12 12 12 13 13 13 == (et ..t =~ S x
13 13 13 13 13 13 13 14 14 14 i1

14 14 14 15 15 15 16 16 16 16
16 16 16 16 16 17 17 17 18 19

19 19 19 19 20 20 20 21 21 21 . Lk ko S o
21 22 22 22 24 24 24 26 27 27 R==(mxg A+ mog) ==Y o)=Y A=
n n < — n doiqnj
28 32 35 36 36 40 43 45 47 =1 =1 j=11j
» obecné&ji s vahami wq, ..., wy hodnot X', ..., x;
I I D i o 00 o 000 P

p vahy nutn& nezdporné: w; > 0, Zj'(:l w; >0
10 20 30 40 dim1 W
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priklad: Statistika — znamky 2011/12 priklad: HDP zemi V4 v roce 2010

obyvatelé v tisicich, HDP na obyvatele v tisicich PPT (standard kupni sily)

zndmka studentd studentd [%] ,
X ni o xtn; zemé obyvatel HDP souin  proc. obyv.
I 0 5 3041 CZ  10517,247 19,4  204034,59 16,33 %
5 52 104 30,41 HU 9976,062 15,8  157621,78 15,49 %
3 55 165 32.16 PL 38441,588 15,3 588156,30 59,58 %
4 12 48 7.02 SK 5477,038 18,0 98586,68 8,50 %
P — 171 369 100,00 celkem 64411,935 68,5 1048399,35
> primér (nevazeny): 68,5/4 = 17,125
Xy = 1.52+2-52+3-55+4-12 — 369 =216 » vazeny pramé&r (vahami polet obyvatel):
52+52+55+12 171 1048399,35/64411,935 = 16,276
1-30,41+2-30,41 +3-32,16 +4-7,02 215,79 o o
Xy = 30411 3041 £ 3216 1 7.02 = 100,00 2,16 » vazeny pramé&r (vahami podil obyvatel): 16,276
» kazdy nenulovy nasobek vah vede ke stejnému vaZzenému
kazdy nasobek vah da stejny vysledek! priméru
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primér pro nula-jedni¢kovou veli¢inu modus
> primér = relativni &etnost jednicek » modus X [mode] nejéast&jsi hodnota
> pocet jednitek/potet viech hodnot (nul i jednitek) » modus lze potitat také pro nomindini & ordindIni m&¥itko
» procento jedniek mezi v¥emi hodnotami (nulami a » modus nemusi byt uréen jednozna&ng, nap¥. vék matek:
jedni¢kami) Xj* 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
» procento jedincl s danou vlastnosti nj 1 1 3 12 6 9 10 12 10 6
*
> zpravidla to neni pravd&podobnost, nanejvy¥ jeji odhad! x; 28 29 30 31 32 33 34 35 3r 38

R 9 4 3 2 3 3 1 2 1 1

» o pravdépodobnost jedni¢ky by Slo, kdybychom méli ndhodné o o )
» maximalni ¢etnost nastava pro 21 i pro 25

ze v8ech hodnot jedinou vybirat a kaZzdé z n pozorovani mélo
stejnou pravdépodobnost, Ze bude vybrano » modus zndmek ze statistiky X = 3
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charakteristiky polohy charakteristiky polohy

priklad — v&k matek priklad — tolary
> ji¥ zndme % — 25, Q) — 23, Q; — 28 > prumer
» modus neni uréen jednoznatné: X = 21, X = 25 % = i (26420 +...+12+10) = 1687 = 17,04
> primér 99 9
) o514 > vazeny priimér zaloZeny na etnostech jednotlivych hodnot
>‘<:®(26+35+...+21+23):W£25,7 7-104+14-114+16-12+---+1-47 1687

X = = 17,04
o S _ X 7T+14+16+ - +1 99 ’
» vaZzeny primér zaloZeny na t¥idéni (h = 3, viz str. 19)
» vaZeny primé&r zaloZeny na tfidnich &etnostech (obr. 24)
5.19427-22+32-254+19-284+8-314+6-34+2-37

X = 5127 132119181612 )_(W:7-10+14-1+16~12+28.14,5+.-~+8-40,5
2547 . o o 2544 7+144+16+28+12+14+38
=59 =% (ale # 99 ) _ 1725 - 1742
99
» modus: X =12 medidn: X = 14
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priklad (tolary): porovnani tfi mér polohy useknuty pramér

zpravidla je modus < median < mean

o ] — Eq’:dfl‘;if(r(n”;‘fj?;g) Lros > alf.a-useknut)'( pramér [trimmed mea.n]:
° M modus (mode) 12 nejprve se oddéli (usekne) 100cx % nejmensich a 100a %
nejvétsich hodnot, ze zbytku se spoditd primér
3 - » je robustni (necitlivy) vigi odlehlym hodnotdm
» voli se zpravidla o = 0,1
9 | » priklad: vék matek [mean(vek.m,trim=0.1)]
) 1
o — m (X(lo) + Xa1) + -+ X@9) + X(go)) =253
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charakteristiky polohy

priklad (v€k matek):useknuty pramér

(pramé&r potitan pouze z ernych &isel)

vylouti se |0,1-99| = [9,9] =9 (| x| znamend celou &ast z x)

nejmensich a 9 nejvétsich hodnot
18 19 20 20 20 21 21 21 21 21
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 29 30 30 30 31 31 32 32
32 33 33 33 34 35 35 37 38

vlastnosti charakteristik polohy

» charakteristiky (miry) polohy maji mé&Fit troveii spojitého
znaku (velky — maly, hodn& — milo, ...)

» zménime-li v8echny hodnoty x; tak, Ze pfiddme ke kaZdé
stejnou konstantu a, zméni se o tutéz konstantu také
charakteristika polohy (posunuti)

> zménime-li v8echny hodnoty x; tak, Ze je vyndsobime kladnou
konstantou b, toutéZ konstantou musime vynasobit plvodni
charakteristiku polohy, abychom dostali charakteristiku polohy
pro upravend data (zmé&na méf¥itka)

» obecné& pro miru polohy m(x) plati

m(a+ x) = a+ m(x),
m(b-x) = b-m(x), b>0

» v obou pfipadech mira polohy reaguje
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charakteristiky variability

» mé&Fi rozptyleni (nestejnost, variabilitu) hodnot &iselné veli¢iny
» obecn& pro miru variability s(x) by mélo platit:

s(a+ x) = s(x), (srovnej s m(a + x) = a + m(x))
s(b-x) =b-s(x), b>0

> pri¢tenim stejné konstanty a (posunutim) se charakteristika
variability nezmé&ni (nezdvisi na poloze)

» vyndsobeni kladnou konstantou znamend, Ze stejnou
konstantou nutno vyndsobit charakteristiku variability

> rozpéti [range] R = x(n) — X)

» kvartilové rozpéti [quartile range] Ro=Q@3—
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charakteristiky variability

rozptyl (variance)

» (vyb&rovy) rozptyl (variance) [variance] [ |[var(x)]
(nevyhovuje druhému pozadavku, plati s§+b_x = b?-s2)
1 _ _ -
2= (b= R+ G Pt (0~ %)
1 ¢ ~12 1 ~ ) =2
:n_IZ(X,-—x) = in—n-x
i=1 i=1
1 & 1 [
x_ 2)2 2 22
e ST S PO
j=1 j=1

» necht x; = 1,x = 3,x3 = 8, pak je
x=(1+3+8)/3=12/3=4

sX:—((1—4)2+(3—4)2+(8—4)2)=27211**i3762
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charakteristiky variability

smérodatnd odchylka

>

>

rozptyl mé&f primérny tverec vzdalenosti od priméru

smérodatna odchylka [std. deviation]: odmocnina z rozptylu

[ J[sd(x)]

Sx = 1/ S?

zcela vyhovuje pozadavkim na miry variability

vyhoda smérodatné odchylky:

stejny fyzikalni rozmér jako plvodni data

vybérovy rozptyl politany z tFidnich etnosti:
Sheppardova korekce (jsou-li viechny intervaly délky h):

2

delti —
odetti 15

priklad — vék matek

> rozpéti: R=38-18=20

> kvartilové rozpéti: Ro=28-23=5
> rozptyl
1 2544\ 2
2 2 2 2 2
=—((26°+35°"+...4+21°4+23°) —-99 - (| ——
s 98<( + 35 + ... +21° + 2379 <99>>
= 16,97 = 4,122
» smérodatna odchylka je 4,12
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priklad — vék matek 2

>

>

pomoci t¥idnich &etnosti

1 2547 2

2 2 2 2

— [ (5-192+27-222 ... +2.37%) —99.

s 98((5 9% 427 37%) 99<99>>
= 16,36 = (4,05)?

navic Sheppardova korekce (vZechny t¥idy maji délku h = 3)

32
s2=16,36 — 15 = 15,61 = (3,95)2
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stfedni odchylka

» stfedni odchylka [mean deviation]: primér odchylek od
medidnu (né&kdy od priiméru) [mean(abs(x-median(x)))]

n

d:%Z’X,'—)?|

i=1

» stiedni diference [mean difference]: primér vzajemnych

vzdélenosti viech n? dvojic [mean(abs(outer(x,x,”-")))]
1 n n
A== > Ixi—x
i=1 j=1
2
=52 () —x0)
J>i
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charakteristiky variability

normované charakteristiky rozptylenosti

» dosud zavedené charakteristiky variability zaviseji na volbé
mé&¥itka (nap¥. délka v m nebo v km)

> hleddme charakteristiky nezavislé na méFitku, nutné pomérové
méFitko, kladné hodnoty

» umozni porovnani z riiznych soubori

» variatni koeficient [sd(x)/mean(x)]

— SX

V==
X

» (Giniho) koeficient koncentrace

c-2 <_ 231 X) n+1>

2%

L _
Y i1 Xi n

souvisi s plochou u Lorenzovy kFivky

méFi napfiklad nerovnomérnost p¥ijmd, velikosti izemnich
jednotek . ..

charakteristiky variability

z-skor, standardizace

Statistika

» varia&ni koeficient v, Giniho koeficient G jsou p¥iklady

bezrozmé&rnych veli¢in (zasluhou priméru ve jmenovateli z4visi
G i v na posunuti!)

> z-skéry [

[(x-mean(x))/sd(x)] nebo [c(scale(x))]

X,'—)_(
Zi = )
Sx

i=1,2,....n

» dostaneme nulovy primé&r (z = 0), jednotkovy rozptyl (s, = 1)

> z-skéry jsou bezrozmérné = umozni hodnotit vlastnosti
nezavislé na poloze a variabilité, nap¥. tvar rozdéleni

> x1=1,x=2,x3=3 = Xx=2,5.=1

1-2 2-2 3-2
zn=3=-lLzn==0zn=""=1

Statistika

charakteristiky tvaru
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charakteristiky tvaru: Sikmost [skewness]

Statistika

e

» invariantni vi¢i posunuti i zméné& méfitka:

Y(a+x) =~(x)

Ab-x)=7(x)  b>0

proto pouzijeme z-skéry

v

Sikmost \/b; — priimér z 3. mocnin z-skérii
[ ] [mean(scale(x)"3)]

Va=ty (2

i=1

> pro symetricky histogram /by blizké nule

v

doprava protaZzeny histogram pro /by >> 0

v

doleva protaZeny histogram pro v/b; << 0
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charakteristiky tvaru

charakteristiky tvaru: 3picatost [kurtosis]

Statistika

> Spicatost by — priimér ze 4. mocnin z-skord

(n&kdy se odetita 3) [ ] [mean(scale(x)"4)]
1 " Xi — X 4
= n ,2; ( Sx >

» nékdy se potitaji odhady populaéni Sikmosti a Spi¢atosti jinak
(Excel: sy jinak, Fisherovo g1, g» — pro zajimavost)

_/n(n—1) ~(n+1)(n—1) 3(n—1)
a="" 5 Vb gz_(n2)(n3)<b2_ n+1>

» Sikmost a $picatost slouzi k hodnoceni, zda Ize pfedpokladat
normdlni rozdéleni (bude zavedeno pozdéji)
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charakteristiky polohy v geografii /demografii charakteristiky polohy v geografii/demografii (2)

> misto x budeme tuto ptednasku oznalovat méfené hodnoty
jako y, princip pojmi je stejny, oznadeni je jen konvence

> Casto zname jen priiméry v dil¢ich souborech a &etnosti: > geograficky stied

priméry se pouZiji jako y/", Cetnosti standardné& > bod
> priklad: v&k novych profesorli a docentii UK 2002: » prisetik prim&rné zem&pisné &irky a prim&rné zem&pisné
41 profesorii, primé&rny vék 51,1 (n; = 41, y; =51,1) délky; priiméry vazime velikosti sledovaného jevu
77 docentd, prime&my vék 47,8 (n = 77, y; = 47,8) > geograficky median — obdoba medianu,
prim&r novych habilitovanych akademickych pracovnikil > tra, ktera rozd¥luje geografické objekty do dvou disjunktnich
(vaZeny priimér): souvislych skupin stejné velikosti
weighted.mean(c(51.1,47.8),c(41, » hodnocena vlastnost uréi velikost objektl (nap¥. pocet
[weighted (c(51.1,47.8),c(41,77))] hodnocend v { velikost objektii (
41-51.1+77-47.8 obyvatel tizemnf{ jednotky)
l;l - — =489 » usporadani hodnoceni znakil dano zvolenou geografickou
T vlastnosti (napf. zemé&pisnou délkou)
nikoliv [mean(c(51.1,47.8))]
51,1+ 47,8
% = 494

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 3. pfednddka  15. ¥ijna 2012 53(265) Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 3. predndska  15. ¥ijna 2012 54(265)

pfiklad: geograficky stfed obyvatel CR priklad: geograficky medidn
pouZijeme jen tdaje o krajich CR v roce 2006 s¢itdme obyvatele postupné od zdpadu na vychod, posledni je v zdpadni poloviné
Liberecky kraj L, ve vychodni poloviné je prvni kraj Vysoina oznaéeny symbolem J
Zkratka kraj rozloha obyvatel Sitka délka
1 A Praha 49609 1188126 50,08 14,42 délka obyvatel souZet podil
2 S StfedoCesky 1101473 1175254 50,08 14,42 K 12,87504 304602 304602 0,02960984
3 C Jiho&esky 1005688 630006 48,98 14,47 P 13,36667 554537 859139 0,08351543
L U 14,03333 823265 1682404 0,16354361
14 T Moravskoslezsky 542698 1249290 49,84 18,32 A 14,41667 1188126 2870530 0,27903930
S 14,41667 1175254 4045784 0,39328372
> %i¥ka C 14,46667 630006 4675790 0,45452553
L 15,06528 430774 5106564 0,49640033
1188126 - 50,08 4 1175254 - 50,08 + ... 1249290 - 49,84 _ ., J 15,58333 511645 5618209 0,54613646
= ) H 15,66667 549643 6167852 0,59956631
1188126 + 1175254 + ... 41249290 E 15,77583 507751 6675603 0,64892392
» délka B 16,63333 1132563 7808166 0,75901843
M 17,25119 639894 8448060 0,82122142
1188126 - 14,42 4+ 1175254 - 14,42 + ... 1249290 - 18,32 _ 1559 7 17,66667 589839 9037899 0,87855866
=15, T

1188126 + 1175254 + .. . + 1249290 18,31117 1249290 10287189 1,00000000
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e poloy g e [ o _poiny o demogs Gt Lorerons ks —Loreraos Kk » vianim v dhjce ok

pfiklad: geograficky stfed obyvatel CR Giniho index
pouZijeme jen tdaje o krajich, [ — stfed obyvatel (A — velikost kraje) (misto x stéle jest& piseme y)
» Giniho index charakterizuje jedinym &islem nerovnomérnost
Z v Ve Ve v/ o —_—
5 rozdéleni (bohatstvi, p¥ijmd, ...) |G = A/(2y)
gz? | > primérny rozdil v bohatstvi vztaZeny k dvojnasobku priimé&ru
o
> ' > maji-li v3ichni stejn& (y(1) = ... = y(» > 0),
& ‘ ‘ jenutn€ A=0atedy G=0
f“z? | » ma-li jeden v8echno, ostatni nic
i ‘ (0=ya)="-- = ¥n-1) < ¥n) = 2), Pakje
é.r) —
2 , y=2 Ao An—1a
g 7 n n?
T T T T T T T T G_Z(n—l)a n _n—1
12°E 13°E 14°E  15°E  16°E  17°E  18°E  19°E - n2 ‘22 n

> jemnéjSim nastrojem bude Lorenzova kfivka
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G 5ot g G Loerovs Wi Lornaor ke < isenmzis ok
ptiklad: tolary (rozdéleni p¥ijmu) Lorenzova kfivka (Tolary)
rtizné hodnoty jsme oznatili yi < ... < y; 10 % p¥ijmG u nejchudsich 16 %

jaké procento nejchudsich ziska desetinu celkového p¥ijmu?

Zetnosti 99 osob (celkovy mési¢ni pFijem je 1687) Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228)

y/ 10111213 14 15 16|17 18 19 20
nj | 7 (141610 6 3 9|3 1 5 3 S
yj* 21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47 o |
m |4 3 3 1 2 1|1 1 2 1 1 1 1 °
s¢itejme p¥ijmy nejchudsich, dokud nenas¢itdme 10 % z 1687 S
(7-10+8-11)/1687 = 158/1687 = 0,0937 = 9,37 % ~
(7-104+9-11)/1687 = 169/1687 = 0,1002 = 10,02 %

u jaké &asti z 99 osob jsme scitali p¥ijmy? T T T T T T

(7+8)/99 = 15/99 = 0,152 = 15,2 %
(7+9)/99 = 16/99 = 0,162 = 16,2 %
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Lorenzova k¥ivka Lorenzova k¥ivka

priklad: tolary (rozd&leni p¥ijmi) Lorenzova k¥ivka (Tolary)
rtzné hodnoty jsme oznadili y; < ... < y; 20 % pFijmi u nejchudsich 30 %
jaké procento nejchudsich ziska dvé desetiny celkového pFijmu?
Cetnosti 99 osob (celkovy mésieni p¥ijem je 1687) Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228)

yj* 1011|1213 14 15 16|17 18 19 20

n|7]14/16/10 6 3 93 1 5 3 »

yj* 21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47 -

nj |4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

s¢itejme p¥ijmy nejchudsich, dokud nenastitime 337 (20 % z 1687) 5 ]

(7-10+14-11 + 9 - 12)/1687 = 332/1687 = 0,1938 = 19,68 % o |

(710 + 14 - 11 + 10 - 12)/1687 = 344/1687 = 0,2039 = 20,39 %
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.0
I

u jaké &asti z 99 osob jsme scitali p¥ijmy?
(7+14+49)/99 = 30/99 = 0,303 = 30,3 %
(7+14+10)/99=31/99=10,313=31,3%
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ptiklad: tolary (rozdéleni p¥ijmu) Lorenzova kfivka (Tolary)
jaké procento nejchudsich ziska polovinu celkového pfijmu? 50 % p¥jm{ u nejchudsich 67 %

Cetnosti (Celkovy mésiZni pFl’jem je 1687) Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228)

yj* 10111213 14 15 16|17 18 19 20 .
nj | 7{14}16(10 6 3 9 (3 1 5 3 °

yj* 21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47 °
np{4 3 3 1 2 1}1 1 2 1 1 1 1 © ]

0.4

0.0

u jaké &asti z 99 osob jsme scitali p¥ijmy?

s¢itejme p¥ijmy nejchudsich, dokud nenastitdme 50 % z 1687
(7-104...+9-16+17)/1687 = 836,/1687 = 0,4956 = 49,56 %
(7-10+...4+9-16+2-17)/1687 = 853/1687 = 0,5056 = 50,56 % S
> T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

(7+...+9+1)/99 = 66/99 = 0,6667 = 66,67 %
(7+...+9+2)/99 = 67/99 = 0,6768 = 67,68 %
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Lorenzova k¥ivka Lorenzova k¥ivka

priklad: tolary (rozd&leni p¥ijmi) Lorenzova k¥ivka (Tolary)

(trochu obraceng, zatneme osobami a ne p¥jmy) nejchudsich 96 % ma 90 % p¥ijma

Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228)

jaké procento ziskaji ¢ty¥i (tj. asi 4 %) nejbohatsi? S
etnosti (celkovy mésiéni pFijem je 1687)
yj 10111213 14 15 16|17 18 19 20 s
nj|7|14}16|10 6 3 9,3 1 5 3 o |
yj* 21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47 °
nj |4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 S
seCteme pFijmy onéch &ty¥ nejbohatsich N
(47 + 45+ 43 4 40)/1687 = 175/1687 = 0,1037 = 10,37 % .
¢ty¥i nejbohatsi tedy dostanou pres 10 % bohatstvi, na ostatnich oTo oTz 0T4 oie 0T8 1T0

95,6 % zbude jen 1 —0,1037 = 0,8963 = 89,63 % bohatstvi
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Lorenzova kFivka, jeji konstrukce Lorenzova k¥ivka
(pozor na rozligovani velikosti pismen y a Y

> variagnf fada: 0 < 1) < y2) < -+ < () [sort(y)] > volcli(orovné osa: postupné naditani lidi od nejchudsich, jako dil

» kumulativni souéty pro j =0,1,...,n [cumsum(sort(y))] celd

(kolik celkem pat¥i j nejchudim) > svisld osa: postupné naditani bohatstvi od nejchudsich, jako
dil celku
> zajima nas plocha nad touto lomenou &arou a pod thlopFi¢kou
Y = Yy = e N = ; . ,
=0 0 =YO Yo+ Y0 z;y(,) jednotkového Etverce
1=
_ . ' N ] > plocha mé&Fi nerovhomérnost rozdéleni néjakého zdroje
» Usetkami spojit body [j/n; Y(j)/(z,-:1 yi), 0<j<n,

> kdyby dostal kaZdy stejn&, bude velikost ploch lova
j/n - dil populace YU)/(27:1YI) _ dil bohatstvi yby dostal kaZdy stejn&, bude velikost plochy nulova

[n = length(y)]
[Y = ¢(0,cumsum(sort(y)))]
[plot((0:n)/n,Y /sum(y),pch=3,asp=1)]

[lines((0:n)/n,Y/sum(y))]
[lines(c(0,1),c(0,1)); abline(h=0:1,v=0:1,lty=3)]

» kdyby vSechno dostala jedind z n osob, lomena &ara bude
nulovd az do (n—1)/n

» pron—ooje(n—1)/n—1

» Giniho koeficient koncentrace je dvojnasobkem této plochy,
porovnava ji s plochou dolniho trojihelniku

vV v v Vv Y
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umély priklad umély priklad - pokra&ovani
vypolet Giniho koeficientu (n = 5)

Lorenzova kfivka pro 1.5 (Gini=0.267)

Vi,..,y5:1,2,3,4,5 o | 52.A=1—1|+|1 -2+ |1 -3/+[1—4/+|1 -5
T v Ve YolYe | 21+ 2-2[+[2 =3[ +[2— 4/ +[2 5]
0 0,0 0 0,000 |°1 +[83 -1+ 3—-2[+[3-3[+|3—4|+[3 -5
I 062 1 1 0,067 |, | + 14 =144 —=2|+ |4 —3] + |4 — 4]+ |4 -5
2 04 2 3 0200 51+ |5—2/+|5—3+ |54 +]|5-5|
3 06 3 6 0,400 |« | 04T 64T 10
4 08 4 10 0,667 =0+ o+ i+
5 10 5 15 1,000 |3 A =140/25=16
T T T T T T _
00 02 04 06 08 10 y=3
16 16
G=_"" =2 —0267
2.3 6 ’
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Lorenzova kFivka pocet hejtmani v krajich CR priklad: obyvatelé v krajich CR ke konci roku 2006
» v kaZdém kraji je stejn& hejtmanii, proto postupné soucty kr.aJ obyvatel  rozloha[km?] husi?gnaq na k;nz
o Ly p ) _ ! Yi Xi Yi = Yi/Xi
rovnomeme rostou, totez plati pro Y(J)/, Yo (=] / ',7) Hlavn{ mésto Praha 1188126 296,1 2395,0
> lomena &ara Lorenzovy kfivky p¥ejde v lsecku a plocha zmizi Stredotesky kraj 1175254 110147 106,7
» primérna diference je nulova (vechny rozdily |y; — yj| u pottu Jihotesky kraj 630006 10056,9 62,6
hejtmanti jsou nulové) Plzeiisky kraj 554537 7561,1 73,3
Lorenzova Kivka pro hefimans (Gini<0) Ka/rlovarsk)'/ kraj 304602 3314,6 91,9
S A Ustecky kraj 823265 53345 154,3
Liberecky kraj 430774 3163,0 136,2
2] Krélovéhradecky kraj 549 643 47584 115,5
o Pardubicky kraj 507 751 4518,6 1124
Vysocina 511645 6795,6 75,3
S Jihomoravsky kraj 1132563 7196,3 157,4
o | Olomoucky kraj 639 894 5266,8 1215
° Zlinsky kraj 589 839 3963,5 148,8
ER k. ‘ ‘ ‘ ‘ : Moravskoslezsky kraj 1249290 5427,0 230,2
0.0 02 04 056 08 10 celkem 10287189 78867,0 130,4
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Lorenzova k¥ivka Lorenzova kFivka s vdZenim

Lorenzova k¥ivka (obyvatelé — kraje) Lorenzova k¥ivka pro tolary jesté jinak
zatim bez ohledu na rozlohu kraji . . ..
Lorenzova kfivka pro obyvatel (Gini=0.227) > spousta hodnot proménné tolary se opakuje, mohli jsme
3 pouZit etnosti
» hodnota ya.) se vyskytuje n;krat
3 » o 10*7=70 tolari se rozd&lilo 7 ,nejchuddich“ osob
» o0 11*14=154 tolarii se rozd&lilo 14 ,druhych nejchudgich“
© » poslednich 47 tolar(i pfipadlo jedinému nejbohat$imu
o N R v v . v 7
» ob& k¥ivky (aZ na kF¥izky) jsou totozné
< Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228 OLo ‘enzova kfivka pro prumery * cetnosti(cetnosti) (Gini=0.228
3 o o-openzoua iuka po prumery ” cenosticetnost) (SNE0.228)
N o o
o o 7 o 7
- | < <
o o A
[ | | | | [
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 R S
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obyvatelstvo CR (hustota véZena rozlohou) pfiklad: kraje CR ke konci roku 2006
relativni kumulativni podily = soufadnice bodi na a svislé ose,

» hodnotime nerovnomérnost rozmisténi obyvatel v republice,

i o AR , - poradi kraji podle hustoty obyvatel!!!
ale k disposici kumulované ddaje (za celé kraje)

> idedlné bychom pro kaZdou jednotlivou jednotku plochy kraj obyvatel rozloha[km?] hustota

~ 2 v . < v yris s abs. kumul. rel. abs. kum. rel. | osob/km?

(nap¥. km#) pot¥ebovali znat pocet obyvatel zde Zijicich . s
L . . . J Yj Y, Yi/Yu Xj Xj  Xi/Xu y!

» zndme jen polty obyvatel y; v krajich a rozlohu kraji x; C 630006 630006 0,061 | 10056,0 10056, 62,6

» predpoklddame rovnomé&rné rozmisténi uvnit¥ kraje, tedy P 554537 1184543 0,115 ) 75611 176180 733

prim __ A .. J 511645 1696188 0,165 | 67956 244136 75,3

y; " = yi/x; obyvatel na kazdy km* v i-tém kraji K 304602 2000790 0,194 | 33146 277281 91,9

y priim y v ; S | 1175254 3176044 0,300 | 110147 387429 106,7

» kaZdou takovou hustotu y; musime zapoditat x;-krat £ 507751 3683705 0358 | 45186 432615 1124

» celkova plocha xq + ... + x1a(= Xi4) H 540643 4233438 0,412 | 47584 480198 115,5

e 5 e . préim M 639894 4873332 0474 | 52668 532866 121,5

» priim&rny potet obyvatel na km* (vaZeny priim. hustot y;"" ) L 430774 5304106 0,516 | 3163,0 56449,6 136,2

) z 580839 5893945 0,573 | 39635 604131 148,8

. . x;yPram cxi (i /x v u 823265 6717210 0,653 | 53345 65747,6 154,3

yPHm = 2idyr 2 xiilx) i B | 1132563 7849773 0,763 | 71963 729439 157,4

doiXi doiXi DoiXi T | 1249200 0099063 0,885 | 5427.0 783709 230,2

A | 1188126 10287189 1,000 496,1 78867,0 2395,0

» dal budeme predpokladat yPim << yprim

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 3. pfednaska  15. ¥ijna 2012 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 3. pfednaska  15. ¥ijna 2012 76(265)




Lorenzova k¥ivka s vaZenim Lorenzova kFivka s vdZenim

Lorenzova kFivka: obyvatelé krajt, vztaZzeno k rozloze Lorenzova kFivka: obyvatelé okresli, vztazeno k rozloze
Lorenzova kfivka pro obyvatel(rozloha) (Gini=0.29) Lorenzova kfivka pro obyvatel(rozloha) (Gini=0.334)

S - S -

© «©

o o

© | ©

o o

< N

o o

N N

o o

o | o ]

o o
[ I I I I [ [ I I I I [
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 3. pfednddka  15. ¥ijna 2012 77(265) Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 3. predndska  15. ¥ijna 2012 78(265)

poznamky shrnuti vypoctu v prfipadé vah
(stale predpokldddme yf'c'm <...< y,frc'm)
» hrubsi hodnoceni (kraje, nikoliv okresy) znamena mensi > kumulativni soucty ,
hodnotu Giniho indexu! (obecnd vlastnost) Xj=>"1_1x,% =0, ;=31 1yi,Yo=0
v L [ . . XY ,
> nezdleZi na zvolenych jednotkach » Lorenzova k¥ivka spojuje body [XJ Yﬂ , j=0,1,... k

> ve vsech pfipadech je poFadi scitancii dano pofadim ,hustot » stedni diference priim&rnych pottii obyvatel na km? (hustot)

prim % (napt. obyvatel/rozloha), tj. <<y . i
> na svislé ose y jde o podil na bohatstvi 1 priim prim| _ 2 Yi Yy
T SR y D= > D g T =y = Y D (-
» kumulativni soutty od nejchudsich jsou Y; =>"_, v ki=1 j=1 k i=2 =1 i J
» na vodorovné ose x jde o umisténi v fadé od nejchudsich k 5 Kk il 5 k=t
nejbohatim =32 2 D O i) == 5z > (X Vi = X V)
o - o Y ) k =2 j=1 k =1
» oznatme kumulativni souéty X; = > _; x;
k—1
» pro zajimavost: Xi = x1 + ...+ xx odpovida u Cetnosti G — A _ Z XiYipr X1 Vi
celkovému po&tu pozorovani n, rozdéluje se bohatstvi Y 2y — X Yk X Yk

> pfi vypoltu G se pouziji relativni kumulativni podily x i y
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zavislost dvojice znakii zavislost dvojice znaki

prehled zavislosti kvalitativni — kvalitativni

» kvalitativni data — znak v nomindlnim (ordindlnim) méfitku
> abychom mohli vySetfovat zdvislost, musime na jedné » hodnoty vyjadfujeme pomoci Eetnostf
statistické jednotce mé&¥it aspori dva znaky N S, .
i o N . » dva znaky — &etnosti moznych dvojic hodnot nj;
» postupy (i grafické) zavisi na mé&¥itcich obou znakl (sdruZené Cetnosti)

» kvalitativni — kvalitativni
(vzd&lani — pracovni zafazenf)
» kvalitativni — kvantitativni

» zapisujeme do kontingenéni tabulky [contingency table]
[table(x,y)] nebo [xtabs(~x+y)]

(vzd&lani — ro&ni p¥ijem) » dopliiujeme marginalni &etnosti [marginal frequencies]
» kvantitativni — kvantitativn{ » soulty po Fadcich a po sloupcich
(v&k — rog¢ni ptijem) » Cetnosti jednotlivych hodnot kaZdého ze znak(i zvlast
» zatim popisné charakteristiky a grafy, prokazovani zavislosti [addmargins(table(x,y))]
pozdgji » oba znaky nula-jednitkové — kontingenéni tabulka 2x2,

EtyFpolni tabulka [fourfold table]
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z3vislost dvojice znakii z3vislost dvojice znaki

pfiklad — vzdélani matek pfiklad — vzdélani matek
(zobrazen( relativnich Zetnosti v %, pozor na orientaci grafu!) (zobrazen( relativnich &etnosti v %, pozor na orientaci grafu!)

100
100

porodnice porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem % vzdélani | Praha venkov | celkem 3
zakladni 23 11 34 zakladni 23 11 34
stfedni 30 17 47 g stfednfi 30 17 47 g
S 17 1 18 S 17 1 18
celkem 70 29 99 . celkem 70 29 99 .
porodnice ¥ porodnice A

vzdélani | Praha venkov | celkem
zékladni | 67,6 % 32,4 % | 100 %
stredni | 42,8 % 58,6 % | 47,5 % sttedni | 63,8 % 36,2 % | 100 %

VS 243% 35% | 18,2 % VS 944% 6,6 % | 100 %
celkem | 100 % 100 % | 100 % celkem [ 707 % 293 % | 100 %

Praha venko zékladni maturita Vs

vzdélani | Praha  venkov | celkem
zékladni | 329 % 379% | 343 %

20
20
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zavislost dvojice znakii zavislost dvojice znaki

kvalitativni — kvantitativni kvalitativni — kvantitativni

ptiklad: zavislost vy$ky otce na vzdélani matky

l » podle kvalitativni proménné rozdélime hodnoty kvantitativni
1 proménné do dil¢ich soubort

» porovndme charakteristiky dil¢ich souborid (zejména
charakteristiky polohy) mezi sebou, pokud se hodn& lisi,
svéd&i to pro zavislost

vyska.o

— ‘ ‘ > celkovy primér = vaZeny priimér dil¢ich souborii

» celkovy rozptyl = vaZeny pramér rozptyli + vaZeny rozptyl
pramé&ri (presn& jen pro popula&ni rozptyly s n ve jmenovateli)

165 170 175 180 185 190 195
|

L > sndze jako rozklad souctu ctvercii

zakladni maturita VS

Vzdelani
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pfiklad: platy u t¥i skupin zaméstnanci rozklad souctu Ctvercl
skup. | p¥ijem n; Xj sj s? » velikost kolisani v8ech plati (celkovd variabilita):
Zluti | 200 150 2 [ 175,00 | 35,4 | 1250,0
mod¥i | 80 70 60 60 41 6750 | 96| 9L7 SST = (200 —53,29)% + (150 — 53,29)2 + (80 — 53,29)? +. ...
erni | 2020181815151010 | 8| 1575 | 40| 16,2 )
VEichni | 746 14 | 53,29 | 57,7 | 3334, + (10 — 53,29)" = 43 346,86
_ 2.1750+44-67,50+8-15,75 746 309 > velikost kolisdni uvnit¥ skupin:
= 2+4+38 “ , , )
@ — 33304 > 21250044917 +8-162 SSE = (200 — 175)% + (150 — 175)* + (80 — 627,5) +...
2+4+8 + (10 — 15,75)> = 1 638,5

o N e > kolisani priméri (mezi skupinami):
> nevazeny (nesmysliny) primér by byl P ( P )

175 + 67,5+ 15,75)/3 = 86,08!
(175 + 67,5+ 15,75)/3 = 86, SSA =2 (175 — 53,20)% + 4 - (67,5 — 53,20)?

+8- (15,75 — 53,29)2 = 41 708,36

> rozptyl celkem je mnohem v&tsi, neZ jsou rozptyly ve skupinach

> pFicina: nestejné priméry

» kontrola: 1 638,5+41 708,36=43 346,86
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zavislost dvojice znakii zavislost dvojice znaki

rozklad souctu ¢tvercli obecné kvantitativni — kvantitativni
zaklad tzv. analyzy rozptylu [plot(ig~zn7,data=lq,col=1+divka,pch="+")]
e it " . L " . / )
xjj j-td hodnota v i-té skupiné (plat j-té osoby v i-té skuping) Zéporns korelace Kladni korelace
» n; polet hodnot v i-té skupiné, k polet skupin - 8 -
> Xje prumér v i-té skupin& (primé&rny plat v i-té skuping) ; -
> Xee Celkovy pramér (primér vsech platti) < =
k n; S : g 2
— 2 = o
ST =323 (5 ) : :
i=1 j=1 =
k k nj - 2
— — 2 - \2 R 4 T T T T ‘ ‘ ‘
= Z ni (Xi° - X") + Z Z (Xij - Xi°) 1.0 15 20 25 30 65 70 75
i=1 i=1 j=1 Znamky delka
= SSA + SSE r=—0,69 r=0,45

celkovy = mezi skupinami + uvnit¥ skupin (rezidudlni)
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popis zdvislosti spojitych veli&in priklad: hmotnost a délka d&ti (24. tyden v&ku)
korela&ni koeficient p¥i zmé&n& mé¥Fitka
» (vybérova) kovariance [covariance] [cov(vek.o,vek.m)]
1 < 5
Sy = — Z(X" —X)(yi —7) » délka [cm]: X = 68,5 s, = 3,28
i=1 » hmotnost [g]: y = 7690, s, =845
.. _ _ » kovariance [cm - gl|: s, = 1257
> zZrejme je Sxx = ﬁ Z?:I(Xi - X)(Xi - X) = 53' Syy = S}% o [ .. g] ~ 1257
» (Pearsoniv, momentovy) korela&ni koeficient > korelatni koeficient: r = 3257555 = 0,45
[(Pearson, product-moment) correlation coefficient] > hmotnost [kg]: y =7,69 s, = 0,845
> |ze zapsat pomoci z-skérii [cor(vek.o,vek.m)] > kovariance [cm - kg]: s, = 1,257
. ) . > korelaéni koeficient: r = % = 0,45
po v 1 Z Xi—X Yi—y » které charakteristiky zavisi na pouZitém mé¥itku?
SxSy n—1 Sx Sy
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zavislost dvojice znakii pravdépodobnost

vlastnosti Pearsonova korelaéniho koeficientu zakladni pojmy
» pokus — dob¥e definovand situace (postup), kterd kon&i
> vypovida o sméru zavislosti jednim z ¥ady moZnych vysledki (vrZzend kostka spadne na
» pfi r < 0's x rostoucim y v priméru klesa (nap¥. IQ a znamky) pevnou podlozku)
» pfi r > 0's x rostoucim y v priiméru roste (nap¥. vaha a vyska) > nahodny pokus — pokus, u n&hoZ pfedem nevime, ktery

vysledek nastane (kterd strana kostky padne pfist&?);

> plati =1 <r <1 . _p .- s , . . , N
s ) ) predpokldada se stabilita relativnich &etnosti moZznych vysledki
» r = +1 jedin& tehdy, kdyZ body [x; y] leZi na p¥imce , .. ., , ,
. ) o _ T o » nahodny jev — tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu
» vzajemné nezavislosti x, y odpovidaji r blizka nule . , 0 e iy s
L » pravdépodobnost nidhodného jevu A — &iselné vyjadreni
(up¥esnime!) IV ( , (s
) o . olekavani, ze vysledkem ndhodného pokusu bude pravé A
» nemusi zachytit k¥ivotarou (nelinedrni) zavislost TV o . . (.
» raciondlni ptedstava: pFi velkém poltu opakovani pokusu se

relativni ¢etnost jevu blizi k pravdépodobnosti tohoto jevu
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klasickd pravdépodobnost (Laplace) pfiklad: hraci kostka

> jisty jev (nastdvd vzdy) lze rozdé&lit na M stejné
pravdépodobnych neslutitelnych (disjunktnich)
elementarnich jevi (symetrie)

> idealizovand symetricka hraci kostka
> kazdy jev lze sloZit z téchto elementarnich jevi » homogenni material
» je celkem My pFiznivych jevu A (je z nich sloZen) : *E)éF;i?cz Erp};f):r;ed
» klasicka definice pravdépodobnosti (metoda vypoctu) » kaZd4 strana ma stejnou pravd&podobnost
pA) = % <: potet pFl'zniV)'/ch> » A — padne Sestka, B — padne sudé &islo
M polet moznych > M=6
» Mp =1, tedy P(A) =1/6
» klasickou pst Ize pouzit jen n&kdy! (Sportka, Sazka) > Mg = 3, tedy P(B) = 3/6 = 1/2
> nelze pouZit napt.:

» dostuduje resp. nedostuje
» dostuduje s vyznamenani, dostuduje bez vyznamenani,
nedostuduje
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pravd&podobnost pravd&podobnost

faktorial pocet kombinaci
[ ] [choose(n, k)]
» kombinatni &islo (}) (¢ti ,n nad k*)
[ ] [factorial(n)] > pocet k-prvkovych podmnoZin mnoZiny o n prvcich (tj.
» faktorial n=n-(n—1)---2-1 0l=1 nezdvisle na pofadi vybranych prvki)
> kolika zplisoby lze uspo¥adat za sebou n rozliSitelnych prvki " nl n-(n—1)-(n—k+1)
> priklady: (k> T K=K k- (k—1)---2-1
» 5l=5.4.3.2.1=120
» =1 » kolika zplisoby si mohu z pé&ti knizek vybrat dv& na dovolenou:
» kolika zpiisoby Ize uspotadat za sebou 14 kraji CR: |
141 — 14.13-12...2 1 — 87 178 291 200 — 8,7. 1010 (5> :%: >4 10
> [8.71782912e+10] 2 B2l

» kolika zplsoby si z on&ch p&ti mohu vybrat t¥i knihy? (10)
> kolika zplisoby mohu uloZit pét knizek do knihovny?
(120, zaleZi na poradi!)
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ptiklad: losovani otazek (1) ptiklad: losovéni otazek (2)

» student neumi 5 otdzek, umi 10 otdzek z 15 moznych . )
. . . " . » pravd&podobnost P(B), Ze znad pravé jednu otazku
> losuje se dvojice otazek z onéch 15 otdzek

» pravdépodobnost P(A), Ze student nezna ani jednu Mo — 5\ (10
z vylosovanych: B—\1 1

50

> elementdrni jev: dvojice otdzek

prvni otazka — 15 moznosti, druhd jen 14 moZnosti > pravdgpodobnost P(C), Ze znd obé otdzky (prdvé dve)

ale nezélezi na potadi, tedy délit 2 (potet kombinaci) 5 10 10-9 45
M_<5+10>_<15>_ 15| _15-14 _ 0/ \2 2-1 105
2 2 2113l 2-1 » pravdépodobnost P(D), Ze zna aspoii jednu otazku
> pfiznivé elementdrni jevy: vylosuje ob& z péti, které neumf 05
MD:MB+MC:50—|—45:95:>P(D):7:90,5%
5\ (10\ 5-4 10 105
2 0 2-1 105 » kontrola: Mp + Ma =M
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pravidla pro pravdépodobnost (1)

» sjednoceni jevi AU B: plati A nebo B
(alespoii jeden z jevi A, B, mohou byt pravdivd obg tvrzenf)
é

» pranik AN B: plati A a souasné B (oba jevy A, B soutasng)
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AN B)

» Venndv diagram

AU B = celd vybarvena plocha
) = 0,42 = zelend + %ediva plocha

P(A

P(B) = 0,24 = Zlutd + 3ediva plocha
A -E P(AN B) = 0,16 = 3ediva plocha

P(A) + P(B) = (zelend + %edivd)

+ (Zlutd + Zedivd)
P(AUB) = 0,42 + 0,24 — 0,16 = 0,50

pravidla pro pravd&podobnost (2)

» A jev opa&ny k jevu A nastdva pravé tehdy, kdyZ nenastdva

jev A
P(A) +P(A) =

» Q — jev jisty nastavd vzdy, P(Q2) =1

» () — jev nemozny nenastdva nikdy, je jevem opaénym k jevu
jistému, P(0) =0

» neslucitelné jevy: nemohou nastat nikdy soucasné, navzdjem
se vyluluji; jejich priinikem je jev nemozny; pro nesluditelné

jevy plati
P(AUB) =P(A)+ P(B)
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podmin&na pst

podminéna pravdépodobnost

» podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu A, kdyZ
uz jev B nastal:
P(AN B)

P(AIB) = g

» Vennliv diagram

P(B) = 0,24 = Zlutd + 3ediva plocha

P(AN B) = 0,16 = 3ediva plocha

P(A|B) = 8edivad vzhledem k (Zlutd + 3edivd)
. Bl | P(a|B) =0,16/0,24 = 0,67, ale

P(A) = 0,42
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nezdvislost ndhodnych jevi
> nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu

neovlivni pravdépodobnost vyskytu druhého

> (definice nezavislosti ndhodnych jevi):

P(AN B)

P(A) = P(AIB) = =5 s

& |P(ANB) =P(A)P(B)]

» Vennlv diagram

A 0,60 = zelena + 3ediva

)=
A ) = 0,40 = Zlutd + Zediva plocha

P(
P(B
P(AN B) = 0,24 = 3ediva plocha
- B P(A|B) = %ediva vzhledem k (Zlutd + 3ediva)
P(A|B) = 0,24/0,40 = 0,60
P(A)-P(B) =P(ANB)
= A a B jsou nezavislé
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podminéna pst nahodnid velig¢ina

idealizovany priklad rozdéleni nahodné veli¢iny

nahodné vybrany student ... » nahodn veligina — &fseln& vyjad¥eny vysledek nahodného

» A — jednitka ze statistiky, P(A) = 0,3 pokusu

» B — jednitka z matematiky, P(B) = 0,2 » distribuéni funkce Fx(x) ndhodné veli¢iny X urcuje pro
» AN B - jednitka z obou predméti, P(AN B) = 0,1 kazdé x pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina neprekro&i
» pravdépodobnost, Ze aspoii jedna jednitka: Cislo x:

| Fx(x) = P(X < )]
» diskrétni rozdéleni (pro etnosti) uréeno seznamem moznych
hodnot a jejich pravdépodobnostmi:

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)=0,3+02—0,1=0/4

» jsou jevy A, B nezdvislé? (jsou jednitky ze dvou predméti
nezavislé?) NE, protoZe 0,3 - 0,2 # 0,1 X1, %, . ..
> jakd je pst jednitky ze statistiky, kdyZ uZ je z matematiky? P(X = x1),P(X = %), ...
P(A|B) = P(S(F;)B) = 8% =05 > spojité rozdéleni (pro spojité mé&Fitko) uréeno hustotou
) d X
» pst jedni¢ky z matematiky, kdyZ uz je ze statistiky: fx(x) = aFX(X)a Fx(x) = / fx(t)dt
—0oQ0

P(B|A) =0,1/0,3 =1/3
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vék matek (n:4838) » velkd populace, spojitd veli¢ina — intervaly pro tfidéni mohou
h= 3 h= 2 h=1 byt kratké, obalce histogramu relativnich ¢etnosti odpovida
M N v idealizované predstavé hustota fx(x) [density]
7 % A g » podobné kumulativnim relativnim &etnostem odpovida
9 il N distribuéni funkce [distribution function]
S 1 4L
- o hustota distribu€ ni funkce
o 8 N I 8 — [=°] 2 N
o ™ <
[e3] o
| P(20<X<=25)=38 % o _|
8 - ] 8 o 8 -
%) o — S 4 S
¥ N ° © _|
o / e .
g ] g — P(20<X<=25)=38 %
8 o S < _|
o N ShN <
8 — o~
o
[ - *
o - o - o -
8 L o |
< T T T T T T T T et T T T T T T T T
15 30 45 15 30 45 15 30 45 15 25 35 a5 15 25 35 a5
vé k matky vé k matky
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ndhodnd veli¢ina ndhodn3 velitina

empiricka distribugni funkce skoky odpovidaji &etnostem, nap¥. ve 12 je skok z 0,212 na 0,374 o 16/99=0,162

P <
Fn(X) = #(XI — X) 1
n o |
> x{ < X3 <...<Xxp existujici rizné hodnoty = 7
ni, Ny, ..., N, jejich Eetnosti (n = ZJ- n;) 3
Fn(x) je schodovitd funkce, v bod& x;* md skok n;/n ]
s 7 V\ T T - T
=7 10 20 30 40
S tolary
< | x |10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

= nj |7 14 16 100 6 3 9 3 1 5 3

7 xF 121 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47

J
= | np/4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1
1s 20 25 30 35 a0 as 50 N; |81 84 87 88 90 91 92 93 95 96 97 98 99

vé k matky
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pfiklad diskrétniho rozdéleni: zndmky u zkousky charakteristiky rozd&leni ndhodné veli¢iny (1)

X, Y zndmky ze dvou predmétii

znamka k 1 2 3 4
P(X=k)|03 04 02 01

» stfedni hodnota ;x ndhodné veliciny X (populagni primér)

> je to vazeny priimér moznych hodnot

P(Y — k) 02 03 03 02 » vahami jsou pravdépodobnosti hodnot
» z tabulky nic nepozndme o p¥ipadné zavislosti X, Y px =EX =xP(X =x)txeP(X =x)+... = ZXJ"P(X = X))
> jak jednim &islem charakterizovat drovei zndmek? /
> obycejny primér moznych hodnot by X, Y nerozlisil » operator E (expectation) aplikovany na ndhodnou velig¢inu X
» pouZijme vazeny prumér, kde vahami zndmek jsou spolitd vazeny primér jejich hodnot, vahami jsou u
pravdépodobnosti moznych hodnot diskrétniho rozdé&leni pravdépodobnosti téchto hodnot
» dostaneme tak stfedni hodnoty X a Y (popula&ni priméry) > pro spojité rozd&leni
=1-03+2-04+3-02+4+4-0,1=2.1 e
pix 3+2:04+3-02+4-01=2, ux—EX—/ X Fie(x) dx
py =1-02+2-03+3-03+4-02=25 —0
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o la¢ni) rozptyl nahodné veli¢iny X
> stredni hodnota funkce Y = g(X) ndhodné velitiny X (populagni) rozptyl ndhodné velitiny
je vazeny primér funkénich hodnot

EY =Eg(X) =) g(xk)P(X =x)
P

> vaZeny pramér Ctverct vzdalenosti moZznych hodnot od stfedni
hodnoty

o% = E(X — ux)?
= (1 — ux)*P(X =x1) + (2 — px)’P(X = x2) + . ..
= (x5 — px)*P(X = x))

(o] :
J

EY =Eg(X)= [ g(x)f(x)dx .
/ /

resp. pro spojité rozdélen{

0 % =E(X —ux)*= [ (x— ux)*fx(x)dx
> 7 .z ~ .7 v Ve —o
» populaéni median [ spojitého rozdéleni

» (popula&ni) smérodatna odchylka

Fx(f) =P(X <) =05 odmocnina z (populagniho) rozptylu
X Cislo, které d&li moZné hodnoty ndhodné veli¢iny na dva . 5
ox =1/0%

stejné pravdépodobné intervaly hodnot vétsich a mensich
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rozptyl rozptyl

priklad diskrétniho rozdé&leni: znamka u zkousky vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu

zndmka k | 1 2 3 4 L o? o X, Y — ndhodné veli¢iny, a, b konstanty, b > 0
P(X=k)|03 04 02 01]21]0,89]0,943
P(Y=k%k)|02 03 03 02]25]1,05] 1,025

parx=E(@+ X)=a+EX =a+ ux
Hp.X—= E(bX):bEX:b/IX

» jednim &islem charakterizovat kolisani zndmek (variabilitu) txs+y =E(X+Y)=EX4+EY = ux + uy
» (populaéni) rozptyl = vazeny pramér &tvercu vzdalenosti 02+X =02 Tarx = OX
a 9

od st¥edni hodnoty
2 2 2
Ub.X:bax, O'bAX:‘b‘O'X

» vahami jsou pravdépodobnosti ) ) )
UX-{—Y = UX +O’y+2O—X7Y

2 2 2
Ox = (1 - 271) 0,3+ (2 - 271) -0,4 oxX,y = E(X — ,ux)(Y — MY) kovariance X, Y
+(3-21)%-02+(4-2,1)*-0,1=10,89 = 0,943 = (x1 — pux)(v1 — py) P(X = x1, Y = 1)
0% =(1-25)?-03+(2-25)*-0,3 +(a = pux)(y2 — py)PX =x1, Y = y2) + ...
+(3-25)%-0,2+ (4 —25)%-0,2 = 1,05 = 1,025? (stita se p¥es viechny mozné dvojice)
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rozptyl rozptyl

priklad: zndmky (V = X + Y, 0%, # 0% + 0%) pfiklad: zndmky, vypo&et kovariance
Y sdruZené v

X 1 2 3 4 | celkem |rozdé&leni
1015 010 005 000 030X,y Xy 1 2 3 4
21005 015 015 0,05 0,40 | marginaln{ 11015 010 0,05 0,00 sdruZené pravdépodobnosti
30000 005 010 005| 020 |rozdeleni X 21005 015 015 0,05
4/000 000 000 010| 0,10 |marginini 3000 005 010 0,05

celkem | 0,20 0,30 0,30 020 | 1,00 | rozdéleni Y 41000 000 000 0.10

vlastnosti nahodné velic¢iny V:
py =2-0,15+3- (0,10 + 0,05) + 4 - (0,05 + 0,15 -+ 0,00)
+5-(0,15 +0,05) + 6 - (0,05 + 0,10) + 7 - (0,05) + 8 - 0,10
=46 =px+py =2,1+25
0y =(2—-4,6)2-0,15+ (3—4,6)2-0,15+ (4 — 4,6)%-0,20
+(5—4,6)%-0,20 + (6 — 4,6)>- 0,15+ (7 — 4,6)>- 0,05
+(8—4,6)%-0,10 =324 # 0% + 0% =0,89+1,05=1,94

oxy=(1-21)-(1-25)-0,15+ (1 —2,1)-(2—2,5)-0,10
+(1-21)-(3-2,5)-0,06+(1—2,1)-(4—2,5)-0,00

+(4-21)-(3-25)-0,00+(4—2,1)-(4—25)-0,10
= 0,65
0y =3,24=10,89+41,0542-0,65 = 0% + 0% +2-0x.y
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nezavislost ndhodnych velicin pfiklad: zndmky jsou znamky X a Y nezavislé?

» ze sdruZzeného rozdéleni P(X = x;, Y = y; dostaneme
marginalni rozdélen{

P(X:x,-):ZP(X:x,-,Y:yJ-)

Y

1 2 3 4 | celkem
0,15 0,10 0,05 0,00 0,30
0,05 0,15 0,15 0,05 0,40
0,00 0,05 0,10 0,05 0,20
0,00 0,00 0,00 0,10 0,10
celkem | 0,20 0,30 0,30 0,20 1,00

~wn R X

P(Y =) = > P(X=x.,Y =)

» nahodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé, jsou-li nezavislé vsechny zfejmé je napfiklad
ndhodné jevy A, B, kde A je tvrzenio X a B je tvrzenio Y

> k nezavislosti X, Y sta&i, kdy? je PX=1Y=1)=015#P(X=1)-P(¥Y =1)=03-0,2=0,06

P(X = Xj, Y = yj) = P(X — Xi) . P(Y — yj) véechna Xi,)/j nebo

tj. z margindlnich rozdé&leni |ze obnovit sdruzené rozdéleni P(X=3Y=1)=000#P(X=3)-P(Y=1)=02-02=004

> jsou-li X, Y nezdvislé, potom je nutn€ ox y =0 ndhodné veli¢iny X, Y nemohou byt nezavislé, proto jsou zavislé
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rozptyl binomické rozdé&leni

popula¢ni korela¢ni koeficient alternativni rozdé&leni (Bernoulliovo, nula-jednitkové)
modelovy protéjSek korelace ze str. 91 nabyvd dvou &iselnych hodnot

» diskrétni, s jedinym parametrem 7 (nikoliv Ludolfovo &islo)
PX=1)=m, PX=0=1-n (0<7m<1)
X — kolikrat v jednom pokusu doslo k udalosti, kterda ma
pravdépodobnost 7 (jen dv& mozné hodnoty: 0 nebo 1)

» kovariance ox y modelovym proté&jskem vyb. kovariance s,,

v

» popula&ni korelatni koeficient pxy definovan podobné jako ry,
pomoci kovariance ox y a smérodatnych odchylek ox, oy

v

oxX,y

)

v

XY = stfedni hodnota (popula&ni priimér)

oXOy
pux =1-P(X=1)40-P(X=0)=n

v

jsou-li X, Y nezavislé, pak je nutné pxy =0

v

vZzdy plati —1<pxy <1 » (popula&ni) rozptyl

v

fiklad se zndmkami:
P (1= x)? P(X = 1) + (0 — x> P(X = 0)

(1-7m)? -7+ (0—-7)?2 - (1—7)
(1—n)r+72(1—7) =n(1l —m)

0%
ox,y 0,65

— — = 0,67
PXY = oy 0.043-1,025

znamky jsou zavislé
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binomické rozdéleni bi(n, ) binomické rozdéleni bi(n, )
» diskrétni rozdéleni s parametry n, 7 (0<m<1) » pravdépodobnosti mo#nych hodnot
> n nezavislych pokusi
n
» v kazdém zdar s pravdépodobnosti 7, nezdar s psti 1 — 7 P(X=k)= <k> k(1 — )"k, k=0,1,,...,n

v

celk. pocet zdard X ma binomické rozdéleni s parametry n, ™

> zapisujeme X ~ bi(n, ) > pst, Ze v danych k pokusech zdar Z, v ostatnich nezdar N

» X je soulet n nezdvislych ndhodnych veli¢in X; ZZ...ZNN---Ns psti 7¢(1 — )" *
(Xi = potet zdarii v i-tém pokusu) M v
kazdé X; ma alternativni rozdé&leni s parametrem =

> z vlastnosti stfedni hodnoty souZtu nah. veli&in: » zvolime k mist pro zdar Z, na ostatnich mistech nezdar N,
potet moZnosti:

k n—k

v

z vlastnosti rozptylu sou¢tu nezavislych ndhodnych veli¢in

n\ n! _n(n—1)---(n—k+1)
ok = nm(1—7) <>_k!(n—k)!_ k(k—1)---2-1
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binomické rozd&leni binomické rozdg&leni

priklad: zkousky priklad: kouteni
» C — zdar = udélat zkousku, P(C) = 0,8
» zkousku d&ld n = 10 studentd stejn& pFipravenych (u viech > vime, Ze mezi dvacetiletymi muZi je (fekn&éme) 35 % ku¥akl
stejnd pravdé&podobnost 7), studenti neopisuji (nezavislost) (nap¥. je-li 70 tisic dvacetiletych, pak je mezi nimi asi 24 500
> pst, Ze zkousku ud&ld danych 9 studentl a zbyly ji neud&l3: kutdki, ale nevime, kte¥i to jsou)

» vybereme nahodné 60 dvacetiletych muzi, X — polet kufakd
mezi nimi, tedy X ~ bi(60, 0,35)

> pSt, 26 Zkouéku Udéla’ néjaky’ch 9 Studentﬁ (t_] kterékoliv » populaénf prﬁmér, rozptyl (smérodatna’ Odchylka)
devitice ze viech (190) moznych devitic)

0,8°.0,2' = 0,0268

10 px = 60-0,35 = 21, 0% = 60-0,35-0,65 = 13,65 = (3,7)°
P(X =9) = ( ) .0,8°-0,2' =10-0,8°-0,2! = 0,268
9 » ukdzky pravdépodobnosti moZznych hodnot

> pst, Ze pravé jeden student (n&jaky) zkousku neudg&la [ ] [dbinom(15,60,0.35)]
k 15 17 19 21 23 25
P(Y = 1) = (10> 02 .0.8° — 1009 0.8° = 0268 P(X=k) 0,029 0062 0,09 0,107 0,091 0,059
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Poissonovo rozdéleni Po()\) Poissonovo rozdéleni Po(\)
» diskrétni rozdgleni (zdkon vzacnych jevii), Y ~ Po(\)

» parametr A znamend hustotu na jednotku &asu (plochy . ..)

> Y — polet vyskytil jevu ve zvolené &asové (prostorové, (populatni priimér pottu pFipadd na jednotku ... )

plodné ...) jednotce L, . . ¢ oy s
> zménime-li jednotku, zméni se parametr: nap¥. p¥i po&itani

pravdépodobnosti toho, kolikrat najdeme p¥ipad na
trojndsobku pivodni jednotky (trojndsobné ploge, ve

2K \ trojndsobném &ase ... ), bude novym parametrem 3\

P(Y =k =77 k=01,... .

v

A > 0 — jediny parametr, intenzita vyskytu jevu (jak &asto se
v priméru vyskytuje ve zvolené jednotce, konstanta e = 2,718)

analogicky pro jiné kladné nasobky

» aproximace: X ~ bi(n, ), n velké, m malé (ux = n- )
pak pravd&podobnosti hodnot X Ize aproximovat (pFiblizn&
vyjad¥it) pomoci pravd&podobnosti hodnot Y ~ Po(n - )

v

stfedni hodnota a (populagni) rozptyl jsou stejné:

Ly = A, 02 =\
» Poissonovo rozdé&leni Po(n - ) aproximuje binomické bi(n, )

v

u binomického rozdéleni bylo px > Jf(, zde rovnost
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Poissonovo rozdéleni Poissonovo rozdé&leni

priklady Poissonova rozdéleni souvislost binomického a Poissonova rozdéleni

> do pasti padd za noc v priméru 8 broukil (A = 8) » s jakou pravdépodobnosti neudéla 12 z 50 stejné pfipravenych

> s jakou pravdépodobnosti jich tam rdno najdeme 107 studentii zkouku? (pst nedspéchu = 0,2)
[ ] [dpois(10,8)] > binomické rozdgleni bi(50,0,2)
g10 [ ] [dbinom(12,50,0.2)]
P(Y =10) = l—me—8 = 0,099

50
_ _ _ P(X =12) = ( ) .0,2'2.0,8% = 0,103
» vezmeme-li past s poloviénim obvodem, olekdvame poloviéni 12
° Y )\ — 4
priimér za noc ( ) » Poissonovo rozdé&leni Po(50 - 0,2)=Po(10)

410 [ ] [dpois(12,10)]
P(Y =10) = —e* = 0,005
10! 1012
4° —12)= — e 10—
P(Y =5) = e = 0,156 P(Y =12) = Jore 0,095
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normélin{ (Gaussovo) rozd&leni N(p, o?) normované normalni rozdé&leni Z ~ N(0, 1)
< Y Hustota N(0,1)
—— N(0,0.25)
o | N(—1,0.25) N
= —— N(0,4) o
= © _
o
g - 2.1% 13.6 %|34.1 %|(34.1 %|N3.6 % 2.1 %
S o
o
> spojité rozdéleni, symetrické okolo stfedni hodnoty p o |
imAlni ‘e dmérns 1 - 04 © | | | | | | |
» maximalni hodnota hustoty je imé&rnd 1/o (\/W =)

» model vzniku: souéet velkého poltu nepatrnych pt¥ispévki
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normalni rozd&leni normalni rozd&leni

priklady pravdépodobnosti o normalnim rozdéleni normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1)
> pro X ~ N(u,az) plati tabelovano:
ix=EX=p| ok =E(X - px)* =0 > hustota ¢(z)
[ ] [dnorm(z)]
> | X ~ N(u,0?) = Z= X=n N(0,1) » distribuni funkce ®(z) = P(Z < z)
. = [ ] [pnorm(z)]
X _ » kritické hodnoty z(a): P(Z < z()) = ®(z(a)) =1 -«
P(|Z\<c):P<' M‘<c>:P(X—,u|<c-a) [ ] [gnorm(1 — «)]
> tedy : ] 1-0a=0.95
P(IX — p| < 1,00 0) = 0,683, tj. 68,3 % ~
P(IX — p1| < 1,96 ¢) = 0,95, tj. 95 % o
P(IX — u| < 2,00 o) = 0,954, tj. 95,4 % o_ (0092100
P(|X — u| < 3,00 0) = 0,997, tj. 99,7 % . 5 M o j ) 5
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zajimavé kritické hodnoty vypolet pravdépodobnosti pro Z ~ N(0, 1)
» u spojitého rozdéleni je P(X < x) =P(X < x), tedy iu Z

2(0,025) = 1,96 tj. P(Z > 1,96) = 2,5 % > Z~N(0,1),a < b, pak |P(a < Z < b) = b(b) — ¥(a)|
2(0,025) = 1,96 tj. P(Z < —1,96) =25 % » odvozeni: jevy (Z < a) a (a < Z < b) jsou neslutitelné
z(0,025) = 1,96 tj. P(|Z| > 1,96) =5 % (tvrzeni nemohou platit soutasng)
2(0,005) = 2,58 tj. P(Z > 2,58) = 0,5 % jejich sjednocenim je jev (Z < b), proto
2(0,005) = 2,58 tj. P(Z < —2,58) =0,5 % P(Z<b)=P(Z<a)+Pa<Z<bh)
2(0,005) = 2,58 tj. P(]Z] >2,58)=1% ®(b) = d(a) + P(a < Z < b)
2(0,050) = 1,64 tj. P(Z > 1,64) =5 %

0,136, jak byl brazk
2(0,050) = 1,64 tj. P(|Z| > 1,64) = 10 % : jar oyl na oorar |

[pnorm(2)—pnorm(1)]

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 5. pfednaska  29. ¥ijna 2012 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 5. pfednaska  29. ¥ijna 2012 136(265)



normalni rozd&leni

Postup vypottu P(1 < Z < 2) (Z ~ N(0,1)
pomoci tabelované funkce ®(z) = Fz(z) = P(Z < z)
< _ hustota Z ~ N(0,1) _ P(Z<?2)
g I I I I I I I g I I I I I I I
-3 -2-1 0 1 2 3 -3 -2-1 0 1 2 3
< P(z=<1) < P(1<Z<2)
o 7] o 7]
S S
o | o i
© I I I I I I I © I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

vypocet pro X ~ N(/L7 02)

X—p
g

P(XSX):P<X;MSX;M>:P<Z§x;u>:¢<x;u>

b— —

P(a<X<b):¢< ”>_q>(a “>
g g

priklad: X ~ N(136,1,6,4%) (vysky 10letych hochli v roce 1951)

X ~N(p,0%) = Z = ~ N(0,1)

P(134,5 < X < 140,5) = ® <14°’5_136v1> o <1345—1361>

6,4 6,4
= 0,754 — 0,401 = 0,353

tedy v rozmezi 135 cm aZ 140 cm bylo asi 35,3 % hochi
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normalini rozd&leni

pohodIné&jsi moZnost

v

X ~ N(136,1,6,42)

» potitdme P(134,5 < X < 140,5)

> Excel i R nabizeji moZnost dosadit skute¢né parametry
normélniho rozdéleni

» druhym parametrem je smérodatna odchylka

» Excel (nepfehlédnéte, Ze nejde o NORMSDIST!):

[ ]

» R: (pozor, na vstupu nutn& desetinnd tecka, &arka je
oddélova¥ parametril)
[pnorm(140.5,136.1,6.4)-pnorm(134.5,136.1,6.4)]
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populace/vyb&r

populace a vybér

» populaci (zdkladni soubor) charakterizujeme pomoci
parametr( rozdéleni, pfipadné typu rozdéleni
» vysledkem méfeni na ndhodné vybraném prvku populace
(zdkladniho souboru) je ndhodna velitina
» skute¢né hodnoty parametrli nezndme
» chceme parametry odhadnout
» chceme rozhodnout o platnosti tvrzeni (hypotézy)
o parametrech nebo o typu rozdé&leni
> jako vybér si ptedstavujeme né&kolik nezavislych nahodnych
velitin se stejnym rozd&lenim (moZnd s nezndmymi
parametry)
» parametry odhadujeme na zdklad& vybéru
» o hypotézach rozhodujeme na zdklad& vybéru
» priklady
» stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny (populagni primér)
odhadujeme pomoci vybérového priméru
» rozptyl ndhodné veli¢iny odhadujeme pomoci vyb&rového
rozptylu
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priklady

> volebni preference

> populace: vSichni opravn&ni voli&i (jejich preferovand strana)
vybé&r: respondenti, ktefi odpovédéli
hodnocena vlastnost: podily voli¢d jednotlivych stran
hodnoceny parametr: 71,...,m psti jednotlivych stran
odhad parametru: relativni &etnosti voli¢l jednotlivych stran ve
vybé&ru

vV vyVvyy

> vysky desetiletych hochi
> populace: vEichni desetileti ho3i (jejich vysky)
vyb&r: zmé&Feni desetileti hosi (jejich vysky)
hodnoceny znak: vy$ka postavy ndhodné vybraného chlapce
hodnoceny parametr: populaéni primér p
odhad parametru: vyb&rovy primér, interval spolehlivosti pro

vvyVvVvyy

zavér: pri opakovaném pofizeni vyb&ru dostaneme po kaZzdé jiny
odhad, odhad je tedy ndhodny

vlastnosti vybéru

> reprezentativnost vybéru
» schopnost reprezentovat celou populaci
> sloZeni vyb&ru ve vlastnostech, které mohou souviset s danym
Setfenim ma zhruba odpovidat sloZeni populace
nap¥. podil Zen, podil vysokoskolaki, podil dichodci ...
neni-li vybér reprezentativni, jsou vysledky vychylené, nikoliv
nestranné, odhady odhaduji néco jiného, nez chceme
> rozsah vybéru

» pocet vySetfovanych (nap¥. dotazovanych) jednotek
» ovlivni variabilitu odhadd, nikoliv jejich nestrannost

> reprezentativnost a rozsah vybéru jsou riizné vlastnosti

> podobné jako

» dobry stfelec ma viechny zdsahy v ter&i blizko sebe (mala
variabilita)

» pokud vzduchovka zandsi, i dobry st¥elec st¥ili mimo st¥ed
terce (vychylen)
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vyb&rovy primér

priklad: vék matek, histogram pro celou populaci

o —
S _ |
o
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o —
o — —
© —
g g | L
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vyb&rovy primér

pfiklad: histogram populace a histogramy priméri

Sitky interval(l stejné, variabilita primé&ri s rostoucim n klesa

opulace n=1
2000 — pop
/1500 m 150
.1000 — 100
500 50
0 0
[ I I I I I 1 [ I I I I I 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
n=10 n=100
250
150
200 —
150 — 100
" 100 )
50
50 o
o - 0
[ I I I I I 1 [ I I I I I 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
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vyb&rovy priimé&r vyb&rovy primé&r

chovani vybérového priiméru z ndhodného vybéru variabilita vyb&rového priméru
» necht X1, Xo,... X, jsou nezdvislé ndhodné velitiny > pro rozptyl nezavislych nahodnych veliin plati
s libovolnym stejnym rozdélenim se stfedni hodnotou u 52 — 02 4 o2 o2 — BRg2
a rozptylem o2, tj. nahodny vybé&r z onoho rozdé&leni X+Y X Y bx X
_ 1< > proto je
> pramér Xi, Xo, ... Xp: X=2-)"X , )
i=1 O =0lgn x = > X = —Sno- = —
. . ; . a2l X p? i pn?
> pFipomefime vlastnosti stfedni hodnoty, zejména i=1

> prim&r X ma tedy rozptyl n-krdt mensi, nez jednotliva

UX+Y = [X + py, ppx = b pux )
pozorovani

v

> proto je stfedni chyba priméru = smérodatna odchylka priméru

-~ g

SE(X) =

o R » stfedni chyba odhadu néjakého parametru = smérodatna
EX = px = p, tj. X je nestranny odhad parametru odchylka tohoto odhadu

(Standard Error)

1 1
EX:MY:M%Z:,ZIX,:;Mzrzlxl:;ZMX’:;nM:M
i=1

v
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priklad: vék matek priklad: vék matek
§ _ ] > vyjime¢ny umély p¥iklad, kdy zndme celou populaci
-

- > populace obsahuje 10 916 hodnot

§ - ] - > rozdéleni v&ku je vyrazné& nesymetrické
> provadén vybér rozsahu n, vzdy spoditan primér
>
% § N ] » vyb&r N-krit opakujeme (spotitdno N = 1000 primérti)
;T . B m » spoditany charakteristiky z N priimé&ri jako vychozich hodnot,
=T (modfe charakteristiky celé populace nebo hodnoty z nich
odvozené)
g n prim&r sm. odch. o/y/n Sikmost ¥pitatost
1 25,43 4,62 4,94 0,74 0,29
o 10 25,35 1,54 1,56 0,28 -0,04
T T T T T T 1 100 25,39 0,48 0,49 0,08 -0,05
15 20 25 30 35 40 45 populace | ©=25,40 o = 4,94 4,94 0,77 0,19
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vyb&rovy priimé&r vyb&rovy primé&r

V7 . - - o v o A4 . . . Ve v o
priklad: histogram populace a histogramy priméri priklad: histogram populace a histogramy vybéri
$itky intervall stejné, variabilita priméri s rostoucim n klesa $itky intervall pFizplsobené variabilité, s rostoucim n se zlepSuje normalita

| -1 populace n=1
2000 — populace n 2000
21500 > 150
11500 150 2 2
S 1000 $ 100
1000 - 100 g g
L 500 I 50
500 50 . .
T T T T T 1 S e B
0 T T T T T T 1 0= T T T T T T 1 15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
n=10 n=100
250 150 — n=10 n=100
200 — 250 150
" 150 " 100 A > 200 >
© 100 § 150 § 100
50 g 100 g &
50 T g5 L
0~ o -
\ T T T T T \ \ T T T T T \ 0-; : : : : 0 0 —TTT 7
1520 25 30 3% 40 45 1520 25 30 3% 40 45 20 22 24 26 28 30 240 250 260 270
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vyb&rovy primér CLv
priklad: shrnuti centralni limitni véta (CLV)

» spoditany charakteristiky z N priimé&rii jako vychozich hodnot, > vlastnost soultu nezavislych ndhodnych veli¢in se stejnym
(modfe charakteristiky celé populace nebo hodnoty z nich rozdélenim (s popula&nim priimérem 4, popul. rozptylem o2)
odvozené) > primér je soutet déleny poltem séitanci

n primér sm. odch. (T/\/E Sikmost  $picatost = pro primér plati CLV také
1 25,43 462 494 0,74 0,29 » standardizovany soulet (primér) n nezavislych ndhodnych
10 25,35 1,54 1,56 0,28 -0,04 veli¢in Ize pro velké n aproximovat normalnim rozdélenim
100 25,39 0,48 0,49 0,08 -0,05 N(0,1)
populace | 1 =25,40 o = 4,94 4,94 0,77 0,19 ’ —
- . v oy S Xi—n-u X—p ,
> priméry kolisaji kolem populaéniho priiméru 7 = &i=l = v/n <~ N(0,1)
. [ . . oy/n o ’
» smé&rodatné odchylky s rostoucim /n klesaji

> pro velkd n se vyb&rovy primér chova, jako by $lo o vybér
z normalniho rozdéleni, a to bez ohledu na vychozi rozdéleni

X A~ N(p,02/n)

> Sikmost a $picatost se s rostoucim n bliZi k nule

> je nadgje, Ze s rostoucim n je histogram podobnégjsi hustoté
normalniho rozdé&leni — projev centralni limitni véty
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int. spol. pro p int. spol. pro p

interval spolehlivosti pro populaéni primér u 100 intervall spolehlivosti (n =100, 1— a =95 %)

> pro nezdvislé nghodné veliginy X1, ..., X, ~ N(u,02) plati (v 8 pfipadech interval neobsahuje 1.)

X ~ N(u,02/n)

95% intervaly

e il kil
RO G = 1 TP T L

(x - %z(a/2) X+ ﬁz(a/2)> :

vzhledem k centrdlni limitni v&t& Ize pouZit pro velkd n i bez
pozadavku na normalni rozdéleni X;

v
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pfiklad: 1Q vysokoskolaki vlastnosti intervalu spolehlivosti pro p
- » délka intervalu roste s pozadovanou spolehlivosti
» u n =16 ndhodné& vybranych studentd _]ISté fakulty byla > 90% interval (103 83: 116 17) ma délku 12 34
zjisténa hodnota 1Q > 95% interval (102,65; 117,35) m4 délku 14,70
> metoda méfeni |Q je konstruovana tak, Ze je 0 = 15 » délka intervalu klesd s rostoucim poctem pozorovani n

» pro n =16 md 95% interval (102,65; 117,35) délku 14,70

o o e oL . ) » pro n=4-16 = 64 ma 95% interval (106,325; 113,675)
> co lze Fici o populaénim priméru viech studentl oné velké délku 7,35, tedy polovieni (1/v/4 = 1/2)

fakulty?
» 95% interval spolehlivosti (z(0,025) = 1,96):

> vySel primér x = 110

» kolik potfebujeme pozorovani, aby m&l 95% interval délku 267

o o 2
15 15 Zxa/2)=0 = n=(52a/2))
(110 - 2> - 1,96; 110 + - - 1.96) = (102,65;117.35) v

» v prikladu s IQ poZadujeme § = 5:
» skuteny populani primér u (vech studenti oné fakulty)
lei s 95% pravd&podobnosti mezi 102,65 a 117,35 b <15 ) - 35

—1,96
1 lezi s 90% pravd&podobnosti mezi 103,83 a 116,17 5

>
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int. spol. pro p int. spol. pro p

interval spolehlivosti pro 1 (neznamé o) priklad: vyska postavy

» nezname-li o, nahradime je pomoci (vyb&rovd smér. odchylka)

1 n — » studenti odhadovali vysku prednasejiciho;
=\l Z (Xi - X) predpoklddejme, Ze nestranné a nezdvisle na sobé
i=1 » n=22, x=1724, s, =4,032
> interval spolehlivosti pro p: > z tabulek: t,1(0,05) = 2,080
<X tn—1(a); X + St ( )> 4,032 4,032
— —=1lp-1\); —F=Ip-1{& ) )
n n 172,4 — -2,080;172,4 + -2,080
Vn vn ( s s )
» pouZiti kritické hodnoty t,_1(«) Studentova t-rozd&leni misto (170,6; 174,2)
kritické hodnoty z(a/2) je penalizaci za to, Ze neznamou DA
smérodatnou odchylku o jsme nahradili jejim odhadem S » = skutedn3 vyika je s pravdépodobnosti 95 %
» plati totiz t,_1(c) > z(a/2), s rostoucim n se rozdil zmen3uje nékde mezi 170,7 cm a 174,2 cm

» délku intervalu spolehlivosti uréuje zejména stfedni chyba

priméru S//n
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centralni limitni véta pro Cetnosti priklad: pocet studentek

» zkuZenost: mezi uchazedi o studium byva 45 % divek

> s jakou pravdépodobnosti bude p¥i 500 p¥ihlaskach pocet

> co fikala CLV? divek mezi 200 a 220 (v&etn&)?

> absolutni cetvnost Y o 3 . o > Y ~ bi(500,0,45) ma py = 500 - 0,45 = 225,
: i:sglf:et)?.ezawslych veli¢in X; s alternativnim rozdélenim 0,%/ =500 - 0,45 - 0,55 = 123,75, tedy oy = 11,1

= 2ui=1 N

> populaéni primér X; je 7 _ _
» populaéni rozptyl X; je 7(1 — 7) P(200 <Y <220) =9 (220’5225> - (199’5225>
> Y ~ bi(n, ), proto pfiblizn& Y ~ N(nm, nw(1 — 7)) 11,1 11,1

> relativn{ getnost f = X = 1577 X » hledand pravd&podobnost je p¥iblizn& 33,2 % (p¥esn& 33,3 %)
» f — primér nezdvislych veliéin s alternativnim rozdélenim [ ]
> f~N(m,7(1—m)/n) [pnorm(220.5,500%0.45,sqrt(500*0.45%0.55))

— pnorm(199.5,500%0.45,sqrt(500*0.45*0.55))]
[ ]

[pbinom(220,500,0.45) — pbinom(199,500,0.45)]
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int. spol. pro pst

interval spolehlivosti pro podil (pravdépodobnost) 7

» 7 — podil prvkii populace s danou vlastnosti
» 7 — pst, s jakou takovy prvek vylosujeme
» polet prvki ndhodné& vybranych s onou vlastnosti Y ~ bi(n, )

» stfedni chyba relativni etnosti Y /n = f
= smé&rodatnd odchylka relativni &etnosti f

w(1l—m)

= odmocnina z rozptylu relativni &etnosti f, tedy -

» pravdépodobnost m nezndme, odhadneme ji pomoci f

» odtud je pFiblizny 95% interval spolehlivosti pro 7

(7= 100070 0m. [ TO50)

> skuteZnd pst 7 je tedy s 95% psti v uvedeném rozmezi

> existuje presn&jsi (pracngjsi) postup

int. spol. pro pst

priklad: hody s hraci kostkou

» odhadujeme pravdépodobnost Sestky
> kostka A: n =100, na = 17, f4 = 0,17

017 083 0,17-0,83
1 . ) )
<o, 71,96/ 2 +1,96 ,/7100 )

(0,10;0,24)

> kostka B: n =100,ng =41, fg = 0,41

/041 059 /0,41 - 0,59
41 — . ’ ’
(O, +1,96 100 )

(0,31;0,51)

» dulezZity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do intervalu
spolehlivosti; u kostky B nikoliv; miZe to néco znamenat?
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tvod

pro¢ testovani hypotéz

» pripomefime 95% intervaly spolehlivosti pro Sestku u kostek:
> kostka A: (0,10; 0,24)
> kostka B: (0,31; 0,51)
» znamena n&co, kdyZz 1/6 = 0,167 leZi ¢i neleZi v 95% intervalu
spolehlivosti?
> nelze bezpecné poznat, Ze kostka A neni fale$na nebo Ze
kostka B je falesna

> intervaly spolehlivosti urcily rozmezi, kde by skute¢na
pravdépodobnost Sestky méla byt, spolehlivost intervali je
velkd, ale omezend

» musime pfipustit, Ze jsme mohli mit smilu, Ze se v nasich
pokusech ndhodou realizovaly malo pravdépodobné moZnosti,
prestoZe k takové smiile dochazi jen zfidka

> potfebujeme standardizovana pravidla, jak rozhodovat
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testovani hypotéz

hypotézy a mozna rozhodnuti

» mozZné statistické hypotézy
» (nulovd) hypotéza Hy: — zjednodu3uje situaci
porovndvané populace se nelisi, vySetfované znaky jsou
nezavislé . ..
tedy Zadny (tj. nulovy) rozdil, Zadna (tj. nulova) zavislost
zpravidla se snazime Hg vyvratit, abychom v&cné& néco prokazali
» alternativa H;: (alternativni hypotéza) — opak nulové
hypotézy, zpravidla to, co chceme vécné dokazat
» volba co je Hy je pevné spojena s testem, nezdvisi na nds;
volime Hy, ta nabidne test
» moznd rozhodnuti
» zamitnout Hy pokud nase data sv&d&i proti Hg
» nezamitnout Hq (p¥ijmout Hy) pokud neni dost divodii Hg
zamitnout

» hypotéza — tvrzeni o populaci (zdkladnim souboru)
> rozhodujeme na zdkladé dat z vybéru
> nelze zarudit bezchybnost rozhodnuti

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 7. pfednaska  12. listopadu 2012

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 7. pfednaska  12. listopadu 2012 164(265)



testovani hypotéz testovani hypotéz

chyby v rozhodovani schéma rozhodovani

v

nelze zarudit bezchybnost rozhodnuti, mohou nastat chyby:
> chyba 1. druhu, kdyZ zamitneme platnou (pravdivou)

hypotézu Ho rozhodnuti Ho plati Ho neplati
> chyba 2. druhu, kdyZ nepozname, Ze hypotéza Ho neplati a Ho zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
nezamitneme ji (pfijmeme ji) (pst < @) (pst 1 — B)
> nechceme pf¥ili§ Easto chybné zamitat Hg, délat chybu 1. druhu hladina testu sila testu
(tedy fale$n& n&co v&cn& prokazovat) Ho nezamitnout | spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu
> proto se snaZime chybé& 1. druhu pokud moZno vyvarovat, (pFijmout) (pst > 1—a) (pst )
i kdyZ ji nelze vyloucit > na zéklad& dat volime rozhodnuti (¥adek)
» hladina testu o = maximaln{ pfipustna pravdépodobnost » nevime, kterd skute€nost (ktery sloupec) plati

chyby 1. druhu (zpravidla a = 0,05, tj. « = 5 %)
> sila testu = pravdépodobnost spravného zamitnuti neplatné
hypotézy

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 7. prednaska  12. listopadu 2012 165(265) Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 7. predndska  12. listopadu 2012 166(265)

klasicky postup p¥i rozhodovani priklad: padd na kostce Sestka pfili§ ¢asto?

Franta si svoji kostku moZna né&jak vylepsil

» chceme na 5% hladin& prokazat, Ze pravdépodobnost $estky
» zvolit (nulovou) hypotézu Hy, alternativu H; na dané kostce je v&tsi, nez by mé&la byt (tj. v&tsi nez 1/6)

» zvolit hladinu testu a (zpravidla 5 %) » Ho : P(padne Sestka) =1/6 (7 = m)

» zvolit metodu rozhodovani (ktery test pouZit) > Hi : P(padne Sestka) > 1/6 (m > mo)

» z dat spotitat testovou statistiku T a porovnat ji > provedeme n = 100 pokusi, Y je potet Sestek v nich
s tabelovanou kritickou hodnotou > co sv&d&i pro neplatnost hypotézy? Je to situace, kdy
(bude je3t& pohodIn&jsi: porovnat p-hodnotu s hladinou «) »Sestka padd mnohem Casté&ji, neZ by méla padat za Ho"

» kriticky obor — mno¥ina t&ch vysledkii pokusu > tvar kritického oboru: hypotézu zamitat, kdyZz Y > y
(nap¥. hodnot T), kdy budeme hypotézu zamitat » za platnosti Hp ma polet Sestek Y rozdé&leni bi(n,1/6)

» kdy? padne statistika T do kritického oboru, pak hypotézu > velikost kritického oboru: yo zvolime tak, abychom hypotézu
zamitnout (zpravidla, kdyz T > ty, kde tg je kritickd hodnota) za jeji platnosti zamitali s pravd€podobnosti nejvyse a, tj.

Po(Y > y) < o
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pfiklad: jak zvolit kritickou hodotu yy? priklad: sila testu

» né&které pravd&podobnosti pro Y ~ bi(100,1/6)

Yo 20 21 22 23 24 25
P(Y >y0) | 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038 0,022

» podminku P(Y > yp) < 0,05 = « spliiuje yo = 24
> padne-li ve 100 nezavislych hodech kostkou aspori 24 Sestek,
budeme na 5% hladin& zamitat hypotézu, Ze pst Zestky je

v

sila testu = pst, Ze hypotézu zamitneme, kdyZ ona neplati

v

pfi 100 hodech hypotézu na 5% hlading zamitdme, je-li
Y >24

» necht je ve skutednosti 7 = 1/4, pak hypotézu zamitneme
(vysledek pokusu padne do kritického oboru) s psti

1/6 ve prosp&ch alternativy, Ze pst Zestky je vétsi nez 1/6 100 100\ /1\X 1) 10—k
) . P(Y > 24) = - 1—- = 0,629
(ddno zvolenou alternativou) (Y >24) /(224 < K > <4> < 4> ,

> na kostce A ndm padlo 17 Sestek, hypotézu nezamitame
(to ale neznamend, Ze bychom hypotézu prokazali!ll) [ ] [1-pbinom(23,100,1/4)]

> na kostce B nam padlo 41 Sestek, hypotézu zamitame

v

pro m = 0,25 je tedy sila testu 62,9 %
» pro o = 10 % bychom zvolili yg = 22,
bylo by v8ak vétsi riziko zamitnuti platné hypotézy

v

pro m = 0,3 je podobné sila testu rovna 92,4 %
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priklad: sila testu rozhodovani pomoci p-hodnoty
3 P » p-hodnota p je nejmensi «, pfi kterém Hg z danych dat jesté
zamitame
3 » p-hodnota p je za platnosti Hg spoditana pravdépodobnost

vysledk(i stejn& nebo méné pFiznivych pro Hg, nez ten, ktery
S opravdu nastal

» Hg zamitdme pravé tehdy, kdyz je

p-hodnotu pocitaji moderni pocitacové programy

sila

0.4
v

» existuji tlohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty
(nap¥. FisherQv exaktni test ve &ty¥polni tabulce)

» statistické rozhodovani:
T T T T T spoditat k T odpovidajici p-hodnotu a porovnat ji s «

0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 , , . .
» nulovou hypotézu zamitnout, je-li

0.0
|
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p-hodnota p-hodnota

priklad: rozhodovani pomoci p-hodnoty priklad: kostka a oboustrannd alternativa

> snaZime se prokdzat, Ze Sestka pada p¥ili§ ¢asto (Hy : 7 > 1/6)
» hypotéza Hp : m = 1/6, kriticky obor: Y > yg = 24
» na kostce A padlo 17 3estek, proto (psti binomického

> chceme ové¥it, zda je kostka v poradku
rozdélent)

» pokusime se prokazat, Ze pst Zestky je v&t3i nez 1/6 (pak
100

100\ /1\X 1) 00—k Sestka padd pfili§ ¢asto) nebo je men3i nez 1/6 (pada ptili3
p=P(Y >17) = Z ( K > <6> <1 - 6) = 0,506 ztidka) (oboustranna alternativa)
k=17

=1-P(Y < 16) [ ] » Ho : P(padne estka) =1/6 (7 = mo)
N N » Hji : P(padne %estka) # 1/6 (m # mo)

» protoze 50,6 % > 5 %, hypotézu nemiizeme na 5% hladin& > proti hypotéze svédél malé nebo velké hodnoty Y

zamitnout, nem(Zeme tvrdit, Ze pst Sestky je v&tsi nez 1/6
» neprokazali jsme v3ak, Ze by hypotéza platila
> na kostce B padlo 41 Sestek

p=P(Y>41)=1-P(Y <40)=7,4-10"°

> pst chyby 1. druhu « rozdélime na dvé& poloviny:
a/2 pro pkilis malé Y, a/2 pFili§ velké Y

hypotézu zamitdme [1-pbinom(40,100,1/6)]
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iest o podlu (psi) =
priklad: kostka, oboustrannd alternativa oboustranna alternativa (p¥iblizng)

» Hp : m = mp, napt. P(padne Zestka) = 1/6
» Hi: 7 # mo, napt. P(padne Zestka) # 1/6

Yo 8 9 10 ... 24 25 26 » proti hypotéze sv&d¢i Y hodné daleko od py = nmp (potitdme
P(Y <yo) | 0,010 0021 0,043 ... 0978 0,988 0,994 za platnosti hypotézy), tj. rel. &etnost f = Y /n daleko od 7
P(Y > o) | 0,996 0090 0,979 ... 0,038 0,022 0,012  avedeme
P(Y =w) | 0,006 0,012 0,021 ... 0,016 0,010 0,006

7 - Y — nmo _ f— 0 \/B
> a = 0,05, tj. a/2 = 0,025 (resp. & = 0,1, tj. a/2 = 0,05) Vnmo(l—m)  y/mo(1— o)
> Ho zamitneme, kdyZ bude Y < 9 nebo kdyZ bude Y > 25 > hypotézu zamitneme, bude-li Z daleko od nuly: |Z| > z(c/2)
» skutetnd pst chyby 1. druhu bude 0,021 + 0,022 = 0,043 > pro a =5 % zamitdme hypotézu, je-li |Z| > 1,96
> [pbinom(9,100,1/6)+(1-pbinom(24,100,1/6))] > Ya =17, z4 = 0,089, p = 92,9% (nezamitneme)

[ ] 95% int- spol. (0,10; 0,24) prekryva hodnotu 1/6 = 0,167

» hodnoty v rozmezi 10 az 24 (v&etn& mezi) nesv&d¥i proti Hy > Yg =41, zg = 6,529, p < 0,01% (zamitneme)

95% int- spol. (0,31; 0,51) nep¥ekryva hodnotu 1/6 = 0,167
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Jjednovybérovy test Jjednovybérovy test

zménila se za deset rokil vyska desetiletych hoch(i? test o stfedni hodnoté 1 normdlniho rozdé&leni

. o o . > predpokladame Xy, Xp, ..., X, ~ N(,u7 02), nezavislé
> v roce 1951 byla priimérna vyska desetiletych hochd 136,1 cm

(zjist&no z velkého vyb&ru o tisicich mé&Feni) » o > 0 odhadneme pomoci S, = /-1 01 (X; — X)?

> v roce 1961 bylo zméFeno 15 ndhodné vybranych desetiletych » rozptyl X odhadneme pomoci S2/n, st¥edni chybu X
hochii: 127 130 133 136 136 138 139 139 139 140 141 142 (odmocnina z rozptylu) odhadneme jako S.E.(X) = S./+/7
147 149 151 -
_ » Ho : = po (1o zndma konstanta)

» X =139,13cm, n=15

> znamena to, Ze po deseti letech jsou desetileti opravdu vy3%i? T X — o _ X — Moﬁ

» co je vySka desetiletych hochii? (populaéni pramér) S.E.(X) Sx

> St'f‘(v:', k dﬁkavz/u, Ze }0 hochi je?vétél’ch nez 136,1 cm statistika T md za Hg Studentovo t-rozdéleni s n — 1 st. vol.
a jen 5 mensich neZ 136,1 cm > kdy hypotézu Ho zamitame (kriticky obor):

» stati k dlikazu, Ze novy vybérovy priimér je o 3 cm ve&tsi nez > Hy: o # po (oboustranna alternativa) IT| > ta1(c)
hypotézou predpoklddany populaéni primér? » Hi: > po (jednostranna alternativa) T > t,—1(2a)

» Hi: p < po (jednostrannd alternativa) T < —t,-1(2c)
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souvislost s intervalem spolehlivosti priklad: vygky desetiletych hochii (02 nezndmé)

> pFipomerime interval spolehlivosti pro > méame Ho : 1 = 1o = 136,1, Hy : > g = 136,1

X _ S/E()_() tpa(a) <p < X+ S/E()_() tpo1 () » kriticky obor: X se p¥ili§ li&f od 1o ve sm&ru zvolené alternativy
_ S _ S > spolitame [t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater" )]
X —Ztyq(a) <p< X+ =tp_1(a)
vn vn 139,13 — 136,1
T =222 29 /15 — 1,79
> |ze pFepsat jako 6,56

» na 5% hlading p¥i jednostranné alternativé u > ug hypotézu
< tp-1(e) zamitdme, nebot t14(0,10) = 1,76 (p = 4,7 %)

» na 5% hlading jsme prokazali, Ze vyska desetiletych vzrostla

TI= |5 v

» Hp : = po tedy nezamitneme na hladiné « p¥i oboustranné
alternativg, pravé kdyz po lezi v 100(1 — a))% intervalu
spolehlivosti

» na 5% hlading p¥i oboustranné alternativé hypotézu
nezamitdme, nebot t14(0,05) = 2,14 (p = 9,5 %)
» 95% int. spolehlivosti pro popula&ni primér vysek hochi:
> interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty 1, (13; 5 142[)8) pro pop P Y
které bychom jako hypotézu nezamitli R
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pouziti Excelu (Analyza dat, Popisnd statistika) kriticky obor pro X

prednatka Excel ho (nezndmé o)

pramér St¥. hodnota 139,13 > 13913 — 3,63 o rozdé& leni prii mé rné vysky za hypotézy

stfedni chyba Chyba stf. hodnoty | 1,693 — 135,50 z B 100 oo e hany)
median Medidn 139 S

modus Modus 139 |~ 13913 +3,63 g -

s Smér. odchylka 656 | — 4270 % =

52 Rozptyl vyb&ru 42,98 | » 95% interval z °

gpicatost Spitatost 0,006 spolehlivosti: S ]

Sikmost Sikmost 0,090 (135,5; 142,8) g A

rozpéti Rozdil max-min 24 > o = 136,1 je S — B
minimum Minimum 127 v int. spolehlivosti 130 102 134 136 138 140 142
maximum Maximum 151 |, p¥i oboustranné t

soucet Soutet 2087 alternativé jsme > pfi jednostr. alternativé p > 1o je 5% kriticky obor ozna&en
rozsah vybéru n Pocet 15 nezamitli Ho ob&ma barvami na pravé stran&

pol. 8itka int. spol. | Hladina spol. 3,63
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porovnani dvou populaci (dvouvybérovy t-test) dvouvybé&rovy t-test

Vy3ky desetiletych

—_— [¢]

150
Il
v

Ize pfedpokladat, Ze vySky ndahodné vybranych hochi maji
normalni rozdéleni

» priklad: lisi se desetileté
divky vyskou postavy od
desetiletych hochi?

| . ) A
(tvrzeni o vdech d&tech) ! Xi ~ N(px, 0%), nezavislé, i =1,...,nx
> vyb&r hochii zname, I - » Ize predpokladat, Ze vy&ky nihodné vybranych divek maji

[

145
I

140

X =139,13 cm, normalni rozd&leni
S« =6,56, n, =15 8 !

» vysky divek: 131, 132, | | Yi ~N(py,02),  nezdvislé, i=1,...,n,
135, 141, 141, 141, 141, 3 . ) o _
142 143 146. 146 151 » predpoklad stejnych rozptyli byva splnén, Ize jej ovéFit

» Y — 14083 S, — 5.84 w : » musi jit o nezavislé ndhodné vybéry, nelze nap¥. vybirat
=12 R T divka hoch sourozenecké dvojice nebo opakovang& mé¥it stejnou osobu

Yy =
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dvouvybérovy t-test

porovnani stfednich hodnot nezdvislych vybéri

» Ho : st =y (neni rozdil, nulova hypotéza)
zfejmé totéZ jako pux — p1y, = 0 (nulovy rozdil st¥. hodnot)
(hosi a divky se v deseti letech co do vy3ky nelisi)
» mozné alternativy
> Hi: px # 1y (neni-li dilvod k jednostranné alternativé)
> Hi: px > py (cilem dokdzat, Ze hosi jsou vétsi nez divky)
» Hi: px < py (cilem dokdzat, Ze ho3i jsou men3i nez divky)
» rozhodovani zaloZeno na porovnani praméri X a Y; &m vice
se lisi ,,spravnym smérem", tim spiSe zamitnout hypotézu
> je tfeba porovnat s mirou pfesnosti, s jakou rozdil priméri
X — Y odhadne skutetny rozdil popula&nich pramérd ju, — [y

dvouvybé&rovy t-test

odhad o2

» k tomu je t¥eba odhadnout také nezndmé o2 pomoci

1 Nx _ Ny _
2 _ L 2 L 2
Sl (Z(X, X2+ (v Y)>
x i=1 i=1
ne—1 5 n,—1 5

= S S
ne +n, —2 X+nx+ny—2 Y

(vaZeny primé&r odhadi rozptylu v obou vybérech)
> v_)'/éka desetiletych déti: n, = 15, n, =12, X = 139,13,
Y = 140,83, 52 = 42,98, S7 = 33,79, tudiz
14

11
§% = 55 4298+ 55 33,79.= 38,04 = 6,047
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dvouvybérovy t-test
kriticky obor

» o hypotéze Hp : ux = p, se rozhoduje pomoci

XV XY [
S/E()_(—\_/) S nx+ny

> Hi:px # py zamitdme pokud |T| >ty 4 pn,—2()

> Hi:px > py zamitdme pokud T > t, 45, —2(20)
> Hi @ px < py zamitdme pokud T < —tp 4y, 2(20)
> vysky desetiletych: T = —0,70 =
| —0,70] < 2,06 = t154+12-2(0,05)
» na 5% hlading jsme neprokazali rozdil mezi vyskami

desetiletych hochii a divek (p = 48,8 %)
[t-test(vyska~Divka,var.equal=TRUE)]

[ ]
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dvouvybé&rovy t-test

souvislost s intervalem spolehlivosti

> fix — by =0 o kolik se li&i populaéni priimé&ry
» odhadem prod jed =X —-Y =—-17

» krajni body intervalu spolehlivosti pro ¢ jsou
(X—-Y)FSE(X-Y)- tnern,—2(c)

Ho zamitdme pravé tehdy, kdyZ nula neni v int. spol. pro ¢

» pFi porovnani vysek hochi a divek je 95% interval pro §

/1 1 /1 1
(1,7 — 6,24 15 + P 2,06; —1,7+ 6,24 15 + IR '2,06>

(—6,7;3,3)

» nula je v intervalu, proto nezamitame Hg : § =0
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dvouvybérovy t-test

dvouvybé&rovy t-test

shrnuti provedeni v MS Excelu (stejné rozptyly)
prednaska Excel Soubor 1 | Soubor 2
» dile¥ité predpoklady pramé&r St¥. hodnota 139,133 140,833
> nezavislé vybery rozptyl Rozptyl 42,981 33,788
> stejné (populagni) rozptyly (Ize testovat) rozsah vybéru Pozorovani 15 12
» normalni rozd&leni (lze testovat) spol. odhad rozpt. | Spole¢ny rozptyl 38,936
> existuje varianta bez p¥edpokladu stejnych rozptyli Ho @ px — py = Hyp. rozdil st¥. hodnot 0
» pro velkd ny, n, na normalit& tolik nezalezi (CLV) stupn vol. Rozdil 25
o , ) e T t stat -0,733
> je-li probler.n s normalitou, |ze pouZit jiny test p jednostr. testu P(T<=t) (1) 0,244 | jen nzkdy!
(Mann-Whittney) bntm—2(201) t krit (1) 1,708
p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0,488
tnetn,—2(c) t krit (2) 2,060

p¥i oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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MS Excel: Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

dvouvybérovy t-test

problém nestejnych rozptyli

Statistika

» predpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemusi byt prednadka | Excel Soubor 1 | Soubor 2
ve skutenosti splnén, lze jej ovéFfit porovnanim odhadi prameér Stf. hodnota 139 13 14083
A : ,
rozptylu F-testem zaloZenym na F = 2% rozptyl Rozptyl 42,98 33,79
Sy rozsah Pozorovani 15 12
» hypotéza Hg : 02 = 0}2, se proti Hy : 02 # 0}2, zamita, kdyz je stupné vol. | Rozdil 14 11
F F 1,27
, s2 1 S p P(F <=f) (1) 0,349
bud F =53 2 Ftna(0/2) nebo & = 55 2 Fo—1na(0/2) F krit (1) 2,739

> vlastné se vétsi odhad rozptylu déli mensim odhadem, k tomu
se musi zvolit odpovidajici poradi stuprit volnosti a hladina
» priklad vysky desetiletych déti:

F= §§’?S = 1,27 < F1411(0,025) = 3,36

[var.test(vyska~Divka)]

v

pozor Excel pracuje Spatné: uvadi kritickou hodnotu a p-hodnotu
pro jednostrannou alternativu odvozenou z hodnoty statistiky F;
p¥i oboustranné alternativé je tfeba p-hodnotu vynasobit dvéma

ve skute¢nosti je P(F > 1,27) = 0,349, takZe p = 2- 0,349 = 0,698
pro oboustrannou alternativu mélo byt pouZito

F12,11(0,025) = 3,359

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013

8. prednaska 19. listopadu 2012
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dvouvybérovy t-test parovy t-test

provedeni v MS Excelu (nestejné rozptyly) parové testy

» neni-li pfedpoklad nezavislosti porovnavanych vybéri splnén,

Soubor 1 | Soubor 2 nelze dvouvybg&rovy test (t-test, Wilcoxoniv) pouZit
primer St¥. hodnota 139,133 | 140,833 > typické poruseni predpokladu nezdvislosti je u parovych dat
rozptyl Rozptyl 42981 33,788 » nejde o dva vybéry, ale o vybér dvojic
rozsah Pozorovani 15 12 » méfeni na stejnych objektech ve dvou riiznych ¢asech
Ho : jix — 1y = Hyp. rozdil st¥. hodnot 0 » méFeni na stejnych objektech pfed zdsahem a po ném

P v . : (oZetieni)
s;upne volnosti f | Rozdil 25 » mé&feni na roditich (otec a matka), sourozencich ...
. t stat -0,713 > postup
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0,241 s ) . o
5 krit (1 1708 » spocitaji se a hodnoti rozdily (zmény)
tr(2cr) t krit (1) : > plejde se tak k dloze s jedingm vybérem
p oboustr. testu P(T_<:t) (2) 0,482 » maji-li rozdily normalni rozdé&leni, pak parovy t-test
tr(a) t krit (2) 2,060 > v Excelu nesmysIné je parovy t-test uveden jako

p¥i oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout dvouvyberovy parovy test (nejde o dva vybery)
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priklad: vyska rodici dvouvyb&rovy Wilcoxonlv test (n&kdy neptesné&

Manniv-Whitney(v)

» rozhodnout o tvrzeni, Ze populaéni primér vysek otcl je ) : )
pofadova obdoba dvouvybérového t-testu

pravé o 10 cm vé&tsi nez populaéni primér vySek matek

> otcové: Y = 179,26 cm, s, = 6,78 cm, n, = 99 » porovndvame stejny kvantitativni znak ve dvou populacich
matky: Z = 166,97 cm,s, = 6,11 cm, n, = 99 » mame dva nezdvislé vybéry z téchto populaci

> otcové jsou (ve vybéru) v priméru o Y — Z = 12,29 cm vy&i » neni tfeba predpoklddat normalni rozd&leni, sta&i spojité

» smé&rodatna odchylka rozdili vyZek je 8,14 (méng&, nez kdyby > necht Xi,..., X, a Y1,..., Yy, jsou nezavislé vybéry ze
byly vy&ky roditi nezavislé ...6,782+6,112=9,132) spojitého rozd&leni (nap¥iklad v&k matek, stfedni délka Zivota

» stiedni chyba rozdilu priim&ri je 8,14/1/99 = 0,819 muZzd pFi narozeni ve dvou skupindch zemi, potratovost .. .)

» Hp tvrdi, Ze ob& rozd&leni jsou stejnd (mezi populacemi neni

> rozhodneme pode statistiky [t test(vyska.o vyska.m mu=10)] rozdil, zpravidla nds zajim3, Ze nenfi rozdil v mirdch polohy)

[t.test(vyska.o,vyska.m,paired=TRUE,mu=10)]
> specielné to znamend, Ze populaéni mediany jsou shodné
' = 2,801 > 1,984 = t9g(0,05) p=0,6% > postup zaloZen na potadi bez ohledu na vybér
> idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozdil, byla by takto
zjisténd primérna poradi v obou vybérech podobna

12,29 — 10

T= ‘ 0,819
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p¥iklad: potraty na 1000 obyv. (Cechy vers. Morava) p¥iblizné rozhodovani (ny, n, desitky)

polet potratl na 1000 Zen fertilniho v&ku v roce 2003

» W, W, soutty potadi, W, standardizujeme

kraj | Pha  St¢ J¢ Pl KV Us Lb
potratovost | 4,03 4,02 4,11 470 565 580 4,98 7 Wi — ne(ne +ny, +1)/2
pofadi | 7 6 8 10 12 13 11 ey (ne + 1y + 1)/12
kraj | HK  Par Vys UM Ol ZI MS
potratovost | 4,33 3,38 357 3,70 3,65 3,42 3,87 » za nulové hypotézy (neni rozdil mezi populacemi) je pouZitim
poradi 9 1 4 3 2 5 centrdlni limitni véty Z ~ N(0, 1)

» nulovou hypotézu zamitdme, je-li |Z| > z(a/2)

» Hp : shoda populaci (zejm. medidnd), H; : neshoda » na¥ priklad: [wilcox.test(potr~Cechy)]

> nejasné, kam patfi kraj Vysoclina; vynechame jej
» primé&rné pofadi &eskych kraji: 77/9=8,56

77—-9-14/2
W, =7+6+8+10+12+134+11+9+1=77 /9-4-14/12
» primé&rné pofadi moravskych kraji: 14/4=3,5

W, =4+3+2+4+5=14 » na 5% hladin& jsme prokazali rozdil
= =

=216 >196=2(0,05/2) p=31%
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Manntv-Whitney(v test priklad: klesd potratovost? (péarovy t-test zde nevhodny)
jind myslenka, ale stejny kriticky obor jako u dvouvybérového Wilcoxonova testu potratli na 100 téhotenstvi, urit& problém s normalitou
> vySetfime v8echny dvojice X, Y; (je jich ny - ny) y > TR > pouZijeme Udaje z 12 okresii v letech
» za platnosti nulové hypotézy (mezi populacemi neni rozdil): 247i 231" 16i i4 2000 (Y;) a 2001 (Z;)
» asi v polovin& p¥ipadi by mé&lo byt X; > Y;, v polovin& 257 236 | 21 6 > hypotéza Hp : v obou letech potratovost
pFipadii obrdcend 316 279 | 37| 12 stejnd, rozdily dany ndhodnym kolisdnim;
> zjistime, kolikrdt je opravdu X; > Y (skute¢né hodnoty) ggg ;gi 5411 11 Hy : potratovost klesd (jednostrannd alt.)
> pritteme polovinu pripadi, kdy je X; = Y; 30:6 27:9 2:7 10 » za Hg by rozdily mély kolisat symetricky
, Ly e L , o 211 215 | .04 1 kolem nuly
» vysledny soutet by mé&la byt podobny hodnot& ny,n, /2 v , ' o, } )
B ., oo 235 26,0 | -2,5 8 » za H; by mély prevladat kladné rozdily,
» pro zajimavost (R zna&i tento soutet jako W): 269 243 | 2.6 9 spiée velké
W = nn, + n,(n, +1)/2 — W, ;g? gig ig g > priim&mé poFadi z 8 kladnych rozdilii: 8
a9 257 | 08| 2 (soutet W = 64), primé&rné potadi ze 4

zapornych rozdilti 3,5 (souget 14)
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parovy Wilcoxon parovy Wilcoxon

priklad: klesd potratovost? parovy Wilcoxoniv (Wilcoxon signed rank) test
12 > 12 [ ]
<« ° » necht (Y1, 21)...,(Ya, Z,) nezavislé dvojice,
04 — 04 © rozdily X; = Y; — Z; maji spojité rozdéleni
< ¢ » Ho : Y, Z; maji stejné rozd&leni (populace jsou stejné)
8 —> 8 @ s | .y , /
5 ® > predstava: maji-li Y;, Z; stejné rozdéleni, pak rozdily
6 - - 6 - ° Xi = Y; — Z; jsou symetricky rozdéleny kolem nuly
« ° > postup
4+ <« 4 - ° » vylou&it nulové hodnoty X; (tedy shodné hodnoty Y;, Z;),
- ° podle toho pfipadné zmensit n
5 | « 5 ° > urgit poradi R;" absolutnich hodnot |X;| = |Y; — Z;|
<« ° » urdit W, tj. soulet po¥adi plivodné& kladnych hodnot X;
L 1 T 1 » podle W rozhodnout
22 24 26 28 30 32 -2 01 2 3
VyVoj velikost poklesu
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rozhodovani poznamky k vypoctu

> na zakladé centrdlni limitni véty Ize pouZit > nezapomenout vyloutit nulové rozdily

v

7 _ Ww—-EW W —n(n+1)/4 shodnym absolutnim hodnotdm rozdilim p¥ifadime jejich
S.E(W) \/n(n +1)(2n+1)/24 priimérné potadi

Excel ndm v takovém pF¥ipadé moc nepomiiZe, protoZe ¥esi

problém shod nestandardné, napf.:

v

» hypotézu o shod& zamitneme, bude-li |Z| > z(«/2)

> pfi jednostranné alternativé porovnat Z a z(«) X: 4 2 5 2 6 4 2 7
» pro maly polet dvojic (do deseti) rad&ji pouzit tabulky |X;| 4 2 5 2 6 4 27
> priklad (W = 64, n = 12, jinak presng je p = 2,6 %) R™ |45 2 6 2 7 45 2 8
Excel | 4 1 6 1 7 4 1 8

7 — 64 —12.13/4 — 1,961 > 1,645 = 2(0,05), p = 2,5 % » v tabulce je patrné nestandardni chovani Excelu

V12-13-25/24

v

[wilcox.test(pokles,alternative="greater") |
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parovy znaménkovy

parovy znaménkovy (sign) test

7

» hodnoti pouze pocet kladnych a zapornych rozdildi, nezaleZi
na tom, jak jsou rozdily veliké (slabsi test nez Wilcoxoniiv)

» Hg : Y}, Z; maji stejné rozdéleni; za hypotézy olekdvame, Ze
pocty kladnych a zdpornych X; jsou podobné

» oznalme Y pocet kladnych X; z celkem n nenulovych, za
hypotézy Y ~ bi(n,1/2)

» pFiblizné rozhodovéni (centralni limitni v&ta)

Y —n/2 2Y —n
n/4 - Vn

> pfi jednostranné alternativé porovname Z a z(«)

7 —

, zamitat pro |Z| > z(«/2)

parovy znaménkovy

pozndamky
> pro znaménkovy test neni tfeba zndt hodnoty Y;, Z;, sta&i
védét, ktera z moznosti Y; > Z;, Yi < Zj, Y; = Z; nastala

» na¥ p¥iklad o mozném poklesu potratovosti (n =12, Y = 8)

_2.8-12
V12

» pfi malych hodnotdch n (do 30) se doporu€uje Yatesova

=1,155, p=P(Z>1,155)=0,124

korekce 2y 1
— n p— .
ZYates = 7\ﬁ Slgn(2Y — n)
» na% piiklad (Yatesova korekce, jinym zplsobem presng
p =0,194)

2-8-12/-1

z
V12

-1=10,866, p=1—9(0,866) =0,193
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parovy znaménkovy

prehled testli o populagnich mirach polohy

rozdéleni normalni jen spojité

populagni  parametr | populaéni primér | populaéni

(o ¢em je hypotéza) median
jeden vybér jednovybérovy znaménkovy nebo
t-test Wilcoxoniiv

vybér dvojic

parovy t-test

znaménkovy nebo
Wilcoxoniiv

dva nezavislé vybéry

dvouvybérovy
t-test

Mann-Whitney
(dvouvyb. Wilcoxoniiv)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 9. pfednaska
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(Pearsoniiv) korel. koef.

souvisi spolu vysky rodi¢i?
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(Pearsoniiv) korel. koef.

prokazovani zavislosti spojitych veli¢in

» vime, Ze pro nezdvislé X, Y je pxy =0

> ry, je odhadem px y; jak daleko od nuly musi byt ryy,
abychom na hladiné « prokazali zavislost X, Y?

» za predpokladu, Ze X, Y maji normdlini rozd&leni (nebo polet
pozorovanych dvojic X;, Y; je velky) a dvojice (X, Y;) jsou
mezi sebou (pro riznd i) nezavislé, hypotézu nezavislosti
zamitdme pokud je | T| > t,—2(«), kde

,
T=—"_n 2
V1—r?
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priklad: vysky rodici

v

pro n = 99 dvojic byl spo&itan korelaéni koeficient r = 0,205;

0,205
/1 —0,2052
» na 5% hlading jsme zdavislost prokdzali

> t97(0,01) = 2,63, tudiz na 1% hladin& jsme zavislost
neprokazali

T = V97 = 2,07 > t47(0,05) = 1,98

» vyska zpravidla spliiuje pfedpoklad o normalnim rozdéleni
» [cor.test(~ vyska.m+vyska.o, data=Kojeni)]
[ ] (pouze vypotet korelagniho koeficientu)

> neni-li normalni rozdéleni a nemnoho pozorovani, radéji pouZit
Spearmandyv korelaéni koeficient

Spearmaniiv korel. koef.

Spearmaniiv korelaéni koeficient

v

misto pivodnich hodnot x;, y; pouziva jejich pofadi R;, Q;
> je to vlastn& Pearsoniiv korelagni koeficient pouZity na potadi
> vypolet Ize upravit, zjednodusit na

n

rs=1- n(n26_ ) > (Ri— @)

i=1
» vhodny pro nelinedrni monotonni zavislost, nevadi odlehlé
hodnoty
> pfi testovani nemusi byt normalni rozdéleni

> nezdvislost se zamitd, je-li |rs| > z(a/2) (pro n velké),
jinak s vyuZzitim tabulek

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 10. pfednaska 3. prosince 2012
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Spearmandv korel. koef.

priklad: alkohol a imrtnost na cirhézu

zemé spotfeba | dmrtnost | R; | Q; | R — Q;
Finsko 3,9 36 | 1 3 -2
Norsko 4,2 43| 2 5 -3
Irsko 5,6 34| 3 2 1
Holandsko 57 3,7 | 4 4 0
Svédsko 6,0 725 |7 -2
Anglie 7,2 30| 6 |1 5
Belgie 10,8 123 7 | 8 -1
Rakousko 10,9 70| 8 6 2
SRN 12,3 2371 9 | 10 -1
Itdlie 15,7 236 10| 9 1
Francie 24,7 46,1 | 11 | 11 0
r5:1—L(22+32+...) =0,773
11-120 ’
r = 0,956 zdanlivé mnohem tésnéjsi zavislost!
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Spearmantiv korel. koef. regrese

cirhdza jater a spotreba alkoholu Regrese

» na rozdil od korelace (sila zavislosti) hleddme tvar (zptisob)
zavislosti, zajima néas také prikaznost zavislosti

40

» snaZime se z danych hodnot regresorii (nezavisle
proménnych, prediktort) predpov&dét hodnoty zavisle
proménné (odezvy, vysvétlované prom&nné)

snaZime se variabilitu (kolisani hodnot) odezvy vysvétlit
zavislosti na kolisajicich regresorech

umrtnost
20
|
(e}
[e]
v

o > prvn& v tomto smyslu F. Galton (1886) pfi vySetfovani
zavislosti vysky potomki na priimérné vysce rodici

P e o » Pearson, Lee (1903): potomci otcil o dva palce vy33ich nez
primér v8ech otcl byli v priméru jen o palec vysi neZ priimér
syni; dvoupalcovad odchylka se nereprodukovala celd, byl
patrny ndvrat (regres) k priméru

5 10 15 20 25

alkohol
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pfiklad: souvisi iUmrtnost se zemépisnou Sitkou? regresni primka

Gmrtnost na melanom na 10 000 000 obyvatel v statech USA » cil: chovani Y (limrtnost, mortality) co nejlépe (nejvfce)

vysvétlit linedrni zavislosti na x (zem&pisna 3itka, latitude)

> (na¥e predstava, predpoklad:) kazdé zem. ¥ifce x; odpovida
jakasi stfedni imrtnost E Y;, ta zavisi na zemé&pisné Sifce
linedrné

E\/i:/BO_'_BlXia i:]-?"')n
> obecné predpokladame, Ze Yi,..., Y, jsou nezavislé a
)/iNN(ﬁO"i'BlXiyo—z)v i:]-a"'an

> parametry g, 51 odhadneme metodou nejmensich &tverci
minimalizaci pfes 8y, 81 souétu Etvercl ,svislych” odchylek

n

. min > (Vi — Bo — Bix)?
\ T T T Bo,B1 i1
30 35 40 a5

umrtnost

100 120 140 160 180 200 220

> vysledné minimum (pro By = by, 81 = b1) se nazyva
rezidudlni souéet &tvercii: Se=>""1(Y; — bo — b1x;)?

i=

zem. Sitka
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metoda nejm. &tvercil metoda nejm. &tverci

metoda nejmensich ¢tvercl nds priklad
na obrazku jsou jen d\,/é z/r'qnoha pozorovani!
odhadovana zavislost: y =00+ p1-x (populace) [summary(Im(mortality~latitude))]
odhad zavislosti: y =bo+ b1 - x (vybér)
celkovd plocha &tverct:  Se = >.7 (Vi — by — b1x;)?  (vybgr) koef. odhad | st¥. chyba | t-stat. p
abs. &len | 389,19 23,81 | 16,34 | <0,001
latitude | —5,98 0,60 | —9,99 | <0,001
o » odhad zavislosti: mortality = 389,19 — 5,98 latitude
o 9] > s kazdym stupném sev. Sitky klesa umrtnost v priméru témé¥
o | 0 6 osob na 10 000 000 obyvatel
b > na rovniku by imrtnost méla byt 389 jednotek, ale je to
g4 ' T extrapolace mimo rozmezi zndmych hodnot — sotva pouZitelné
%o » Z3vislost je priikaznd, nebot v ¥adku pro x (latitude) je
s T T T T T T P <0,001
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
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oY

obecné nas priklad a tabulka analyzy rozptylu

» odhadovanid zavislost y = By + B1x, odhadnutd y = by + bi1x
» zdvislost na x prokazujeme testovanim hypotézy Hoy : 51 = 0 [anova(Im(mortality~latitude))]
(pak je y pro vdechna x stejné, tedy y = y) pomoci

n st. vol. | soulet &tvercl | prim. Etverec
T = L — ﬁ Z(Xf _ )-<)2 variabilita f SS MS F p
SE(b) s\ 4 model 1 36 464,20 36 464,20 | 99,797 | <0,001
rezidudlni 47 17 173,07 365,38
» zamitdme Hg proti oboustr. alternativg, kdyz | T| > t,—2(«) celkem 43 53 637,27
> rezidualni soucet &tverch — nevysvétlena variabilita Y
Se = i1 (Vi — (bo + b1x7))?  rezidudlni soutet Etverci » kolisani imrtnosti vysvétlime zavislosti z 68 %, nebot je
s2=S./(n—2) rezidudlni rozptyl
» koeficient determinace ukazuje, jaky dil variability odezvy R2_—1_ 17173,07 _ 36464,20 — 0.680
(j. jaky dil 27 (Vi — Y)?) jsme zavislosti vysvtlili 53637,27  53637,27
R?=1- S

Y (Yi— V)2
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interpretace dva regresory y=pBg+B1-x+Br-v

(test pFidané informace)

koef. odhad | st¥. chyba | t-stat. p
> predpovéd: (mrtnost= 389,19 — 5,08 - §itka fbti Ec'le“ 40;;; 22'23 13;2 <8'88}
a e -5, : -9, <,
» na 30. stupni ocekdvame primérnou Gmrtnost: Ionlg?tude 015 019 0.82 0418

389,19 - 5,98 - 30 = 209,9

> na 40. stupni olekdvame priimérnou Uimrtnost:
389,19 - 5,98 - 40 = 150,1

» prechod z 30. stupné na 40. stupefi znamend v priméru
pokles o 10 - 5,98 = 59,8 (imrti na 10 000 000 obyvatel

» pokusime se predikci zlepsit pfidanim dalsi nezdvisle prom&nné

» pokusime se p¥idat zemépisnou délku

» neni prikazné, Ze by koeficient u longitude byl nenulovy
(nezamitneme hypotézu, Ze koeficient je nulovy)

I/

> longitude nep¥indsi dalsi informaci o mortality, kterou bychom
uz neméli ze zndmé hodnoty latitude

> = neni vhodné p¥idavat do modelu s latitude také longitude

> koeficient determinace R? = 0,684 (piivodn& 0,680) se tém&¥
nezménil
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podrobnéjsi rozbor — vliv ocednu spole&né vnitrozemské i pfimorské staty

» zdvislost jen pro vnitrozemské stity (R? = 59,6 %): [summary(Im(mortality~Ocean-tlatitude))]

[Im(mortality~latitude,subset=0cean==0)] koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
koef. odhad | st¥. chyba | t-stat. p abs. ¢len | 360,69 21,50 16,78 | <0,001
abs. ¢len | 360,55 36,70 9,82 | <0,001 Ocean 20,43 4,83 4,23 | <0,001
latitude | — 5,485 0,904 | - 6,07 | <0,001 latitude | —5,49 0,53 | — 10,44 | <0,001
» zavislost jen pro p¥imorské staty (R? = 78,6 %):
[Im(mortality~latitude,subset=0Ocean==1)] > koeficient determinace R? = 0,770
koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p > pfi ,stéhovani® z vnitrozemi k ocednu po rovnobé&Zce roste
abs. ¢len | 381,20 2483 | 15,35 | <0,001 umrtnost v priiméru o 20 osob na 10 milion{ obyvatel
latitude | — 5,491 0,640 | — 8,58 | <0,001 » je to ekvivalentni vnitrozemskému st&hovani o 20,43/5,49 =
> smérnice jsou témé¥ stejné, abs. &leny rozdilné 3,72 stupfid na jih
» v obou p¥ipadech s kaZdym stupn&m sev. &i¥ky klesd imrtnost » na kaZdy stupefi st€hovani na sever klesa imrtnost o0 5,5,
v priméru témé¥f o 5,5 osob na 10 000 000 obyvatel pokud se nezméni vztah k ocednu
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dva regresory dva regresory

priklad: souvisi umrtnost se zemépisnou polohou? pozor na interpretaci odhadid (na dal$im ptikladu)

220

> zdvisi procento tuku dospé&lého muze na jeho vysce?
pokud ano, tak s vyskou roste nebo klesa?

180

» zavisi na tom, jak se na ulohu divdme, co bereme v dvahu
> fat = — 47,68 + 0,341 height R2=11,8%
» fat = 16,55 — 0,244 height + 0,504 weight R2 = 714 %

T T T T » ve viech p¥ipadech jsou koeficienty u regresorii na 5% hladin&
30 35 40 45 priikazné nenulové

umrtnost

140

100

zem. 3itka » rozdil je v kvalité vyrovnani, ale zejména v interpretaci
> primérnd zmé&na procenta tuku pfi jednotkové zméné& vysky
> vnitrozemské staty: y—360,69-5,49 x (a nezménéné hmotnosti pro druhy model)
primorské staty: y=(360,69+20,43)-5,49 x =381,12-5,49 x

> Ize ov&fit, Ze p¥imky mohou byt rovnob&zné (p = 99,6 %)
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regrese v MS Excelu 2000, 2003 regrese v MS Excelu 2000, 2003
Excel 2003 oznatenf
absolutni &len Hranice bo
odhad Koeficienty b; » Pozor na nabizeny graf ,,Graf s rozdélenim pravdépodobnosti®:
stfedni chyba odhadu* Chyba sttedni hodnoty S.E.(b)) obecné nevypovida o normalnim rozdé&leni, jak bylo asi p¥ani
koeficient /R2 tviirci programu, bylo by tfeba pouZit misto vysvétlované
(mnohondsobné) korelace Nédsobné R velitiny n&ktera z rezidui
koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R? » Nabizend ,Normovand rezidua” jsou v regresi zcela
adjustovany koef. det. | Nastavena hodnota spol. R Rfdj nestandardni (z-skéry b&znych reziduf)
resid. smér. odchylka* Chyba st¥. hodnoty s
potet pozorovani Pozorovani n
pocet st. volnosti Rozdil

* pozor, dva rtizné pojmy oznaleny stejné!
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dva regresory

ovéreni predpokladll regrese

dva regresory

praktické problémy: transformace
stfedni délka Zivota ~ HDP (rok 1992, 33 skupin zemi z celého svéta)

0
b4

0
R

> reziduum = pozorovand ~ vyhlazena hodnota . ) o
[a < — Im(...~...)] [resid(a)] [rstandard(a)]
> tvar zavislosti: rezidua ~ vyhlazené hodnoty g g
[plot(resid(a)~fitted(a))] g @ s ®
» normalni rozdéleni: usporadand rezidua ~ ofekavané hodnoty 1. £
nikoliv zavisle promé&nnd ~ né&co! (Excel) R I 84 . .
. . . Indonesia
test normality na rezidua [shapiro.test(rstandard(a))] : : : ; : B —
> stabilita rozptylu: HoP e
odmocnina abs. hodnoty rezidui ~ vyhlazené hodnoty > v piivodnim mé¥itku zavislost nelinearni
[plot(sqrt(abs(resid(a)))~fitted(a))] _ ., . oy e
B > logaritmovani HDP hodné pomohlo, ale jesté& jisté jiné vlivy
» v R pfipraveno [plot(a)] .y N . .
> log(HDP) vysvétli tém&F 79 % variability stfedni délky Zivota
» lIze identifikovat staty, které se zvlaét vymykaji

Statistika
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dva regresory

praktické problémy: zdanlivd zavislost

potet letidt ~ délka Zeleznic v Evropg
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dva regresory

praktické problémy: zdanlivd zavislost

potet letist resp. délka Zeleznic ~ velikost zem& v Evropé

8 9 10 11

12

13

— iy gt log(area) log(area)
» v pivodnim mé&Fitku: R2=78 %, p=0,2 % » pocet letiét i délka Zeleznic souvisi s velikosti zem&
» v logaritmickém mé&¥itku x i y: R> =87 %, p = 0,02 % > u letit: R2 =86 %, p = 0,03 %

» logaritmické m&¥itko, bez Lucemburska: R =69 %, p=1 % » u Zeleznic: R? =85 %, p = 0,04 %

Statistika  (

Statistika

MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013

11. pFedndska

10. prosince 2012
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dva regresory dva regresory

. Ve 7 Vd . V4 s/ = . /7 /7 v 7 v
praktické problémy: zdanlivd zavislost praktické problémy: ¢asova ¥ada
polet letidt a délka Zeleznic ~ plocha, oboji vztaZeno k ploge vyvoj HDP v CR — pozorovani tvotf &asovou Fadu
rg T o | * . .L *
o . 0 . o { 1 . . . =] Tl
7 S | 8 - e s .
= . 8 5 e .. P
¢ . o © 2 g Ce e, EREE e o
S ¢ & 7 . : g4 ER B0 R I D AL .
a 8 g © o | %, . = A P .
% T Likembourg e -% S | g §1. . . !
< o 1 ° ®  Luxembourg e $ - TR . 1
! [ ] ° QO e ° T T T T T T T T T T T T T T T
T T T T g T T T T T T 1996 1998 2000 2002 2004 1996 1998 2000 2002 2004 1996 1998 2000 2002 2004
-4.0 -3.5 -3.0 -25 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 rok rok rok
log(railways/area) railways/area > po sobé jdouci pozorovani nejsou nezavisla
» Zzavislost v logaritmech: R2 =28 %, p = 14 % > zdanlivé dob¥e rozmisténa rezidua po vyrovnani p¥imkou,

> Zavislost v pivodnim m&¥itku: R2 = 12 %, p = 36 % periodi¢nost prekryta kvartdlnim kolisanim (uprostted)

» na obr. vpravo (model s pfihlédnutim ke kvartdlim) je patrnd

» relativni polet letist nesouvisi s relativni délkou Zeleznic _ _ : _
zavislost po sobé jdoucich rezidui, tedy i hodnot

> na pravém grafu vyznalen okamzik parlamentnich voleb 1998
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motivaéni priklad: je vybé&r reprezentativni? multinomické rozdéleni

> bylo provedeno Setfeni mezi Zenami ve véku 18 az 50 roki

v

> mezi 498 néhodné oslovenymi Yenami bylo celkem 180 ¥en zobecnéni binomického rozdéleni na k-tici ndhodnych veliéin

svobodnych, 239 Yen vdanych, 75 %en rozvedenych a 4 X1y X
ovdovélé » parametry n,my, ..., 7 (0 <7 <1, m+...+m=1)

v

» stejné ddaje v procentech: 36,14 % svobodnych, 47,99 % n nezavislych pokusi

vdanych, 15,06 % rozvedenych, 0,80 % ovdov&lych
> je zndmo, Ze v celé populaci Zen v CR uvedeného vé&kového

rozpéti je 34,27 % svobodnych, 52,03 % vdanych, 12,50 % > aspofi jeden z moZnych vysledkil musi nastat
rozvedenych a 1,20 % ovdov&lych J-ty vysledek nastdva s pravd&podobnosti 7;

v

v kazdém pokusu pravé jeden z k moznych vysledki
» moZzné vysledky se musi vylu€ovat

v

v

Xj — potet pokusil, v nichZ nastal j-ty mozny vysledek, tedy
nutné

> |ze vybér povaZovat za reprezentativni co do stavu?
» odpovidaji procenta vybéru procentiim populace, tj. je vybér
reprezentativni? Xit ...+ Xe=n

» dostali bychom reprezentativni vybé&r, kdybychom hledali Zeny
nap¥. v porodnici?
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multinomické rozdé&leni multinomické rozdé&leni

priklady multinomického rozdéleni vlastnosti multinomického rozdéleni

» predvolebni prizkum » kaZzda jednotliva slozka X; ma binomické rozdéleni:
> n — pocet tdzanych ]
» 7 — skute¢ny podil voli¢l j-té strany v populaci Xj ~ bi(n, 7rj)
> X; — potet (Zetnost) voliti j-té strany ve vyb&ru
» hody hraci kostkou
» n — potet hodi » (pro zajimavost) kovariance: cov(Xj, X;) = —nmjmy j#t
> T1,...,7Te — pravdépodobnosti jednotlivych stran kostky >
> Xi,...,Xs — absolutni &etnosti jednotlivych stran kostky

> stfedni hodnota: px; = nmj, rozptyl: Ug@ = nm;(1 — 7;})

ndhodné veli¢iny X, ..., Xk jsou zavislé (X; + ...+ X = n)

.y . . ) S B
> krevni skupiny » asymptotickd vlastnost chi-kvadrat (velka n, nm; > 5 V)

» k =4 (skupiny 0, A, B, AB)
> T, Ta, T8, Tag — pravdépodobnosti skupin 0, A, B, AB 2 Z (Xj — n71'j)2 )
> Xo, Xa, Xg, Xag — potty osob se skupinami 0, A, B, AB X = e Xk-1
. L ] - o J=1 ’
> pljde o multinomické rozdéleni, kdyZ pofidime vzorek védci
(populaci v&dci Ize definovat), pokud je budeme t¥idit podle > X; — empirické Eetnosti,
statni pFislusnosti? nm; — otekdvané (teoretické) Eetnosti
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priklad: hraci kostka A priklad: hraci kostka B (1)

v

chi-kvadrat test dobré shody

. > n = 100 hodd kostkou
> n =100 hodi kostkou > Xy =15, X = 16, X3 = 7, Xa — 6, X5 — 15, X5 — 41
> X =12, X =21, X3 =14, X4 =15, X5 =21, X6 =17 > hypotéza Hp : m1 = ... = g = 1/6 dd olekdvané Eetnosti
> hypotéza Hy :my = ... =7 = 1/6 da olekdvané Cetnosti N =...= nmg = 100/6 = 16,67
nmy = ... = nmg = 100/6 = 16,67 (vzdy vice nez 5))
, , (15 —-16,67)2 (41 — 16,67)?
=~ T e ) 4830
, (12— 16,67)2 (17— 16,67)2 1667 T 1667 83
=t o T 416
16,67 16,67 .
>

2 < 32(0.05) = 11,07 b 527 % x> > x2(0,05) = 11,07 p < 0,0001
5 9 - 9 ) - 9

v

zfejmé je nutno zamitnout hypotézu, Ze kostka je symetricka

v

neprokdzali jsme, Ze by kostka nebyla symetricka
[chisq.test(c(12,21,14,15,21,17),p=rep(1,6)/6)]

v

na 5% hlading jsme prokazali, Ze neni symetrickd

v
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priklad: hraci kostka B (3) (pouZit jen &ast informace)

priklad: hraci kostka B (2), jind Hg

» n = 100 hodi kostkou

> X1 =15 X0=16,X3=7,X4 =6,Xs =15, Xg =41 » n = 100 hodl kostkou
» nulovd hypotéza: 73 = ... =m5 = 1/10,7m6 = 5/10 = 1/2 > Xg =41
» olekdvané Cetnosti za hypotézy: » nulova hypotéza: mg = 5/10 =1/2
nmy = ... = nrs = 100/10 = 10, nme = 100/2 = 50 » hypotéza o psti jediného z moznych vysledki (pst Sestky) —

binomické rozdéleni

(15 — 10)? (15 —10)2 (41 —50)?
=+ 4 + =12,72 » d¥ive jsme urdili p¥iblizny 95% interval spolehlivosti pro

10 10 50
pravdépodobnost 3estky: (0,31; 0,51)

» 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladine nelze zamitnout

2 2
> 12(0,05) = 11,07 -
X"~ > x5(0,05) [binom.test(41,100)]

p=26%

> zfejmé je nutno zamitnout i tuto hypotézu
[chisq.test(c(15,16,7,6,15,41),p=c(1,1,1,1,1,5)/10)]
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Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013

multinomické rozd&leni

test homogenity r vybéri

pfiklad: je vybér reprezentativni?

» provedeme test hypotézy, e pravdépodobnosti ¢tyf skupin Zen

jsou rovny procentdim v populaci

(180 — 170,69)2 (239 — 259,07)2 (75— 62,26)2 (4 — 5,99)2

170,69 259,07 * 62,26 * 5,99

» vyslednd hodnota chi-kvadrat testu dobré shody je x? = 5,34
(p=14,9 %), ale x3(0,05) = 7,81
[chisq.test(c(180,239,75,4),p=c(34.27,52.03,12.50,1.20)/100)]

> neprokazali jsme, Ze by vybér nebyl reprezentativni, miZeme
jej za reprezentativni povaZovat

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 12. prednaska 17. prosince 2012

v

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013

svobodné  vdané  rozvedené ovdovélé | celkem > napfiklad, zda majf kostky A, B stejné Sestice psti
populace | 34,27 % 52,03 % 12,50 % 1,20 % | 100 % (at uZ je ta Sestice psti jakdkoliv)
vyb&r 180 239 75 4 498 > Xi1,...,Xjk i-ty vybér z multinomického rozdéleni
V}7bér (rel.) 36,14 % 47,99 % 15,06 % 0,80 % 100 % S parametry Nigy Tily ..+, Tik (/ = ]_’ cey r)
olek. Cet. 170,69 259,07 62,26 5,99 498 ] o .. oy ‘ , p
bFinos 051 155 261 0.66 533 » Hp : pravdépodobnosti jsou ve v8ech srovnavanych populacich
' : ' : : stejné: w4 = 71, ..., Tk = Tk (nezdvisi na populaci)

Cetnosti uspofddame do kontingen&ni tabulky
» n; — pocet j-tych vysledki v i-tém vyb&ru
> Nig = Zj njj jsou ¥adkové margindlni &etnosti (rozsahy vybérii)
> nej = »; njj jsou sloupcové margindlni Zetnosti (Eetnosti
moznych vysledk( bez ohledu na vybér)
> n=D)ne=>;nej =7 > nj je celkovy potet pozorovani
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multinomické rozdé&leni

maji ob& kostky stejné Sestice pravdépodobnosti?

multinomické rozdé&leni

test homogenity r vybéri

» empirické Cetnosti (kontingen&ni tabulka)

» neznamé pravdépodobnosti ; odhadneme pomoci

sloupcovych margindlnich relativnich Cetnosti ne;/n Al12 21 14 15 21 17| 100

» olekavané &etnosti tak budou o,-j:n,-.M:M B |15 16 7 6 15 41100
n n 27 37 21 21 36 58| 200

» empirické Cetnosti porovname s ¢etnostmi ocekavanymi , L - y
P P y » olekavané etnosti (za hypotézy): 27-100/200=13,5, ...

"5 (i — o) Al135 185 105 105 18 29 | 100
=)D B|135 185 105 105 18 29 | 100
ij

i=1 j=1 27 37 21 21 36 58| 200
>
> 2 je .ml'rou neshody skuteénych a .oé-ekévan)'/ch Cetnosti . (12— 135 (21— 185) (41 — 2072
» plati-li hypotéza, ma vysledna statistika x2-rozd&len{ X = 135 185 .ot 9 18,13

s (r — 1)(k — 1) stupni volnosti

> hypotézu o shodé pravdépodobnosti v r populacich zamitame,
je-li X2 > X%r_l)(k_l)(a)

> je tfeba, aby otekdvané Cetnosti byly dost velké, aspon 5

» [chisq.test(matrix(c(12,15,21,16,14,7,15,6,21,15,17,41),2,6))]
x? > 11,07 = x2(0,05), p=03%

> hypotézu o shodé psti na kostkdch A a B zamitame
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zavislost kvalitativnich znaki

motivaéni p¥iklad: pfedvolebni prizkum

test nezavislosti (marginalni Cetnosti jsme nezvolili my)

multinomické rozdg&leni

priklad — vzdélani matek

test homogenity

N 14 zpravy strana
porodnice > kdyby rozdEleni vzdélani bylo TVxyz [ A B | celkem > 30 volitii bylo dotézano,
vzd&lani | Praha venkov | celkem Vsufie St?Jne' ocevkavame th sledoval 11 4 15 které ze dvou stran dali
zékladni | 23 11 34 moznosti v poméru 34:47:18 nesledoval | 6 9 15 prednost
stfedni 30 17 47 (marg. Zetnosti!), celkem 99 celkem | 17 13 30 . 1
VS 17 1 18 sskvch 70 matek by steiny Zpravy <trana > souvisi odpovédi se
prazskyc matek by stejny . .
celkem 70 .29 99 Somér dalo pfi otekdvanych TV xyz A B celkem sIed/ovanlm V(?cernlch N
porodnice P sledoval |73 % 27 % | 100 % zprav na dané TV stanici?
vzd&lani | Praha venkov | celkem Cetnostech 70-34/99=24,0, ledoval | 40 % 60 % | 100 % Ly .
zakladni | 24,0 10,0 34 resp. 70-47/99=33,2 resp. fnesiecova - o o > znamena neco nestejne
stredni | 33,2 13,8 47 . _ celkem | 57 % 43 % | 100 % zastoupeni p¥iznivcii stran
70-18/99=12,7 - o o .
S 12,7 53 18 ) zpravy strana u t&ch, kte¥i sledovali?
celkem | 70 29 99 podobné& pro matky z venkova TV xyz A B | celkem N Lo ceing
dostaneme 9,96, po sledoval | 65 % 31 % | 50 % znzr,r;enzjjlhnekcovr/\esl Zjne i
X2 = 6,12, p=47% zaokrouhleni 10,0, pro dal3i nesledoval | 35% 69 % | 50 % podily :t,ec., teri sle ova?l
Zetnosti 13,8 resp. 5,3 celkem 100 % 100 % 100 % mezi priznivci dvou stran?

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013

12. ptedndska 17. prosince 2012

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013
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zavislost kvalitativnich znaki zavislost kvalitativnich znaki

test nezavislosti kvalitativnich znaki priklad: souvisi planované téhotenstvi se vzdélanim?
pldnované planované
» vydetfujeme sou€asné dva znaky v nomindlnim m&¥itku vzd¥lani | ne ano | celkem || vzd¥lani ne ano | celkem
cislich statistickych iadnotek z3kladni | 20 14 34 || zakladni | 58,8 % 42,1 % | 100 %
u n nezavislych statistickych jednote stredni | 16 31 | 47 stredni | 340 % 66,0 % | 100 %
> nj; je potet jednotek, kde je soutasn& i-td hodnota prvniho VS 5 13 18 VS | 278% 72,2 % | 100 %
znaku a j-t4 hodnota druhého znaku celkem | 41 58 99 celkem | 41,4% 58,6 % | 100 %

» je souvislost mezi odpové&d mi o pldnovaném t&hotenstvi a

» celkem je j-td hodnota prvniho znaku u nje = Zj njj jednotek,
vzdélanim matek?

Jj-ta hodnota druhého znaku u ne; = >, nj; jednotek
> kdyby byly znaky nezavislé, byly by podmin&né

> kdyby byly znaky nezavislé, byl by pro kaZdou hodnotu
pravdépodobnosti pro jednotlivd vzdélani stejné, tedy jejich

jednoho znaku pomér mezi ¢etnostmi hodnot druhého znaku

podobny, proto o¢ekdvané Cetnosti jsou o;; = ""—:‘J odhady by byly podobné
(podmin&né psti stejné) > test vlastné porovnava procenta u jednotlivych vzdé&lani
» vypolet X2 a jeho hodnocenf stejné jako u testu homogenity > chi-kvadrat test porovnava skutecné zjisténé Cetnosti s tim,

jaké etnosti bychom v priimé&ru ofekavali, kdyby platila

» predvolebni priizkum: x? = 3,39 p=165%
nulova hypotéza
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zavislost kvalitativnich znaki zavislost kvalitativnich znaki

pfiklad: planovana téhotenstvi pfiklad: planovana téhotenstvi
skute&né Zetnosti (olekdvané Zetnosti) skute&né Zetnosti (olekdvané Cetnosti)
planované
vzdélani ne ano celkem
zakladni | 20 (14,08) 14 (19,92) | 34 planované
stfedni | 16 (19,46) 31 (27,54) 47 vzd&lani ne ano celkem
VS 5(7,46) 13 (1054) | 18 zdkladni | 20 (14,08) 14 (19,92) | 34
celkem 41 538 99 stfedni | 16 (19,46) 31 (27,54) 47
> czdhad pravd&podobnosti, e ma matka zadkladni vzd&lanf: VS 5(7,46) 13 (10,54) 18
P(vzde/ = zak/adni) = 34/99 celkem 41 58 99
» odhad pravdépodobnosti, Ze jde o planované téhotenstuvi:
P(tehot = plan) = 58/99 » (20-14,08)> (14-19,92)> (16 —19,46)> (31 —27,54)°
> jsou-li vzdé&lani a planovanost nezavislé, pak X 14,08 19,92 19,46 27,54
P((vzdel = zakladni) N (tehot = plan)) (5—7,46)2 (13 —10,54)?
= P(vzdel = zakladni) - P(tehot = plan) = (34/99) - (58/99) t 7,46 T 10,54 = 6,08

> olekdvany polet matek se zdkladnim vzdélanim a planovanym
téhotenstvim (za platnosti nulové hypotézy) odhadneme:
99 -(34/99) - (58/99) = 34 - 58/99 = 19,92
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zavislost kvalitativnich znaki

priklad: souvisi planované té€hotenstvi se vzdélanim?
jesté jednou ...
» u ka*dé matky zjistovany dva znaky: dosaZené vzdg&lani, zda
téhotenstvi planovano

zavislost kvalitativnich znaki

priklad: vzdélani snoubencii

vzdélani zakladni stfedni VS celkem
neplanovano | 20 (14,1) 16 (19,5) 5 (7,5) 41
planovano 14 (19,9) 31 (27,5) 13(10,5) 58
celkem 34 47 18 99

nevésta
Zenich | zakladni stfedni VS | celkem
zakladnf 24 12 3 39
stfedni 7 24 3 34
VS 3 9 15| 27
celkem 34 45 21 100

» kdyby nebyla zavislost, olekavali bychom u kazdého vzdélani
v priméru stejné procento planovanych téhotenstvi, totiz
58/99=58,6 %

> u zakl. vzd&lani x/34 = 58/99 tedy x = 34 -58/99 = 19,9
> u stfedniho vzd&lani x/47 = 58/99 tedy x = 47 - 58/99 = 27,5
» u vysokogkolatek x/18 = 58/99 tedy x = 18 -58/99 = 10,5

> vSechny ofekdvané Cetnosti jsou dostateéné velké

x° = 6,68 > 5,99 = x3(0,05), p=35%

» u 100 ndhodné& vybranych snoubencl bylo zjist&no vzdélani
(zakladni = zakladni nebo neliplné stfedni)

> lze povaZzovat vzdélani snoubenci za nezavisla?

> jsou Cetnosti dost velké?

» nejmensi olekdvané &etnost (p¥i nezdvislosti):
27 -21/100 = 5,67
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zavislost kvalitativnich znaki

priklad: vzdélani snoubencii

CtyFpolni tabulka (tabulka 2x2)

specialni p¥ipad kontingen&ni tabulky

a b a+b
> c d c+d
atc b+d n

nevésta
Zenich | zakladni stfedni VS celkem
zdkladni | 24 (13,2) 12 (17,6) 3(8,2) 39
stfedni | 7 (11,6) 24 (15,3) 3(7,1) 34
VS| 3(92) 9(122) 15(57)| 27
celkem 34 45 21 100

» x2 =432 > x3(0,05) =95, p< 0,1 %

» na 5 % hladiné& jsme prok&zali zavislost

» silu zavislosti Ize m&Fit ¢-koeficientem [phi coefficient]
(EtyFpolni korela&ni koeficient)

ad — bc
\/(a + b)(c+d)(a+ c)(b+d)

> ¢ je (jako kazdy korela&ni koeficient) mezi -1 a 1

¢ =

» vzdélani snoubencil nelze povaZovat za nezdvisla
> Cetnosti na diagonale jsou vé&tsi, neZ olekdvame za nezdvislosti

» Cetnosti daleko od diagondly (velky rozdil ve vzd&lani) jsou
mensi, neZ oekdvame za nezdvislosti

13. ptedndska 7. ledna 2013

11 4 |15
» pro| 6 9 | 15 |vyjde
17 13130
11-9—-4-6
¢ = =0,34
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v15-15-17-13
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&ty¥polni tabulka &ty¥polni tabulka

priklad: predvolebni prizkum Ctyfpolni tabulka — prokazovani zavislosti

» chi-kvadrat porovnavajici teoretické a olekdvané Cetnosti Ize
upravit na tvar

» ¢ > 0 znamen3, Ze &etnosti na hlavni diagondle (indexy 1,1 a d— beo)?
2,2) prevladaji nad etnostmi na vedlejsi diagonale (indexy 1,2 Y2 = n(ad — be) =n- ¢
a21) (a+ b)(c+d)(a+c)(b+d)

strana > nezavislost se na hlading a zamitd, je-li x? > x3(a)
TV XY A B | celkem - . P
. » priklad (predvolebni prizkum)
» v nasem p¥ikladu| sledoval | 11 4 15
nesledoval | 6 9 15 30-(11-9—4-6)2
2 _ _ _ 2
celkem |17 13| 30 X = 715.15.17-13 3,39=30-034

vychazi ¢ = 0,34 >0

(tedy kladné), protoze je 11-9 > 6-4 » zavislost jsme na 5% hlading neprokdzali, nebot

3,39 < 3,84 = x2(0,05), p=65%

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 13. predndska 7. ledna 2013 258(265)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2012/2013 13. ptedndska 7. ledna 2013 257(265) Statistika

&tyfpolni tabulka &tyfpolni tabulka

malé oc¢ekavané Cetnosti ve Ctyfpolni tabulce priklad: souvislost délky kojeni a planovani téhotenstvi
vlastné dva p¥iklady

a b a+b
c d ctd ) F/’raha a, venkov / ven!<ov
2ic bid n téhot. . neplan plén. | celkem | nepldn. plan. | celkem
ve 24. t. nekoji 35 36 71 13 9 22
_ _ ve 24. t. koji 6 22 28 1 6 7
> stdle je tfeba, aby byly otekdvané Zetnosti dost velké (> 5) celkemn a1 ) 99 14 15 59
» Yatesova korekce umozni rozhodnuti i p¥i mengich

» bez ohledu na misto: x> =6,43, p=1,1%,

Cetnostech tim, Ze zmensi &itatele
X%ates =533, p=21% (nejm. &etnost 41 -28/99 = 11,6)

N n(|lad — bc| — n/2)? Fisheriiv exaktni test: p = 1,3 %
2 e =
e (a+ b)(c+d)(a+c)(b+d) » venkov: x°> =427, p=23,9%,
2 0 . v
. o ) X¥ates = 2,06, p =10,3 % (nejm. &etnost 14 -7/29 = 3,4)
> nezdvislost se zamitd, je-li opét x{ s > XT() Fisheriiv exaktnf test: p = 8.0 %

Fisheriiv exaktni test pocitd pfimo p-hodnotu

v
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&ty¥polni tabulka zavislost kvalitativni — kvantitativni

Simpsondv paradox zavislost mezi nula-jedni¢kovym a kvantitativnim znakem
diléi tabulky mohou ukazovat na zavislost jiného sméru, neZ jejich soulet
» dva nezavislé vyb&ry, napt. hodi Xi, ..., Xy, a divky
venkov A B | celkem || mésto A B | celkem Xno+1s - - - s Xng+ny» VZdy normalini rozdéleni jako pro
sledoval 34 5 39 || sledoval 4 29 33 dvouvyb&rovy t-test
nesledoval | 28 2 30 || nesledoval | 6 35 42 » otazka: jak silné souvisi sledovand vlastnost a pohlavi?
celkem 62 7 69 || celkem 10 64 74
» oznalme pohlavi formalné Y; = 0 pro chlapce a Y; =1 pro
d)venkov = _0710 ¢mésto = _0704 devCata
» korelatni koeficient rx y mezi t&€mito veli¢inami se da zapsat
celkem A B | celkem také jako
sledoval |38 34 72 B Xy —Xo [ nom
nesledoval | 34 37 71 Peetkem = 0,05 fbis = 5 n(n—1)
celkem 72 71 143

» S je smérodatnd odchylka spo&itand bez ohledu na pohlavi,

> po spojeni dvou tabulek se zapornym ¢-koeficientem vysla n—= ny + ny je celkovy pocet méFeni v obou vybérech

tabulka s kladnym ¢-koeficientem L L. .
> r,is bodové-biserialni korelaéni koeficient
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zavislost kvalitativni — kvantitativni ptehledy
pfiklad: vyska desetiletych prehled korelagnich koeficienti
» zakladnim je (momentovy) Pearsoniv
» stejnd data jako dvouvybérovy test (data ze str. 186) . B B
> Xo=13013,  np=15 D 1 kIR ) -
> X; =140,83, m =12 (ONRICER SO WRIZEN)
» 52 =38,18, 5=6,18 » kdyZ misto hodnot x;, y; dosadime jejich pofadi R;, Q;,
> dostaneme (pofadovy) Spearmaniiv korelagni koeficient
140,83 — 139,13 /15-12
W= 61g Vo726 O 6\ >
BV o1 2SR 0)

2

. n(n® —1) 4

» Hg : nezdvislost ( ) i=1

> ma-li X normalni rozdéleni, lze pouZit stejny test, jako u
korelaéniho koeficientu; je to ekvivalentni dvouvyb&rovému

t-testu (p¥i stejnych popula&nich rozptylech

> je-li jedna z veli¢in nula-jedni¢kova, vyjde biseridlni korelaéni
koeficient ryis

> jsou-li ob& veli¢iny nula-jedni¢kové, dostaneme ¢-koeficient
(EtyFpolni korela&ni koeficient)
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prehledy

prehled testi o populagnich mirdch polohy

rozdéleni normalni spojité

populaéni parametr | populaéni primér | populaéni

(o ¢em je hypotéza) medidn

jeden vybér jednovybérovy znaménkovy
t-test Wilcoxon

vybé&r dvojic parovy t-test znaménkovy

Wilcoxon

dva nezavislé vybéry dvouvybérovy Mann-Whitney

t-test
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