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porovnání støední
h hodnot nezávislý
h výbìrù

• zøejmì H0 : µ1 = µ2 (není ¾ádný rozdíl mezi popula
emi, nulováhypotéza)

• alternativy

− H1 : µ1 6= µ2 (není-li dùvod k jednostranné alternativì)

− H1 : µ1 > µ2 (bylo 
ílem dokázat, ¾e ho¹i X vìt¹í dívek Y )

− H1 : µ1 < µ2 (bylo 
ílem dokázat, ¾e ho¹i X men¹í dívek Y )

• rozhodování zalo¾eno na porovnání prùmìrù X̄ a Ȳ ; èím ví
e seli¹í, tím spí¹e zamítnout hypotézu

• je tøeba porovnat s mírou pøesnosti, s jakou rozdíl prùmìrù X̄ − Ȳodhadne skuteèný rozdíl populaèní
h prùmìrù µ1 − µ2 2

kriti
ké obory dvouvýbìrového t-testu

• o hypotéze H0 : µ1 = µ2 se rozhoduje pomo
í

T =
X̄ − Ȳ

̂S.E.(X̄ − Ȳ )
=

X̄ − Ȳ

s

√
n1n2

n1 + n2

• H1 : µ1 6= µ2 zamítáme pokud |T | ≥ tn1+n2−2(α)

• H1 : µ1 > µ2 zamítáme pokud T ≥ tn1+n2−2(2α)

• H1 : µ1 < µ2 zamítáme pokud T ≤ −tn1+n2−2(2α)

• s2 je odhad σ2 zalo¾ený na obou výbìre
h

s2 =
n1 − 1

n1 + n2 − 2
s2X +

n2 − 1
n1 + n2 − 2

s2Y 3

provedení v MS Ex
elu (stejné rozptyly)Ex
el Soubor 1 Soubor 2prùmìr Stø. hodnota 139.133 140.833rozptyl Rozptyl 42.981 33.788rozsah Pozorování 15 12spol. odhad rozpt. Spoleèný rozptyl 38.936H0 : µ1 − µ2 = Hyp. rozdíl stø. hodnot 0stupnì vol. Rozdíl 25

T t stat -0.733

p jednostr. testu P(T<=t) (1) 0.244

tn1+n2−2(2α) t krit (1) 1.708

p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.488

tn1+n2−2(α) t krit (2) 2.060pøi oboustranné alternativì nelze nulovou hypotézu zamítnout 4



problém nestejný
h rozptylù

• pøedpoklad o stejném rozptylu v obou soubore
h nemusí být veskuteènosti splnìn
• lze jej ovìøit porovnáním odhadù rozptylu F -testem F =

s2X
s2Y

• hypotéza H0 : σ21 = σ21 se proti H1 : σ21 6= σ22 zamítá, kdy¾ jebuï F =
s2X
s2Y

≥ Fn1−1,n2−1(α/2) nebo 1
F
=

s2Y
s2X

≥ Fn2−1,n1−1(α/2)

• vlastnì se vìt¹í odhad rozptylu dìlí men¹ím odhadem, k tomu semusí zvolit správné poøadí stupòù volnosti a hladina
• Ex
el: uvádí kriti
kou hodnotu a p-hodnotu pro jednostrannoualternativu; p-hodnotu je tøeba vynásobit dvìma 5

MS Ex
el: Dvouvýbìrový F-test pro rozptylSoubor 1 Soubor 2prùmìr Stø. hodnota 139.13 140.83rozptyl Rozptyl 42.98 33.79rozsah Pozorování 15 12stupnì vol. Rozdíl 14 11

F F 1.27

p P(F <= f) (1) 0.349F krit (1) 2.739ve skuteènosti je P(F > 1,27) = 0,349, tak¾e p = 2 · 0,349 = 0,698pro oboustrannou alternativu bylo pou¾íto F14,11(0,025) = 3,359 6

dvouvýbìrový t-test pøi nestejný
h rozptyle
h
• není-li udr¾itelný pøedpoklad o stejný
h rozptyle
h, lze pou¾ít pøi-bli¾ný t-test (Wel
hùv, jiný odhad S.E.(X̄ − Ȳ ))

T =
X̄ − Ȳ

̂S.E.(X̄ − Ȳ )
=

X̄ − Ȳ

sX̄−Ȳ

• kde sX̄−Ȳ je støední 
hyba X̄ − Ȳ

sX̄−Ȳ =
√

v1 + v2 v1 =
s2X
n1

v2 =
s2Y
n2

• H0 se zamítá, je-li |T | ≥ tf (α), kde f =
s4
X̄−Ȳ

v2
1

n1−1
+

v2
2

n2−1

• ná¹ pøíklad T = −0,713, f = 24,69, tf (0,05) = 2,061, p = 0,482 7

provedení v MS Ex
elu (nestejné rozptyly)Soubor 1 Soubor 2prùmìr Stø. hodnota 139.133 140.833rozptyl Rozptyl 42.981 33.788rozsah Pozorování 15 12H0 : µ1 − µ2 = Hyp. rozdíl stø. hodnot 0stupnì vol. f Rozdíl 25

T t stat -0.713

p jednostr. testu P(T<=t) (1) 0.241

tf (2α) t krit (1) 1.708

p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.482

tf (α) t krit (2) 2.060pøi oboustranné alternativì nelze nulovou hypotézu zamítnout 8



souvislost s bodovì biseriálním korel. koef.

• bodovì biseriální korelaèní koe�
ient vypovídá o síle závislosti mezispojitou a nula-jednièkovou velièinou (v souèasném oznaèení)

rbis = X̄ − Ȳ

sall √
n1n2

(n1 + n2)(n1 + n2 − 1)

• pomo
í rbis lze vyjádøit testovou statistiku dvouvýbìrového t-testu

T =
rbis√
1− r2bis√n − 2

• stejný vztah platí i pro (Pearsonùv) korelaèní koe�
ient r

• ná¹ pøíklad rbis = −0,139 9

porovnání podílù (pøíklad)

• podíl matek, které oznaèily tìhotenství za plánované:matky jen se základním vzdìláním: 14 z 34 (41,2 %)matky aspoò s maturitou: 44 z 65 (67,7 %)matky bez ohledu na vzdìlání: 58 z 99 (58,6 %)

• n1 = 34, f1 = 0,412, n2 = 65, f2 = 0,677, f = 0,586

• nutno odhadnout rozptyl f1 − f2:

̂var (f1 − f2) = ̂var f1 + ̂var f2 = f(1− f)

(
1

n1
+
1

n2

)

Z =
0,412− 0,677√

0,586 · 0,414
(
1
34 +

1
65

) = −2,54 p = 2(1− Φ(| − 2,54|)) = 1,1 %
10

porovnání podílù

• dva nezávislé výbìry

Y1 absolutní èetnost jevu v prvním výbìru rozsahu n1
Y2 absolutní èetnost jevu ve druhém výbìru rozsahu n2

• hypotéza H0 : π1 = π2, tj. podíly jevu v obou popula
í
h stejné

• statistika Z porovnává relativní èetnosti f1 = Y1/n1, f2 = Y2/n2

Z =
f1 − f2√

f(1− f)
(
1
n1
+ 1n2

) f =
Y1 + Y2
n1 + n2H1 : π1 6= π2 zamítat pro |Z| ≥ z(α/2)H1 : π1 < π2 zamítat pro Z ≤ −z(α)H1 : π1 > π2 zamítat pro Z ≥ z(α) 11

souvislost s ètyøpolním korel. koef.výskyt jevuvýbìr ano ne 
elkem1 Y1 n1 − Y1 n12 Y2 n2 − Y2 n2
elkem Y1 + Y2 n1 + n2 − Y1 − Y2 n1 + n2

• pomo
í ètyøpolního korelaèního koe�
ientu r2,2 lze Z zapsat jako

Z =
√

n1 + n2 r2,2

• pøíklad 14 20 3444 21 6558 41 99 r2,2 =
14·21−44·20√
34·65·58·41 = −0,256,

Z =
√
99 · (−0,256) = −2,54, χ2 = 99 · (−0,256)2 = 6,47, p = 1,1 % 12



Mannùv-Whitneyùv (Wil
oxonùv) test

• 
o kdy¾ nelze pøedpokládat normální rozdìlení?

• ne
h» X1, . . . , Xn1 a Y1, . . . , Yn2 jsou nezávislé výbìry ze spojitéhorozdìlení (napøíklad vìk matek, støední délka ¾ivota mu¾ù pøi na-rození ve dvou skupiná
h zemí, potratovost . . . )

• postup zalo¾en na poøadí bez ohledu na výbìr

• idea: kdyby nebyl mezi popula
emi rozdíl, byla by prùmìrná poøadív obou výbìre
h podobná

13

pøíklad: potratovost (Èe
hy vers. Morava)kraj Pha Stè Jè Pl KV Ús Lbpotratovost 4.03 4.02 4.11 4.70 5.65 5.80 4.98poøadí 7 6 8 10 12 13 11kraj HK Par Vys JM Ol Zl MSpotratovost 4.33 3.38 3.57 3.70 3.65 3.42 3.87poøadí 9 1 4 3 2 5

• H0 : shoda popula
í (zejm. mediánù), H1 : neshoda

• kam patøí kraj Vysoèina? vyne
háme jej

• prùmìrné poøadí èeský
h krajù: 77/9=8,56

W1=7+6+8+10+12+13+11+9+1=77

• prùmìrné poøadí moravský
h krajù: 14/4=3,5

W2=4+3+2+5=14 14

pøibli¾né rozhodování (n1, n2 desítky)

• W1, W2 souèty poøadí, pou¾itím 
entrální limitní vìty

Z =
W1 − n1(n1 + n2 + 1)/2√

n1n2(n1 + n2 + 1)/12

• za hypotézy (není rozdíl mezi popula
emi) je Z ∼ N(0, 1)
• hypotézu zamítáme, je-li |Z| ≥ z(α/2)

• ná¹ pøíklad:

Z =

∣∣∣∣∣∣∣

77− 9 ∗ 14/2√
9 ∗ 4 ∗ 14/12

∣∣∣∣∣∣∣
= 2,16 > 1,96 = z(0,05/2) p = 3,1 %

• na 5% hladinì jsme prokázali rozdíl 15

pøesný výpoèet p-hodnoty

• zajímá nás, nakolik je ná¹ výsledek (W1 = 77, W2 = 14) výjimeèný

• máme 
elkem n1 + n2 = 13 pozorování, ètyøi z ni
h (Morava) lzevybrat 
elkem (
13
4

)
= 715 zpùsoby

• kolik z ni
h vede k tak extrémnì nestejným prùmìrným poøadím?

• budeme hledat, kolik ètveøi
 oznaèený
h za moravské by dalo vsouètu nejvý¹ 14, jak nám doopravdy vy¹lo

• v¾dy platí W1 +W2 = (n1 + n2)(n1 + n2 + 1)/2 = 91(souèet èísel 1 + 2 + . . . + n1 + n2)

• staèí zabývat se jedinou ze statistik W1, W2, zpravidla tou pro men¹ívýbìr 16



pøehled mo¾ný
h ètveøi
,v ni
h¾ je souèet poøadí nejvý¹ 141 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 12 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 53 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 54 5 6 7 8 5 6 7 5 6 5 610 11 12 13 14 12 13 14 13 14 14 14

• nejvý¹ 14 mohl být souèet poøadí za platnosti hypotézy s pravdì-podobností p1 = 12/715 = 0,01678

• musíme vzít v úvahu také situa
i, kdy by byla na Moravì velkápoøadí, p-hodnotu nutno zdvojnásobit, tedy p = 24/715 = 3,4 %17

párové testy

• pøedpoklad nezávislosti porovnávaný
h výbìrù musí opravdu býtsplnìn, jinak dostaneme nesmysl

• typi
ké poru¹ení pøedpokladu nezávislosti je u párový
h dat

− mìøení na stejný
h objekte
h ve dvou rùzný
h èase
h

− mìøení na stejný
h objekte
h pøed zásahem a po nìm (o¹etøení)

− mìøení na rodièí
h

• postup

− spoèítají se a hodnotí rozdíly (zmìny)

− pøejde se k úloze s jediným výbìrem

− mají-li rozdíly normální rozdìlení, pak párový t-test 18

pøíklad: vý¹ka rodièù

• rozhodnout o tvrzení, ¾e populaèní prùmìr vý¹ek ot
ù je o 10 
mvìt¹í ne¾ populaèní prùmìr vý¹ek matek

• ot
ové: Ȳ = 179,26, sY = 6,78, n1 = 99matky: Z̄ = 166,97, sZ = 6,11, n2 = 99

• ot
ové jsou (ve výbìru) v prùmìru o Ȳ − Z̄ = 12,29 
m vy¹¹ísmìrodatná od
hylka rozdílù je 8,14 (ménì, ne¾ kdyby byly vý¹kyrodièù nezávislé . . . 6,782+6,782=9,132)støední 
hyba rozdílu prùmìrù je 8,14/√99 = 0,819
• rozhodneme podle statistiky

T =

∣∣∣∣∣
12,29− 10
0,819

∣∣∣∣∣ = 2,801 > 1,984 = t98(0,05/2) p = 0,6 % 19

párový t-test:

• ne
h» (Y1, Z1) . . . , (Yn, Zn) nezávislé dvoji
e, Xi = Yi − Zi

• ne
h» Xi ∼ N(µ, σ2
)

• neznámé σ > 0 odhadneme pomo
í s =
√
1

n−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2

• H0 : µ = µ0 (µ0 známá konstanta, zpravidla 0)

T =
X̄ − µ0
̂S.E.(X̄) = X̄ − µ0

s

√
n

• hypotézu H0 zamítáme (kriti
ký obor):

− H1 : µ 6= µ0 (oboustranná alternativa) |T | ≥ tn−1(α)
− H1 : µ > µ0 (jednostranná alternativa) T ≥ tn−1(2α)
− H1 : µ < µ0 (jednostranná alternativa) T ≤ −tn−1(2α) 20



pøíklad: klesá potratovost?

Yi 24.7 25.7 31.6 24.3 26.8 30.6 21.1 23.5 26.9 22.5 23.1 24.9

Zi 23.1 23.6 27.9 22.2 23.4 27.9 21.5 26.0 24.3 23.9 21.2 25.7

Xi 1.6 2.1 3.7 2.1 3.4 2.7 -0.4 -2.5 2.6 -1.4 1.9 -0.8

R+i 4 6 12 7 11 10 1 8 9 3 5 2

• pou¾ijeme údaje z 12 okresù v lete
h 2000 (Yi) a 2001 (Zi)

• hypotéza H0 : v obou lete
h potratovost stejná, rozdíly dány ná-hodným kolísáním; H1 : potratovost klesá (jednostranná alt.)

• za H0 by rozdíly mìly kolísat symetri
ky kolem nuly

• za H1 by mìly pøevládat kladné rozdíly, spí¹e velké
• prùmìrné poøadí z 8 kladný
h rozdílù: 8 (souèet 64)prùmìrné poøadí ze 4 záporný
h rozdílù 3,5 (souèet 14) 21

párový Wil
oxonùv test

• ne
h» (Y1, Z1) . . . , (Yn, Zn) nezávislé dvoji
e, Xi = Yi − Zi

• H0 : Yi, Zi mají stejné rozdìlení (popula
e jsou stejné)

• mají-li Yi, Zi stejné rozdìlení, pak Xi = Yi − Zi jsou symetri
kyrozdìlena kolem nuly

• postup

− vylouèit nulové hodnoty Xi (tedy shodné hodnoty Yi, Zi), podletoho pøípadnì zmen¹it n

− urèit poøadí R+i absolutní
h hodnot |Xi| = |Yi − Zi|
− urèit W souèet poøadí pùvodnì kladný
h hodnot Xi

− podle W rozhodnout 22

rozhodování

• na základì 
entrální limitní vìty lze pou¾ít

Z =
W − n(n + 1)/4√

n(n + 1)(2n + 1)/24

• hypotézu o shodì zamítneme, bude-li |Z| ≥ z(α/2)

• pøi jednostranné alternativì porovnat Z s z(α)

• pro malý poèet dvoji
 (do deseti) radìji pou¾ít tabulky

• pøíklad (W = 64, n = 12, jinou metodou pøesnì je p = 2,6 %))

Z =
64− 12 · 13/4√
12 · 13 · 25/24

= 1,961 > 1,645 = z(0,05), p = 2,5 % 23


