Statistika
(D360P03Z, D360P03U) literatura

. . e Z. Pavlik, K. Kiihnl: Uvod do kvantitativnich metod pro geografy,
akademicky rok 2004 /2005 SPN Praha, 1981

Karel Zvara e K. Zvdra: Biostatistika, Karolinum Praha, 1998, 2000, 2001, 2003

e T. H. Wonnacot, R. J. Wonnacot: Statistika pro obchod a hos-

3. ledna 2005 podafstvi, Victoria Publishing Praha, 1992

opraveno 3. unora 2005

cviéeni, zapocet, zkouska prehled témat (1)

o o g . e popisnd statistika (méritka, charakteristiky polohy, variability, sou-
e cviCeni v pocitaCovych uCebnach, MS Excel , .

vislost znak()
e aktivni G€ast na cviceni, maximalné dvé absence, napsani zapoclto-

) o e souvislost kvalitativnich znak@ (kontingenéni tabulka)
vého testu = zapocet

e souvislost kvantitativnich znak (korelaéni koeficienty)

obsah cvi€eni vice prizptisoben studovanému oboru

e pravdépodobnost (klasicka definice, podminéna pravdépodobnost,

Ffednasky formulovany obecné&ji
° P v v ) nezavislost)

zkouSka nejspis pisemna, kombinovana s tstni, zapoet musi zkousce

predchazet e nahodna veli¢ina (rozdéleni, stfedni hodnota, rozptyl, hustota, dis-

tribu¢ni funkce)



prehled témat (2)

e dfilezita rozdéleni (normalni, binomické, Poissonovo, vzajemné apro-

ximace)

princip statistického usuzovani (populace a vybér, parametry a
jejich odhady)

interval spolehlivosti, volba rozsahu vybéru

testovani hypotéz (chyba 1. druhu, 2. druhu, hladina testu, sila
testu, p-hodnota)

testy (o populaénim pr@méru, populacnim podilu, nezdvislosti, re-
gresnich koeficientech)

regrese

N e

co mérime (zjisStujeme) a kde

mé&rime na mnoha statistickych jednotkach (osoba, obec, stat,
pokusné pole . ..)

mérime (zjistujeme) hodnoty znaku
zjisténou hodnotu vyjadfujeme ve zvoleném méritku (stupnici)
na jedné jednotce metzeme mérit nékolik znak@ (mozna zavislost)

mérime na skupinach jednotek — souborech zajimaji nas hro-
madné vlastnosti

mo@zeme porovnavat vlastnosti znaku mezi soubory

priklad statistického zjistovani

zjistovani se tyka 200 muz@ stfedniho véku
Vv souboru je 80 kurak@ a 120 nekuraka
85 muzt ma oCi modré, 25 hnédé, 90 jiné

27 muz@ ma jen zakladni vzdélani, 44 nelplné stfedni, 65 matu-
ritu, 64 vysokosSkolské

22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce 1944,

..., 18 vroce 1951
hmotnosti jednotlivych muz@ jsou 83, 92, ..., 63 kg

Co maji tyto adaje spolecného? Cim se uadaje lisi?

méritka (1)

nula-jednickové (muz/Zena, kurak/nekurak)
nomindlni (zemé& pavodu, barva oci)

ordindlni (dosazené vzdélani, stupeh bolesti)
hodnoty jsou usporadané

intervalové (teplota v Celsiové stupnici, rok narozenr)
konstantni vzdalenosti mezi sousednimi hodnotami, nula jen kon-
vence

pomérové (hmotnost, vyska, HDP, pocet obyvatel)
nasobek zvolené jednotky, nula = neexistence mérené vilastnosti
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méfitka (2)

e kvalitativni: nula-jedni¢kové, nominalni, ¢asto i ordinalni

e U kvalitativnich se zpravidla udavaji €etnosti jednotlivych hodnot
e kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, nékdy ordindlni
(neni spojité)

e hodnoty kvantitativnich — Cisla

priklad: 100 hod( kostkou

(kolikrat ktera nastala)

pocCet ok — nominalni znak
kostka A
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kostka B
3 2 6
6 4 2
5 6 1
1 2 6
6 2 6
6 1 5
6 6 6
2 6 6
2 1 6
6 6 1

OO OWWWPrdH

DO ONOONN O OO

OO PO OOWREON

veli¢ina

Ciselné vyjadreny vysledek méreni

hodnoty znak@ v intervalovém, pomérovém meéritku jsou husté —
spojita veliCina

Cetnosti hodnot znak@ v nula-jednickovém, nominalnim (&i ordi-

nalnim) méritku — diskrétni veliCina

pro veli€Ciny mame charakteristiky nékterych hromadnych vlast-
nosti (charakteristiky polohy, variability)
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hody kostkou jako hromadny jev

chceme 100 hodnot (pocet ok, mohl to byt obrazek) vyjadrit na-
zorné, aby vypovidaly o vlastnostech kostky

zjistime (absolutni) €etnosti hodnot
Ize dopocitat relativni €etnosti hodnot, mozno v %
tabulka Cetnosti (absolutnich, relativnich)

grafické vyjadreni ¢etnosti — histogram (velikost plochy je tmérna
Cetnosti)

rozhodovani o kvalité kostky (zda symetricka) je Glohou statistické
indukce
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Cetnosti vysledk@ hod(

cetnosti s
/
fr 2L
J'H'}'-/#Hﬂj- 15
W) 7
%L##'%H 17

fi=mnj/n
0,12
0,21
0,14
0,15
0,21
0,17

kostkou A

15 20
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mozné ulohy statistické indukce

e je pravdépodobnost Sestky rovna 1/67 (teorie pravdépodobnosti
odvodi teoretickou hodnotu, matematicka statistika odhadne, pro-

VEFi predstavu teorie)

e je kostka symetricka, maji vSechny stény kostky stejnou pravdé-

podobnost?

e kolik potrebujeme nezavislych hodt, abychom s dostate€nou spo-

lehlivosti poznali, Ze je kostka nesymetricka?

e |iSi se mezi sebou kostky A a B?

e vSe zalozeno na modelu populace — vybér
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Cetnosti vysledk@ hod@ kostkou A

e
*m}lﬂml 16 0:16
H.H.MHH. 6 0,06
T

populace a vybér

30 40

20

10

Ulmm(]

14

e Moznost zobecnéni z hodnot zjiSténych na souboru méreni: model

populace — vybér

e populace (zakladni soubor) — velky soubor, jehoZ je zpraco-
vavany soubor (vybér) reprezentativnim vzorkem (vyskyt d@-
lezitych doprovodnych znak@ ve vybéru odpovida jeho vyskytu v

populaci

e reprezentativnosti nejlépe dosahneme tak, Ze pouZijeme prosty
nahodny vybér, kdy kazda n-tice prvk@ populace ma stejnou Sanci
(pravdépodobnost) do vybéru se dostat

e na zakladé vybéru tvrdime néco o populaci
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priklad: vék 99 matek

99 zjisténych hodnot — soubor hodnot

26
35
26
24
22
24
24
28
29
27

35
21
30
21
26
22
23
28
28
23

21
25
28
28
32
31
25
22
26
21

25
26
28
25
22
33
23
23
38
25

27
26
27
34
32
23
26
20
20
21

24
19
29
24
25
30
28
20
23
33

24
29
27
21
21
26
24
21
25
22

variacni rada, poradi

e plvodni (neusporadand) data — hodnoty v p@vodnim poradi, bez
ohledu na pripadna opakovani zy, o, ..

e variaCni rfada :1?(1) < :1?(2) <...< :L’(n)
data usporadana tak, aby hodnoty neklesaly

e poradi — umisténi pozorovani ve variacni fadé; shodnym hodno-

30
22
26
28
25
27
25
31
37
29

tam davame pr@meérné poradi

23
21
21
25
24
25
25
24
33
21

18
27
23
28
32
24
26
21
23

.y In

L(5)

22

15

17

15 21 13 18

poradi Rj

7 25 4 25

6

1

5

17
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priklad: vék 99 matek — variacni rada

usporadany soubor hodnot — variacni fada

18
21
22
23
24
25
26
28
29
32

tridéni, tridni Cetnosti

19
21
22
23
24
25
26
28
29
33

spojita veli€ina s velkym po&tem hodnot

20
21
22
24
25
25
26
28
29
33

20
21
23
24
25
25
26
28
30
33

20
21
23
24
25
26
27
28
30
34

21
21
23
24
25
26
27
28
30
35

21
21
23
24
25
26
27
28
31
35

21
22
23
24
25
26
27
28
31
37

21
22
23
24
25
26
27
28
32
38

21
22
23
24
25
26
27
29
32
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obor hodnot rozdélime na nepiekryvajici se tfidy (intervaly), nej-
lépe stejné délky

vSechna pozorovani z daného intervalu nahradime zastupnou hod-

notou (stfedem x}*)

zjistime Cetnosti n; jednotlivych tfid

kumulativni Cetnosti udavaji poCet hodnot v dané tfidé a trfidach

predchazejicich

J
Nj:n1+n2+...+nj:z:nj
i=1

20



vék matek — tridni Cetnosti

interval m;‘ n; fg = nj/n Nj Nj/n
do 20 19| 5 0,051 | 50,051
21 az 23 | 22 | 27 0,273 32| 0,324
24 az 26 | 25| 32 0,322 | 64 | 0,646
27 az 29 | 28| 19 0,192 | 83| 0,838
30az32|31| 8 0,081 | 91 | 0,919
33az35|34| 6 0,061 | 97 | 0,980
36 az 38 | 37| 2 0,020 | 99 | 1,000

histogram, h =3 (k =7)

30

20
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20 25

30

35

21

23

grafické znazornéni tridnich Cetnosti

e histogram je zaloZzen na tridéni do intervald, vyjimecné zobrazuje
primo Cetnosti jednotlivych hodnot

e kazdé tridé odpovida obdélnik o plose Umérné Cetnosti (absolutni
nebo relativni)

e pri stejnych Sirkach interval@ h odpovidaji Cetnostem vysSky obdél-
nik@

e pocCet interval@: 5—15 tak, aby stredy byly okrouhlé, pomo@ckou
Sturgesovo pravidlo

~1+3,3 logign =1+logan

e priklad vék matek: k~ 1+ 3,3 -log;y99 =~ 7,6
22

histogram, h =1 (nevhodné h)

0 2 4 6 8 10 12
|

20 25 30 35
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populace

e velka populace, spojita veliCina — intervaly mohou byt kratké,
obdlce histogramu relativnich Cetnosti odpovida hustota fx(x)

e podobné kumulativnim relativhim Cetnostem odpovida distribucni
funkce

e hodnota distribu¢ni funkce Fx(z) je pravdépodobnost, Ze nahodna
veliCina X neprekroCi x:

Fx(z) =P(X <z)
e souvislost: hustota je derivace distribucni funkce:

fx(x) = Fi(z)

parametry — odhady, statistiky

e podle toho, jakou roli hraje hodnoceny soubor, rozliSujeme cha-
rakteristiky
— populac¢ni: vztazené k populaci, mnohdy jen idedlni, nami pred-
stavované, parametry modelu
— vybérové: vztazené k vybéru z néjaké populace, takze jde o
odhady né&jakych populacnich parametr@, statistiky spocitané
Z Vybéru

e prikladem dvojice odhad — parametr je relativni Cetnost — pravdé-
podobnost

e statistiky se pouzivaji pri statistické indukci
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priklad: vék matek (kumulativni relativni Cetnosti)
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charakteristiky polohy (1)

e median (prostifedni hodnota)

&
Il

('n,+1) pro n liché
2

N

T (az(%) + x(%+1) pro n sudé

e medidn déli data na dvé stejné c¢asti (velkych hodnot a malych
hodnot)

e populacni median:

28



priklad: vék 99 matek — variacni rada

variacni rada, median z =25, kvartily Q@ =23, Q3 =28

18 19 20 20 20 21 21 21 21 21
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 29 30 30 30 31 31 32 32
32 33 33 33 34 35 35 37 38

grafické znazornéni spojité veliCiny

e krabicovy diagram (box-plot) zobrazuje kvartily, median, mini-
mum, maximum, pfipadné odlehla pozorovani: od bliz§iho kvartilu

dal nez 3/2'(Q3 — Ql)

e priklad: vék matek (dvé odlehla pozorovani, @ = 23, Q3 = 28)

29
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charakteristiky polohy (2)

e dolni (horni) kvartil Q; (Q3) vydéluje Ctvrtinu nejmensich (nej-

vétsich) hodnot

e specialni pfipad percentilu z, pro p = 0,25 (p = 0,75), pficemz z)

vydéluje 100p % nejmensich hodnot od ostatnich
e vypocet percentild — mnoho vzorecCk(
e median je také percentilem, totiz x5

e kvantil = populacni percentil

Fx(up) =P(X <pp)=p

charakteristiky polohy (3)
e prumér (kdyby bylo viech n hodnot stejnych)
SEVRURRIUIUN
r = — (T X X = — X,
n 1 2 n n &= i
e vazeny prameér: zalozen na Cetnostech
nj %

I
n Y

M=

1 1 &
&=—(na] +...+ngzf) == nj 5=
n " =1 j=1

e populacni prameér: znalime p

30

e U nula-jedniCkového meéritka: prdmér = relativni Cetnost jednicek,

populaéni prdmeér = pravdépodobnost jedniCky

32



charakteristiky polohy (4) priklad — vék matek

e modus 7 nejéast&jsi hodnota (Ize poditat také pro nominalni &i e pramer

ordinalni méritko) 1 2544

99(26+35+...+21+23):

e vazeny pr@mér zalozeny na tridéni

xr =

= 25,7
e modus nemusi byt urCen jednoznacné

e populacni modus pro spojitou veliCinu — hodnota, kde je hustota

1
e 2=—(5-19427-22+32-25+19-2848-314+6-34+2-37)
maximalni 99

AT,
99

e modus neni urcen jednoznacné: z = 21, z = 25

e populaéni modus pro diskrétni veliCinu (Cetnosti) — nejpravdépo- -

dobné&jsi hodnota

33

priklad: vék 99 matek

charakteristiky polohy (5) vylougi se [0,1-99]=[9,9]=9 (cela &ast)

_ - . L . nejmensich a 9 nejvétsich hodnot
e alfa-useknuty prameér: nejprve se oddéli (usekne) 100a % nejmen-

Sich a 100a % nejmensich hodnot, ze zbytku se spocita pradmér 18 19 20 20 20 21 21 21 21 21

21 21 21 21 21 21 21 22 22 22

jer ni Ci lehlym hodnotam
e Je robustni vaci odlehlym hodnota 22 22 22 23 23 23 23 23 23 23

e voli se & = 0,1 (0,15) 23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25

e v&k matek 25 25 25 25 26 26 26 26 26 26
1 26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
m(x(lo)+m(11)+"'+x(89)+$(90)):2573 28 28 28 28 28 28 28 28 28 29

29 29 29 30 30 30 31 31 32 32
32 33 33 33 34 35 35 37 38
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vlastnosti charakteristik polohy

e zménime-li vSechny hodnoty z; tak, ze pridame ke kazdé stejnou
konstantu a, zméni se o tutéz konstantu také charakteristika po-
lohy (posunutr)

e zménime-li vSechny hodnoty z; tak, ze je vynasobime kladnou kon-
stantou b, toutéz konstantou musime vynasobit p@vodni charak-
teristiku polohy, abychom dostali charakteristiku polohy pro upra-
vend data (zména méritka)

e Obecné

prdmeér(a+b-z)=a-+b-z, b>0

37

charakteristiky polohy v geografii/demografii (2)

e geograficky stred — praseCik pr@mérné zemeépisné Sirky a pra-
mérné zemeépisné délky, pridméry vazené velikosti sledovaného jevu

e geograficky median — obdoba medianu,
— rozdéluje geografické objekty do dvou disjunktnich skupin
— hodnocena vlastnost urCi vahy objektd
— usporadani hodnoceni znaktl dano zvolenou geografickou vlast-
nosti (napf. zemépisnou délkou)

39

charakteristiky polohy v geografii/demografii

e Casto zname jen pr@meéry v dilCich souborech a Cetnosti: praméry

se pouziji jako x;‘ Cetnosti standardné

e priklad: vék novych profesord, docentf UK 2002:

41 profesort, prémérny vék 51,1
77 docenta, pr@mérny vék 47,8
celkovy prémeér:
41-51,1 477 - 47,8
A1+ 77

=489
nikoliv

LTS

38

charakteristiky variability (1)

obecné s(a+b-xz)=0b-s(z)
prictenim stejné konstanty a (posunutim) se charakteristika vari-

ability nezméni

vynasobeni kladnou konstantou znamena, Ze stejnou konstantu
nutno vynasobit charakteristiku variability

MEri nestejnost hodnot spojité veliCiny
rozpéti (jen pro vybér) R= T(n) — T(1)
kvartilové rozpéti Rg=Q3— Q1

40



charakteristiky variability (2)

e (vybérovy) rozptyl

(nevyhovuje obecnému poZadavku presné: s2_ ., = b”- s?

P DICEL I (iﬁ—m
= ; = :
n—1:= n—1\i3

1 i * —\2 1 i *2
= E:W@U—m)—<§:W%
n— 13.:1 n—1 o1

e populaéni rozptyl o2 ma ve jmenovateli n

priklad — vék matek

e rozpétr: R=38-18 = 20
e kvartilové rozpéti: RQ =28—-23 =5
e rozptyl

1
32—98<(262+352+...+212+232)—99~(

= 16,97 = 4,122

e smérodatna odchylka je 4,1

)

—_n-

2544

99

xT

172

))

)

41
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charakteristiky variability (3)

e rozptyl méri prémeérny Ctverec vzddlenosti od préméru
e smérodatna odchylka: odmocnina z rozptylu

Sy = \/g o= \/;
e vyhovuje obecnému pozadavku

e vvhoda smérodatné odchylky:
stejny fyzikdalni rozmér jako pAvodni data

e vybérovy rozptyl z tridnich etnosti Sheppardova korekce:
h2
odelti —
12

42

priklad — vék matek

e pomoci tridnich Cetnosti

1 2547\ 2
2 2 2 2 2
= ((5-192+27-222+ ... +6-3424+2-37%) — 99 -
s 98<( + +.F + ) (99)>

= 16,36 = (4,05)

e navic Sheppardova korekce
32

s> =16,36 — — = (3,95)
12

44



normované charakteristiky rozptylenosti

charakteristiky variability (4) ° :Z;l;dvzsr\.r/}e)dené miry zaviseji na volb& méritka (napfr. délka v m

e stifedni odchylka: prmér odchylek od medianu (nékdy od pra-

hledame charakteristiky nezavislé na méritku

méru)
| e nutné pomérové méritko, kladné hodnoty
d=_ 221 |z — | e variacni koeficient
i=
Sx
e stfedni diference: pr@mér vzdjemnych vzdalenosti viech dvojic v= Z
(Je jich n%) e (Giniho) koeficient koncentrace
1
A:ﬁz |z; — ;] G:é
i=1j=1 2z

napriklad mé&ri nerovnomeérnost prijme, velikosti tzemnich jedno-

tek, souvisi s plochou u Lorenzovy kFivky
45 46

Lorenzova kfivka (v&k matek) Lorenzova krivka

e variacni fada: 0 < z(1) < T(9) <...< Z(p)

Lorenz curve for vek.m (Gini=0.088) e kumulativni souéty pro ] — O7 1’ R )

J
— ty =0 tj:1‘<1)+w(2)+...+1‘<j):Zlm<i)

| e UseCkami spojit body (j/n;tj/tn), 0<j<n

e 7ajima nas plocha nad touto lomenou Carou a pod Uhloprickou
: T T T T ; jednotkového Ctverce

00 02 04 06 08 10

e Giniho koeficient koncentrace je dvojnasobkem této plochy

e |ze vzit v Gvahu i vahy (Cetnosti)
a7 48



Lorenzova krivka (obyvatelé — kraje)
priklad: obyvatelé Kkrajd

Lorenz curve for obyvatel (Gini=0.224)

1.0

- 0 | 0,000 | 0,000
303761 303761 | 0,071 | 0,030
427418 731179 | 0,143 | 0,072 © |
506849 | 1238028 | 0,214 | 0,121
517959 | 1755987 | 0,286 | 0,172
548698 | 2304685 | 0,357 | 0,226
549369 | 2854054 | 0,429 | 0,280

0.8
|

0.4

O WN Ol

0.2

0.0
|

13 | 1158800 | 8936427 | 0,929 | 0,876 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
14 | 1264347 | 10200774 | 1,000 | 1,000 00 02 04 08 08 10
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z-skor, standardizace Sikmost, Spicatost

e variaéni koeficient, Giniho koeficient — pfiklady bezrozmé&rnych ve- e Sikmost — prdmér z 3. mocnin z-skord

licin e Spicatost — prdmér ze 4. mocnin z-skor@l (nékdy se odecita 3)
e z-Skor 1P /g — 7\ 1P s — 7\4
R
Zi = i x, z = 0, Sz = 1 \/> nz:l Sz nz:l Sz
Sx

e nékdy se pocitaji odhady populacni Sikmosti a SpiCatosti jinak
(Excel: Fisherovo gi, g9 — pro zajimavost)

n(n —1)by (et Dn—1) (b2_3(n—1)>

e umozni srovnavat rfizné obtizné testy, . .. 9= _9 92 = (n—2)(n —3) n+ 1

dostaneme nulovy pr@mér, jednotkovy rozptyl

bezrozmérny
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dvojice znaka (velicin)
e na jedné statistické jednotce se méri dva znaky
e |ze vySetfovat zavislost

e postupy (i grafické) zavisi na méritku
— kvalitativni — kvalitativni
— kvalitativni — kvantitativni
— kvantitativni — kvantitativni

e zatim popisné charakteristiky, prokazovani zavislosti pozdé&ji

53

priklad — vzdélani matek (pozor na orientaci)

100

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem s |
zakladni | 23 11 34 ®
stredni 30 17 47
VS 17 1 18 3
celkem 70 29 99
porodnice e

vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni | 32,9 % 37,9 % | 34,3 %
stredni | 42,8 % 58,6 % | 47,5 %

VS 243% 35% | 182 %
celkem | 100 % 100 % | 100 %

20
Il

Praha venkov
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kvalitativni — kvalitativni

e kvalitativni data — nominalini (ordindlni) méfitko, vyjadiujeme po-

moci Cetnosti

e dva znaky — Cetnosti moznych dvojic hodnot nj;

e zapisujeme do kontingencni tabulky

e doplhujeme marginalni €¢etnosti — soucty po rfadcich a po sloup-
cich - Cetnosti jednotlivych znak@ zvlast

e oba znaky nula-jedniCkové — kontingencni tabulka 2x2, Ctyrpolni
tabulka
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priklad — vzdélani matek (pozor na orientaci)

100

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem s |
zakladni | 23 11 34 ©
stredni 30 17 47
VS 17 1 18 3
celkem 70 29 99
porodnice e

vzdélani | Praha venkov | celkem

zakladni | 67,6 % 32,4 % | 100 %

20
Il

stfedni | 63,8 % 36,2 % | 100 %
VS 944 % 6,6 % | 100 %

celkem [ 70,7 % 29,3 % | 100 %

z&kI. str. \
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priklad — vzdélani matek (ocekdvané Eetnosti)

e kdyby rozdéleni vzdélani bylo viude stejné, oCekavame tri moznosti
v poméru 34:47:19, celkem 99

e prazskych 70 matek by stejny pomér dalo pfi oCekavanych Cet-
nostech 70-34/99=24,0, resp. 70-47/99=33,2 resp. 70-18/99=12,7

e podobné pro matky z venkova dostaneme 9,96, po zaokrouhleni
10,0, pro daldi Cetnosti 13,8 resp. 5,3

priklad — vzdélani matek (ocekdvané cetnosti)

porodnice porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem || vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34 zakladni | 24,0 10,0 34
stredni 30 17 47 stredni 33,2 13,8 47
VS 17 1 18 VS 12,7 53 18
celkem 70 29 99 celkem 70 29 99

priklad: planovana téhotenstvi

57

e je souvislost mezi odpovédmi o planovaném téhotenstvi a vzdéla-
nim matek?

planované planované
vzdélani | ne ano | celkem || vzdélani ne ano celkem
zakladni | 20 14 34 zakladni | 58,8 % 42,1 % | 100 %
stfedni | 16 31 47 stfedni | 34,0 % 66,0 % | 100 %
VS 5 13 18 VS 27.8 % 72,2 % | 100 %
celkem | 41 58 99 celkem | 41,4 % 58,6 % | 100 %
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porodnice porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem || vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34 zakladni | 24,0 9,9 34
strfedni 30 17 47 stredni 33,3 13,8 47
VS 17 1 18 VS 12,7 53 18
celkem 70 29 99 celkem 70 29 99
empirické a o€ekavané Cetnosti porovname pomoci statistiky
chi-kvadrat:
2 2 2 2
X2 _ (23 — 24) . (11 —9,9) . (30 — 33,3) P (1-5,3) 612
24 9,9 33,3 5,3

velka hodnota x? sv&d&i o velké neshodé
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priklad: planovana téhotenstvi (ocekavané cetnosti)

planované
vzdélani ne ano | celkem 41 34 41-34
zakladni | 14,08 19,92 | 34 P59 99" g 1408
stfedni | 19,46 27,54 | 47 58 34 58-34

VS | 7,46 10,54 | 18 P59 99" g 1992
celkem | 41 58 99
5 (20 —14,08)2 (14 —19,92)2 (16 — 19,46)2 (31 — 27,54)?
X708 19,92 19,46 97,54
2 2
(5746  (13-10,54)% 6,68
7,46 10,54
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priklad: predvolebni vyzkum

strana
30 volict bylo dotazano, které ze| muz A B | celkem

dvou stran daji prednost; souvisi| muz 11 4 15

odpovédi s pohlavim? Zzena | 6 9 15

celkem | 17 13 50

strana strana

muz A B celkem muz A B celkem
muz |73 % 27 % | 100 % muz 65 % 31 % | 50 %
Zena |40 % 60 % | 100 % zena 35 % 69 % 50 %
celkem | 57 % 43 % | 100 % || celkem | 100 % 100 % | 100 %

priklad: predvolebni prézkum

79 > 0 znamenad, Ze Cetnosti na hlavni diagondle (indexy 1,1 a
2,2) prevladaji nad Cetnostmi na vedlejsi diagondle (indexy 1,2 a

2,1)

e v naSem prikladu

strana
muz A B | celkem
muz 11 4 15
zena 6 9 15
celkem | 17 13 50

protoze je 119 > 64
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vychazi 0,34>0,

63

Ctyrpolni tabulka

a b a+b

e Obecné oznaceni Cetnosti v Ctyrpolni tabulce c d c+d
‘ a+c b+d n

e Silu zavislosti Ize méFit Ctyrpolnim korelaCnim koeficientem
ad — be
2,2 =
V(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

e mojemezi—lal

11 415
e napf.pro| 6 9 |15 vyjde - 1 0=10 .
1713130 2T V5151713
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Ctyrpolni tabulka — prokazovani zavislosti

e chi-kvadrat porovnavajici teoretické a oCekavané Cetnosti |ze upra-

vit na tvar
9 n(ad — be)? 9

X Tttt datrebra 22

e piiklad (predvolebni prézkum)

2:30-(11-9—4-6)2
15-15-17-13

=3,39 = 300,342

X
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SimpsonQv paradoxX diler tabulky maji zavislost jiného sméru,

o 3 dvojice kvalitativni — kvantitativni
nez jejich soucet (zde bez ohledu na to, kde Zziji)

e podle kvalitativni proménné rozdélime hodnoty kvantitativni pro-

venkov | A B celkem meésto A B celkem ménné do diléich soubor@
muz 6 7 13 muz 5 2 7
Zena 2 3 5 zena 11 5 16 e porovname charakteristiky dil¢ich soubor@ (zejména charakteris-
celkem | 8 10 18 celkem | 8 10 18 tiky polohy) mezi sebou, pokud se hodné& li&i, sv&d&i to pro zavis-
7’2’2:0,055 7’2’220,027 lost
celkem | A B | celkem | kdyby byl stejny pom&r mezi
[nui 1; g g(i muZ a Zenami oslovenymi e celkovy pr@mér = vazeny prtmeér dilcich soubor
Zena - ~
celkem |24 17 41| V€ Mesté a na venkove, pro- e celkovy rozptyl = vdazeny prmér rozptyl@ + rozptyl pr@méra
r99=-0,07 blém by nevznikl (pFesn& jen pro populacni rozptyly s n ve jmenovateli)
65 66
priklad: vék matek z4avislost kvalitativni — kvantitativni
e pro nula-jedniCkové z silu zavislosti z,y vyjadfuje
bodové biseridlni korelacni koeficient
o ° plan| ne ano Pois — Y1—% [ _nom
8 . ° n 41 58 s s \Inn—-1)
2 o 5 ! T 24,7 26,4
g @ ' ! T 24,0 26,0 — kde y; je pr@mér téch y, u nichz je z =1
3 8 Q1 [21,0 24,0 — kde 7 je prémé&r t&ch y, u nichZ je x =0
o | _ ! Qd2 ‘21722 gsgg — kde s je smérodatna odchylka vSech y (n — 1 ve jmenovateli)
o _:_ — S 1 ' . = ~ . .o .
: | RQ 6.00 4.00 — kde ng je poCet nul a n; pocCet jedniCek mezi x

ne ano e plati —1 < rpig < 1

zda plan o 54— A1
e priklad: rpis = % é‘égg =0,20

67 68




priklad: vySka otce ~ vzdélani matky

1

1

vzdélani | rozsah | pr@mér | sm. odch.

1

165 175 185 195
1

3 EE zakladni | 34 177,1 6,0
— — stredni | 47 | 179.5 6,4

a VS 18 182,8 7,8
] ‘ — ° celkem 99 179,3 6,8
1 2 3
vzdilani
4 177,14+ 47 - 17 18- 182
5::3 1+ 9,5+ 18 8,8:179,3
34 +47+ 18
34-6,02+47-6,4%2 +18 - 7,8
£ =682 > aling 2+ == 6,62
34 +47+ 18
69
zavislost spojitych veli€in
e (vybérova) kovariance
1 n
Soy = izzl(xi —2)(yi — 9)
e (Pearsontiv) korelacni koeficient (z-skory)
- Szy _ 1 ixi_iiyi_g: 2?21($i—i')(yi—g)
szSy  n—1lig se i3 sy \/Zﬁzl(wi — 2 S (v — )

e Ctyrpolnii bodové biserialni korelacni koeficient jsou specialni pri-
pady Pearsonova korelacniho koeficientu, kdyz za nula-jednickovou
veliCinu pouZijeme opravdu nuly a jednicky

71

dvojice kvantitativnich veliCin

130

S
o = =
=l
o
(2]
o
[se)
o
~ T T T T T T T T T T
1.0 15 20 25 30 6000 8000 10000
znamky hmotnost
r = —0,69 r=0,45
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priklad: hmotnost a délka déti (24. tyden véku)
e délka [cm]: £ =68,5 sz = 3,28

e hmotnost [g]: y = 7690, sy =845

kovariance [cm - g]: szy = 1257

o P .o 1257 =
korelaCni koeficient: r = 398915 = 0,45

hmotnost [kg]: y = 7,69 sy = 0,845

kovariance [cm - kg]: sgy = 1,257
e korelacni koeficient: r = %05;45 =0,45
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vliastnosti Pearsonova korelacniho koeficientu

o o Spearman@v korelaZni koeficient
e vypovida o sméru zavislosti

e DFi 1 < 0 s rostoucim z v praméru y klesa e misto p@vodnich hodnot z;,y; pouziva jejich poradi R;, Q;

o plati —1< r < 1 e je to vlastné Pearson@v korelacni koeficient pouzity na poradi

o |r| = 1 jeding, kdyz body [z;y] leZi na pFimce * vypocet Ize upravit na
n
> (R — Qi)

i=1

e vzajemné nezavislosti x,y odpovidaji r blizka nule rg=1—-—5—=
n(n? —1)

e hranice statistické pr@kaznosti zavisi na n, ¢im vétsi n, tim mensi

- e vhodny pro nelinedarni monotonni zavislost, nevadi odlehlé hod-
|r| staci (tabulky)

noty

e takto Ize zavislost prokazovat jen nékdy (normalini rozdélenr) e DFi testovani nemusi byt normalni rozdsleni

e Spatné zachyti kfivocarou (nelinedrni) zavislost
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priklad: spotreba alkoholu a cirhoza jater
priklad: alkohol a imrtnost na cirhozu

zemé spotreba | dmrtnost | R; | Q;
Finsko 3,9 36| 1 3
Norsko 4,2 43| 2 5
Irsko 5,6 34| 3|2 o ¢
Holandsko 5,7 3,7/ 4 | 4 6 S
Svédsko 6,0 72| 5|7 rg=1— (22+32+...) s 8
Anglie 7.2 30/ 6|1 11120 £ o | . .
Belgie 10,8 1237 |g | =073 °
Rakousko 10,9 70!/ 8| 6 S . .
SRN 12,3 23,7 9 |10 Lo . . . . .
Italie 15,7 23,6 |10 | 9 5 10 15 20 25
Francie 24,7 46,1 | 11 | 11
alkohol
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pravdépodobnost

pokus — dobfe definovana situace (postup), ktera konci jednim z
rady moznych vysledk@

nahodny pokus — pokus, u néhoz predem nevime, ktery vysle-
dek nastane; predpoklada se stabilita relativnich Eetnosti moznych
vysledka

nahodny jev — tvrzeni o vysledku nahodného pokusu

pravdépodobnost nahodného jevu A — Ciselné vyjadreni oleka-
vani, ze vysledkem nahodného pokusu bude pravé A

pri velkém pocCtu opakovani pokusu se relativni Cetnost jevu blizi

k jeho pravdépodobnosti
7

priklad: hraci kostka

idealizovana symetricka homogenni kostka
kazda strana ma stejnou pravdépodobnost
A — padne Sestka, B — padne sudé cCislo
M=6

My =1, tedy P(A)=1/6

Mpg = 3, tedy P(B) = 3/6 = 1/2

79

klasicka pravdépodobnost

e necht kazdy jev se sklada ze stejné pravdépodobnych elementar-
nich jeva (symetrie)

e celkem M stejné pravdépodobnych disjunktnich elementarnich jevl
e z nich je M4 priznivych jevu A

e klasicka pravdépodobnost

78

faktorial
e faktorial n!l=n-(n—1)---2-1

e kolika zpasoby Ize usporadat za sebou n rozliSitelnych prvk(

e priklady:
— 5l=5.4.3.2.1=120
—1=10=1

e kolika zplsoby |ze usporadat za sebou 14 krajb:
14! =14-13-12---2-1 =87 178 291 200
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pocet kombinaci priklad: losovani otazek (1)

e student neumi 5 otazek, umi 10 otazek
e kombinacni Cislo n nad k
e |losuje se dvojice otdazek z onéch 15

e pocCet k-prvkovych podmnozin mnoziny o0 m prvcich nezavisle na
jejich poradi

pravdépodobnost, Ze student nezna ani jednu z vylosovanych?

<n> - n/! o n-(n—=1)---(n—k+1) e clementarni jevy: prvni losovana otazka — 15 moznosti, druha jen
k) Kl(n — k) k-(k—1)---2-1 14 moznosti, nezdlezi na poradi, tedy délit 2
e kolika zpfisoby si mohu z péti knizek vybrat dvé na dovolenou: M <5+ 10> B <15> B 15! 1514 105
5 5 5.4 2 2/ 213l 2.1
(2) Toml 9.1 10 e pFiznivé elementarni jevy: vylosuje ob& z péti, které neumi
i i Fi knihy? oy /10 5-4 10
e kolika zp@soby si mohu vybrat tFi knihy? (10) My = ( )( ) 2 10 P(A) = — =95 %
2770 2-1 105
81 82

priklad: losovani otazek (2)

e pravdépodobnost, Zze zna pravé jednu otazku

MB:(?

e pravdépodobnost, Zze zna pravé dvé otazky

ravidla pro pravdépodobnost (1
)-(110):5-10250:>P(B):%:47,6% P pro p P (1)
? e sjednoceni jevll BU C: plati B nebo C

5 10 10-9 45 e pranik BN C: plati B a soucasné C

e pravdépodobnost, Ze zna aspon jednu otazku

95
Mp = Mp + Mg =50+ 45 =95 = P(D) = 1= = 90,5 %

P(BUC)=P(B)+P(C)—P(BNCQC)
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pravidla pro pravdépodobnost (2)

e neslucitelné jevy: nemohou nastat nikdy soucasné, navzdjem se
vyluCuji; plati pro né
P(BUC)=P(B)+P(C)
e podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu B, kdyz uz

jev C nastal:

P(B|C) = P(f(g)c)

e nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu neovlivni pravdépodobnost
vyskytu druhého:

P(BNC)

P(B) = P(BIC) =—5 o

& P(BNC)=P(B)P(C)
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rozdéleni nahodné veliCiny

e nahodna veliCina — Ciselné vyjadreny vysledek nahodného pokusu

e diskrétni rozdéleni ureno seznamem moznych hodnot a jejich
pravdépodobnostmi:

T, T, ...

P(X =x1),P(X =x9),...
e spojité rozdéleni urceno distribucni funkci
Fx(z) =P(X < =)
nebo hustotou

Ix(@) = —Fxle),  Fx(@) = [*fx(tat

idealizovany priklad
e A — jedniCka ze statistiky, P(A) =0,3
e B — jednicka z matematiky, P(B) = 0,2
e AN B — jednicka z obou predméttl, P(AN B) =0,1

e jsou jevy A, B nezavislé (je vyskyt jednicek ze dvou predmétl ne-
zavisly)? NE, protoZze 0,3 - 0,2 # 0,1

e jaka je pravdépodobnost ze statistiky, kdyz uz je z matematiky?

P(AnB) 0,1
P(B) 02

P(B|B) = 0,5

e pravdépodobnost, ze aspon jedna jednicka:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=03+0,2—0,1=04
86

priklad diskrétniho rozdéleni: znamka u zkousky

znamka k| 1 2 3 4
P(X=%k |03 04 0,2 0,1
P(Y = k) 0,3 0,3 0,2 0,2

Jak jednim Cislem charakterizovat Groveh znamek?
Prémér by X,Y nerozliSil = vazeny prameér
vahami znamek budou jejich pravdépodobnosti
dostaneme tak populacni prameéry

py =1-03+2-04+3-02+4-0,1=21
py =1-034+2-03+3-02+44-02=23
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charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny (1)

e stfedni hodnota nahodné veliCiny X (populaéni prédmér)
— vazeny pr@mér moznych hodnot
— vahami pravdépodobnosti hodnot
—px =EX=xP(X=z))+xoP(X =29)+ ...

e kdyZ se pouzije operator E na nahodnou veliCinu X, spocita va-
zeny prémér jejich hodnot, vahami jsou u diskrétniho rozdéleni
pravdépodobnosti téchto hodnot

e pro spojité rozdéleni
o0
px =EX :/ﬂofx(x)dw

89

priklad diskrétniho rozdéleni: znamka u zkousSky

znamka k| 1 2 3 4
P(X=%k |03 04 02 0,1
P(Y = k) 0,3 0,3 0,2 0,2

Jak jednim &islem charakterizovat kolisani znamek (jejich variabilitu)?
vazeny prumeér Ctvercl vzdalenosti od stredni hodnoty, vahami jsou

znamky = (populacni) rozptyl
(1-21)%-03+(2-21)%-04
+(3=21)%-02+ (4—2,1)*-0,1 = 0,89 = 0,943
(1-23)2-03+(2-23)2%-03
+(3-232-02+(4—23)202=121=1,1°

ok

0%
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charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny (2)

e (populacni) rozptyl nahodné veliCiny X — vazeny pramér ¢tvercl
vzdalenosti moznych hodnot od stfedni hodnoty
0% = E(X — px)? = (21 — px)*P(X = 21) + (29 — px)*P(X = 29) + ...

=Y (1, — px)*P(X = k)
%

ok =E(X —px)= /_O:O(w — pux)*fx(z)dz

e (populacni) smérodatna odchylka odmocnina z (populaéniho)

rozptylu
/ 2
O'X = O'X
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vlastnosti stredni hodnoty a rozptylu

X,Y — nahodné veliCiny, a,b konstanty,b > 0

Paipx =E(a+bX)=a+bEX =a+bux
px+y =E(X+Y)=EX+EY =pux +py
oX4y = 0% Toy +20xy
oxy = E(X —ux)(Y — py) kovariance X,Y
= (21— px)(y1 — py)P(X =21, Y =y
+ (21 — px)(y2 — py )P(X =21, Y =y9) +... (v8echny dvojice)
jsou-li X,Y nezavislé, pak oy y =0,tedy o%,y =0k + oy

rozptyl souctu nezavislych nahodnych veli€¢in = soucet rozptyld
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alternativni rozdeéleni binomické rozdéleni bi(n, ) (1)

e diskrétni, s jedinym parametrem = (nikoliv Ludolfovo Cislo) e diskrétni rozdéleni s parametry n, 0<m<1)

e P(X=1)=m, PX=0)=1-m 0<m<1) e n nezavislych pokuse

e X — kolikrat v jednom pokusu doslo k udalosti, ktera ma pravdé-
podobnost =

e Vv kaZzdém zdar s pravdépodobnosti «m, nezdar s psti 1 — =«

X — celkovy pocCet zdar@ X ma binomické rozdéleni s parametry

stfedni hodnota (popula¢ni prémeér) nanr

px =EX=1-P(X=1)+40-P(X=0)=7

X Jje souCet n nezavislych nahodnych veliCin X; s alternativnim

e (populacni) rozptyl rozdélenim s parametrem «
03( = (1— /JJx)QP(X = 1)+ (00— MX)QP(X =0) pux =nm z vlastnosti stfedni hodnoty souctu
—(l—mat+(0—m2 (1—m)=n(l—) 0% =nm(l—x) z vlastnosti sou¢tu nezavislych ndhodnych veli&in
93 94
binomické rozdéleni bi(n, ) (2) priklad: zkousky
. e C — zdar = udélat zkousku, P(C) = 0,8
P(X =k) = (:)wku — )k, E=0,1,,...,n e zkoudku d&ld n = 10 student@ stejn& pFipravenych (u vdech stejna

pravdépodobnost ), neopisuji (nezavislost)

3 & ke e pravdépodobnost, Ze zkousSku udéla néjakych 9 studentd
ZZ~-~ZZYN"]€'NS psti g w(l—m)(l—m) - (1 —7) = x"(1—m)
no

10
k k nk P(X =9) = (9) 0,870,221 =10-0,87-0,2! = 0,268
e zvolime k£ mist pro zdar Z, na ostatnich mistech nezdar N, pocet . . . o .
- _ e pravdépodobnost, Ze pravé jeden student (né&jaky) zkouSku neu-
moznosti: d&la
ny n! ~nn—1)-2-1 ca 10
(k) T kn—k)! kEk-1)---2-1 PY =1) = (1) 020,87 =10-0,2" 0,8 = 0,268
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priklad: koureni

e vime, Ze mezi dvacetiletymi muzi je (Feknéme) 35 % kurada (je-li
70 tisic dvacetiletych, pak je kurak@ 24500, jen nevime ktefi)

e vybereme nahodné 60 dvacetiletych muzfl, X — pocCet kurak mezi
nimi, tedy X ~ bi(60,0,35)

pwx = 60-0,35 =21 0% =60-0,35- 0,65 = 13,65 = (3,7)

e ukazky pravdépodobnosti moznych hodnot
k 15 17 19 21 23 25
P(X =k)| 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059
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Poissonovo rozdéleni Po()\) (2)

e je-li A parametr (populacni prémér poctu pripad@ na jednotku),
pak pfi pocitani pravdépodobnosti toho, kolikrat najdeme pfipad
na trojnasobku jednotky (trojndasobné plose, ve trojndasobném Case
...), parametrem bude 3\

e analogicky pro jiné kladné nasobky

e X ~ bi(n,n), n velké, m malé, pak pravdépodobnosti hodnot X Ize
aproximovat (pfiblizné vyjadfit) pomoci pravdépodobnosti hodnot
Y ~ Po(nm)

99

Poissonovo rozdéleni Po(\) (1)
e diskrétni rozdéleni (zakon vzacnych jev(l)

e Y — pocet vyskytll jevu ve zvolené Casové (prostorové, plosné ... )
jednotce

e )\ > 0 — jediny parametr, intenzita vyskytu jevu (jak ¢asto se pr@-
meéru vyskytuje ve zvolené jednotce)

)\k
P(Y = k) = ge_/\

py = A oy = A
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priklady Poissonova rozdéleni

e do pasti padne za noc v prdméru 8 brouk0

e S jako pravdépodobnosti jich tam rano najdeme 107
810
~ 0!

e vezmeme-li past s poloviEnim obvodem, oCekavame polovicni pra-
meér za noc

P(Y = 10) e %=10,099

410

P(Y =10) = —e~*=10,005
10!
45

P(Y =5)= —e 4 =0,156

5!
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priklady

e S jakou pravdépodobnosti neudé&la 12 z 50 stejné pripravenych

student@ zkouSku?

e binomické rozdéleni bi(50,0,2)

o0
12
e Poissonovo rozdéleni Po(50 - 0,2)=Po(10)

P(X =12) = () -02"-0,8% = 0,103
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normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1)

e tabelovano
— hustota ¢(z)
— distribuéni funkce ®(z) = P(Z < z)
— kritické hodnoty z(a): P(Z < z(a)) = ¢(2(a)) =1 — «

2(0,025) = 1,96 tj. P(|Z| > 1,96) =5 %
2(0,025) = 1,96 tj. P(Z > 1,96) = 2,5 %
2(0,025) = 1,96 tj. P(Z < —1,96) = 2,5 %
2(0,005) = 2,58 tj. P(|Z] >2,58) =1 %
2(0,005) = 2,58 tj. P(Z > 2,58) = 0,5 %
2(0,025) = 1,64 tj. P(|Z| > 1,64) = 10 %
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normalni (Gaussovo) rozdéleni N(,LL,O'Q)

e spojité rozdé&leni, symetrické okolo stfedni hodnoty u
e model vzniku: souCet velkého pocCtu nepatrnych prispévka
e pro X ~ N(M,JQ) plati

px =EX =up Ug(ZE(X—ux)QZUQ

P(IX — u| < 1,000) = 0,68, tj. 63 %
P(|X — p| < 1,960) = 0,95, tJ 95 %
P(IX — | < 3,000) = 0,997, t_] 99,7 %

(,LL,02> =7 =

(0,1)

vypocet pravdépodobnosti pro Z ~ N(0,1)
e U kazdého spojitého rozdéleni je P(X < z)=P(X < x), tedy i u Z
e Z ~N(0,1),a < b, pak

Pla < Z <b)=o(b) — ®(a)

e odvozen': jevy Z < a a a < Z < b jsou neslucitelné (tvrzeni nemo-

hou platit soucasnég), jejich sjednocenim je jev Z < b, proto

P(Z<b)=P(Z<a)+Pla<Z<b)
O(b) = d(a) + Pla < Z <b)

104



vypocet distribu¢ni funkce X ~ N(/L,O‘Q)

XNN(M,JQ):>Z:XU H N, 1)
eiven-p(¥5E <22
Pz f) e (5F)
P(a<X<b):q><b;“>—q>(“;“>
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priklad: uchazeci o studium

e za zkuSenosti je znamo, ze mezi uchazeli o studium matematiky

na MFF byva 45 % divek

e S jakou pravdépodobnosti bude pfi 500 prihlaskach pocet divek

mezi 200 a 220 (v&etn&)?

e X ~ bi(500,0,45) Ma px = 500-0,45 = 225, 0% = 500-0,45-0,55 = 123,75,

tedy ox = 11,1

220,5 — 22 1 — 22
P(200 < X < 220) = ® <(’55> P <99’55

11,1 11,1
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) =0,34—0,01 = 0,33

priklad: vySky hoch@

necht vysky desetiletych (v cm) pfiblizn& N(140, 36)

S jakou pravdépodobnosti je vySka nahodné vybraného chlapce
mezi 140 a 145 cm (vCetné), kdyz vezmeme v Gvahu zaokrouhlo-
vani?

P(140 < X < 145) = P(139,5 < X < 1455
14{’ = _ =
_ @( 5,5 140) e (139,0 140)
6 6
= $(0,917) — B(—0,083)
= 0,82 — 0,47 = 0,35 tedy 35 %

145,5 — 140)

PX>145)=1-90 ( =0,18 tedy 18 %

chovani vybérovéeho préméru

necht Xi, Xo,... Xy jsou nezdvislé nahodné veliCiny s libovolnym
rozdélenim se strfedni hodnotou p a rozptylem o2 - nahodny vybér
z onoho rozdéleni

pro prémér z téchto veliCin plati

E(X)ZE(%XTL:X@):N 0'%(:—
i=1

n
pramér X ma tedy rozptyl n-krat mensi, nez jednotlivd pozorovani

strfedni chyba prméru = smérodatna odchylka préméru

S.E.(X):%
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vybérovy prdmeér z normalniho rozdéleni

necht Xy, X»,..., X, jsou nezavislé nahodné veliCiny s rozdélenim

N(u,0%) = nahodny vybér z N(u,0?)

pro pr@mér z nich plati

X =

proto je

7 =
g

priklad: vék matek

nahodné vybrano 100 matek

X—p

n
> Xi~N <u,
i—1

opét je stfedni chyba X rovna

g

vn

g

Vv~ N(0,1)

chovani Z lze popsat pomoci distribu¢ni funkce &(z)

priklad: vék matek

e velkd populace rodict (11 tisic)

ropulace

— —

109 110

priklad: vék matek

e nahodné vybrano 100 krat po n = 10 matkach, pradmeéry:

N—10
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priklad: vék matek priklad: vék matek

e nahodné vybrano 100 krat po n = 100 matkach, praméry: e velkd populace rodica (11 tisic)
N=100 e nahodné vybrano 100 matek (vlastné prémeéry vybérd rozsahu n =
3 — _ 1), nakreslen histogram
f | | e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 10 matek, spocitan pramér,
: ] nakreslen histogram prémeéra
= e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 100 matek, spoclitan prdmeér,
= ] -L nakreslen histogram prémeéra
= — : = : : : . e podle teorie by kazdy dalsi rozptyl ze 100 pr@meér@ mél byt 10 krat
1s =2s =25 as mensi
e skuteCnost: 23,5; 2,20; 0,21
113 114
= < centralni limitni véta
8 = e Necht Xy, Xy,..., X, jsou nezdvislé nahodné veliCiny se stejnym
T T o [ e S S rozd&lenim, se stfedni hodnotou u a rozptylem o> > 0. Potom
2
pro velké n ma prdmér z nich rozdé&leni N(u,%), jejich soucet
_ e - nTe rozdé&lenf N(n,u,nc72>.
2 : e prakticky: pro dost velkda n ma pradmér normalni rozdéleni
- = e priklad: pr@mé&rny vék matek z velkych vybér@ uz (témé&r) normalni
T = T— rozdéleni

s 2s 35 as is 2s 35 as
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populace n=1

1000 1500 2000

0
1505050%

0

1s 2s =25 as 1s zo 2s =20 =19 ao

Nn=10 N=100

505

0

5
150B080%

0
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interval spolehlivosti (2)

e 95% interval spolehlivosti prekryje s pravdépodobnosti 95 % ne-

znamé p (odhadovany parametr)

e kdybychom postup provadéli opakovang, pak asi v 95 % pripads
prekryjeme skute¢nou hodnotu u, ve zbylych asi 5 % z@stane sku-

teCné p mimo interval spolehlivosti
e pro velké n Ize neznamé o nahradit odhadem s,

e pro obecné «:

P(X—UZ(Q/Q)SuﬁX—i-

v \jﬁz(a/Q)) —1-a

119

interval spolehlivosti (1)

e protoze je X ~ N(u,02>, plati

P(IX — pl) < 1,96 = 0,95

NG
tedyP(X—1,96-%§u§)?+1,96-%>:0,95

e dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro pu

1
— ' p— y [
X—-1,96— xX X+1,96—
X Jn

interval spolehlivosti (3)

e pro malén (asi do 50) a pro X; s normadlnim rozdélenim Iépe pouZzit
kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni (pozor na jinak znacené
kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni)

P (x R EPES j%tn_ma)) —1-a

e interval spolehlivosti I1ze pocitat i pro jiné parametry

e je to interval, ktery s pozadovanou pravdépodobnosti prekryje od-
hadovany parametr — intervalovy odhad
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priklad: vék matek

e 95% interval spolehlivosti pro popula&ni pramér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek

25,7 — 1,08 957 1 1,08 | = (24,0:26,5)
s — 1,90 —= 20, 3JO = 595 20,90
V99 V99

e 999% interval spolehlivosti pro populacni pramér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek (bude uzsi nebo Sirsi?)

4,1 4,1
25,7 — 2,63 - ——: 25,7+ 2,63 - —— | = (24,6; 26,8
( V99 \/99> ( )

e VEtsi jistota « vétsi Sirka
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centralni limitni véta pro Cetnosti

e Necht Xy, Xo,..., X, jsou nezavislé ndhodné veliiny se stejnym
rozdélenim, se stredni hodnotou p a rozptylem o2 > 0. Potom

2
pro velké n ma pr@mér z nich rozdéleni N(u, %) jejich soucet

rozdéleni N(n,u,na2>.
e absolutni Cetnost YV

— Y — soucet veliCin s alternativnim rozdélenim
— Y ~ bi(n,n), proto priblizné& Y ~ N(nm,nw(l — x))

e relativni Cetnost f=Y/n
— f — prdmeér veliCin s alternativnim rozdé&lenim
— f~N(m,7(l—7)/n)
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priklad: simulované vybéry pro n = 100

celkem 100 95% interval@l spolehlivosti pro u (ve skute€nosti mimo-
radné vime, ze u = 254), v 7 pfipadech p neprekryto

interval spolehlivosti pro podil (1)

e populace: podil 7w prvk s danou vlastnosti
e 7w — pravdépodobnost, Ze viastnost ma nahodné vybrany prvek
e vybér: relativni Cetnost ve vybéru

e relativni Cetnost je pr@mér nula-jedni€kové veliCiny — pro velké n
ma priblizné normalni rozdéleni
e nula-jednickova veli¢ina ma rozptyl (1 — =)

m(l—m)

e relativni Cetnost (=prémér) ma rozptyl ——
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) ) ) B fiklad: h h 1 Kk K
interval spolehlivosti pro podil (2) priklad: hody s hraci kostkou

e odhadujeme pravdépodobnost Sestky
e stfedni chyba relativni Cetnosti = smérodatna odchylka relativni

Eetnosti = odmocnina z rozptylu je tedy @ o kostka A:n =100,n4 =17, f4 =

e pravdépodobnost m nezname, odhadneme ji pomoci relativni Cet- (0’17 — 1/0 ,17- 0,83 20,17+ 1,96 - /O 17-0, 83) (0,10;0,24)

nosti f

e odtud je 95% interval spolehlivosti pro = o kostka B: n =100,np =41, fp = 0,41

[0,41-0,59 [0,41-0,59
[f(1—f) f(1—f) 0,41 — 1,96 - | ——222-0.41 + 1,96 - | ——"" | =(0,31:0,51
(f—1,96- 7?1 o f + 1,96 - T ’ ’ 100 U] ’ 100 (’ 1 )

e existuje presn&j&i (pracnéj&i) postup e dllezity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do intervalu spolehli-
vosti; u kostky B nikoliv
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proC testovani hypoteéez pripomenme priklad s hraci kostkou

e nelze bezpecné poznat, ze kostka B je faleSna nebo ze kostka A e odhadujeme pravdépodobnost Sestky

neni falesna
e kostka A: n=100,n4 = 17, f4 = 0,17,= 95% int. spol.(0,10;0,24)

e intervaly spolehlivosti urCily rozmezi, kde by skuteCna pravdépo- .
kostka B: n = 100 =41, = 0,41 = 95% int. spol.(0,31;0,51

dobnost destky m&la byt, jejich spolehlivost je velkd, ale omezena ° " B TB % pol.(0,31;0,51)

d@lezity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do intervalu spolehli-

vosti; u kostky B nikoliv

e znamenad néco, kdyZ 1/6 nelezi v 95% intervalu spolehlivosti?

e musime pripustit, Ze jsme mohli mit sm@lu, Ze se v naSich pokusech
nahodou realizovaly malo pravdépodobné moznosti, prestoze k
takové smale dochazi jen zridka

Co se da z tohoto zjisténi usoudit?

pouzijeme testovani hypotéz
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testovani hypotéz (2)
testovani hypotéz (1)

e protoze nelze zarucCit bezchybnost rozhodnuti, mohou nastat chyby:
e (nulova) hypotéza H\: — zjednodusuje situaci, zpravidla se ji sna-
Zime vyvratit, abychom vécné néco prokazali — chyba 1. druhu, kdyz zamitneme platnou hypotézu
— chyba 2. druhu, kdyZz nepozname, Ze hypotéza neplati a ne-

alternativa Hy: (alternativni hypotéza) — opak nulové hypotéz
* 1= ( yp ) b yp Y. zamitneme ji

zpravidla to, co chceme dokazat
e nechceme Casto chybné zamitat H (fale3né néco vécné prokazo-

mozna rozhodnuti . L .
¢ vat), proto zvolime nizkou hladinu testu a (nej¢astéji a = 5%)

— zamitnout H; pokud naSe data sv&dci proti Hy

— nezamitnout H; (pfijmout H,) pokud neni dost davodd H e hladina testu a = maximalni pripustna pravdépodobnost chyby
zamitnout 1. druhu
e nelze zarucit bezchybnost rozhodnuti e sila testu = pravdépodobnost spravného zamitnuti neplatné hy-
potézy
129 130

postup pfi rozhodovani

e zvolit hypotézu Hy, alternativu H;

schéma testovani hypotez e zvolit hladinu testu «

rozhodnuti Hy plati Hy neplati e zvolit metodu rozhodovani (test)

Hy zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
(pst < @) (pst 1 — ) e z dat spocitat testovou statistiku 7' a porovnat ji s tabelovanou
hladina testu sila testu kritickou hodnotou

Hy nezamitnout | spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu .

(pFijmout) (pst > 1 — a) (pst B) e kdyZz padne T' do kritick€ho oboru, pak Hy zamitnout

(zpravidla, kdyz T' > t;, ty — kriticka hodnota)

e kriticky obor — mnoZzina téch vysledk@ pokusu (napf. hodnot T'),
kdy budeme hypotézu zamitat
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priklad: pada na kostce Sestka prilis ¢asto?

chceme na 5% hladiné prokazat, Ze pravdépodobnost Sestky je
velka (tj. vétsi nez 1/6)

Hy : P(padne Sestka) =1/6 (= mp)
H; : P(padne Sestka) > 1/6 (# mp)

co svédcCi pro neplatnost hypotézy?
»Sestka pada mnohem Castéji, nez by méla*

provedeme n = 100 pokusd, Y pocet Sestek
hypotézu budeme zamitat, kdyz Y >y
za platnosti Hy md pocet Sestek Y rozdé&leni bi(n,1/6)

yo zvolit tak, aby za hypotézy bylo P(Y > y)) < «
133

priklad: volba kritického oboru (pfriblizné)

pouZijme prFiblizné tvrzeni za Hy Y ~ N(nmy, nmy(l — 7)), potom
PY >yp) =1-P( <y

Y — nm Yo — N

—1-P <
\/nﬂ'()(l — ) \/nﬂ'()(l —mp)
=1 | AT | (= 0,05)
nwp(l — mp)
tabulka kritickych hodnot dd z(a), musf platit z(a) = ="
nmo(l—mg

tedy

yo = nmy + z(a)/nmy(l — m), v nasem prikladu

yo = 100/6 4 1,645 - /500/36 = 23
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priklad presné volby kritického oboru

% 19 20 21 22 23
P(Y >y | 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038

podminku P(Y > yg) < 0,05 splhuje yy = 23

padne-li ve 100 nezavislych hodech kostkou vice nez 23 Sestek,
budeme na 5% hladiné zamitat hypotézu, Ze pst Sestky je 1/6
ve prospéch alternativy, Ze pst 3estky je vétsi nez 1/6 (dano
zvolenou alternativou)

padlo nam Y = Y, = 17 Sestek, hypotézu nezamitame, coz nezna-
mena, Zze bychom hypotézu prokazali

pro a =10 % bychom zvolili yy = 21

p-hodnota

spocitat k T odpovidajici p-hodnotu a porovnat ji s «

p-hodnota p je nejmensi «, pfi kterém Hy z danych dat jeSté
zamitame

p-hodnota p je za platnhosti Hy spoclitana pravdépodobnost vy-
sledk@ stejné nebo méené priznivych pro Hy

zamitnout Hy, kdyz je p < «
p-hodnotu pocitaji moderni pocitaCové programy

existuji Glohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty (napf.
Fishertv exaktni test ve ¢tyfpolni tabulce)
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priklad: rozhodovani pomoci p-hodnoty

snazime se prokazat, Ze Sestka pada prilis Casto

padlo nam Y = 17, proto (vzorec pro psti binomického rozdé&lenr)

p=P(Y>17)= Y (

kl?k

1 k 1 100—k
) (-> (1 - —> = 0,506
6 6

protoze 50,6 % > 5 %, hypotézu nem@zeme na 5% hladiné za-
mitnout, netvrdime, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6

neprokazali jsme v8ak, Ze by hypotéza platila

priklad: kostka, oboustranna alternativa

0 9 10 11 23 24 25
P(Y <y | 0,000 0,021 0,042 0,037 0,962 0,978
P(Y >yp) | 0,979 0,957 0,922 0,035 0,022 0,012

e Hy zamitneme, kdyz bude Y < 10 nebo kdyz bude Y > 24

e skutecnda pst chyby 1. druhu bude 0,021 4+ 0,022 = 0,043
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e hodnoty v rozmezi 10 az 24 (v€etné obou mezi) nesvédci proti H
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priklad: kostka a oboustranna alternativa

e chceme ovérit, zda je kostka v poradku

pokusime se prokdzat, Ze Sestka pada prilis asto nebo prilis zfidka

Hp :

Hy

P(padne Sestka) =1/6

P(padne Sestka) # 1/6

je to oboustranna alternativa (na rozdil od jednostranné)

proti

hypotéze svédCi malé nebo velké hodnoty Y

pst chyby 1. druhu « rozdélime na dvé poloviny: pro prilis malé a
prilis velké Y

oboustranna alternativa priblizné

e proti alternativé svédci Y hodné daleko od EY, tj.

Hoi
Hli

P(padne 3estka) = 1/6 (= mp)
P(padne 3estka) # 1/6 (# m)

f=Y/n daleko od my:

—TL7TU

\/nmo(1 — o)

z(a/2) | =«

e zamitame tedy, je-li

nebo

Y < nmy — z(a/2)y/nmp(l — my) = 9,36
Y < nmy+ z(a/2)\/nmy(l — my) = 23,97

rel.

Cetnost
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L _ raficka predstava
znovu hodnoceni Cetnosti g P

23 11 34 24, 0 9 ’ 9 34 Hustota chi—kvadrat(2)
30 17|47 33,3 13,8 |47

17 1 |18 12,7 5,3 |18 ]

70 29|99 70 29 | 99 —

e statistika y2 porovnava skutecné &etnosti (vlevo) s o&ekdavanymi
(vpravo) za hypotézy
5 (232402 (11 —19,9)? (1—5,3)2

— b 612 > 5,99 = x2(0,05
X 20 o9 Tt Tas 12> 5,99 = x3(0,05) o 2 - . .

— 0,047

00 01 02 03 04 05

e statistika x? je v&tsi, nez kritickd hodnota x3(0,05), zavislost je na

5% hladin& prokazana (p = 0,047)
e Cervend plocha = p-hodnota, modra ¢ara = hodnota statistiky
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priklad: vysSky desetiletych hoch@

. . - . RS % 2 2
schéma testovani hypotez e velky vybér v roce 1951 dal prdmér 136,1 cm, rozptyl 6,4 cm
e V roce 1961 naméreno v nahodném vybéru n = 15 hodnot s pra-
rozhodnuti Hy plati Hy neplati ] mérem X = 139,13 cm (Ize pFedpokladat nezmé&né&ny rozptyl)
Hy zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
(pst < ) (pst 1 —0) e prokdzali jsme na 5% hladiné predstavu, Ze desetileti hosi jsou
) h'“j'”a, testu , sila testu (co do popula&niho préméru) v roce 1961 vé&tsi neZ desetileti hosi
Hovpezamltnout spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu v roce 19517
(pFijmout) (pst >1—a) (pst B)

hypotéza Hy : u = py = 136,1 (nebo u < 136,1, postup by byl stejny)

e alternativa Hy : p > 136,1
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vySky desetiletych hoch@

alternativé nasvédcCuji prdmeéry o hodné vétsi nez p = pg = 136,1

kriticky obor: X > xg, kde zg je zvoleno tak, aby za platnosti
hypotézy bylo prekroCeno s psti nejvys 5 %

plati (za platnosti hypotézy)

X —136,1 X —136,1
36’\/E: 36, N

X ~ N(136,1,6,42/15 -
( 164/ ) 6,4 S.E.(X)

= Z= (0,1)

proto hypotézu zamitame, je-li Z > 2(0,05) = 1,645

v nasem prikladu je Z, = B2B-10L /15 — 189 > 1,645, takze na 5%
hladiné hypotézu zamitame ve prospéch jednostranné alter-

nativy, ze populacni primeér za deset roktl vzrostl
145

obecné

Ho = po
Hiw # no
kriticky obor: X je pfilis daleko od py,
plati (za platnosti hypotézy)
X ~N(pp,0%/n) =2 = %\/ﬁw N(0, 1)

protoze hladinu musime rozdé&lit na dvé Casti (X << pga X >> g
hypotézu zamitame na hladiné «, je-li |Z| > z(a/2)
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obecné (jednostranna alternativa)

Ho - = o
Hytp > po

kriticky obor: X > =z, kde xz, je zvoleno tak, aby za platnosti
hypotézy bylo prekroceno s psti nejvys 5 %

plati (za platnosti hypotézy)

_ X —
X ~N(pg,0%/n) = 7= =0 /o~ N(O, 1)

g

proto hypotézu zamitdme na hladiné «, je-li Z > z(«)

Hy: p < pp, podobné jako vysSe hypotézu zamitame na hladiné «,

je-li Z < —z(«)
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vySky desetiletych hoch@

vypocet p-hodnoty: (v Z odeCitame vzdy skutecné platnou stiedni
hodnotu, uvedeme ji jako dolni index u P)
za Hg je Z = 2501 /15 ~ N(0, 1)

p=Pi36,1 (X >139,1)
X —136.1 139,13 — 136,1
_p136,1< i V15> 2 i \/1_5)

7 )

=P(Z>182)=1—®(1,82) = 1— 0,965 = 0,035 < 0,05

na 5% hladiné jsme zamitli hypotézu ve prospé&ch jednostranné
alternativy (kterou jsme zvolili pfedem, bez znalosti dat!)

prokazali jsme na 5% hladiné vzr@st populaéniho préméru
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sila testu v zavislosti na u, n =15 (30, 5)
sila testu pro u = 140

e sila testu = pst(zamitnout hypotézu, kdyZ tato neplatr)

e musime vzit v avahu, ze p = 140 =
X — 136,1 S
1 — B(140) = Py (T’\/w > 1,645> - |
X — 140 140 — 136,1 = _|
= P V15 + V15 > 1,645 S
6,4 6,4 -
140 — 136,1 <
=P <Z > 1,645 — M\/ﬁ) =P(Z > —0,715) S _
=1—®(—0,715) = 1 — 0,237 = 0,763 130 18 a0 . 1as
149 150
B L « o 2 <
shrnuti: X7, ..., Xn ~ N(p,0?), nezavisié Cast&ji: Xy,..., Xn ~ N(p,0?), nezavislé
e pifedpokladame, Ze o > 0 zname e neznamé o > 0 odhadneme pomoci s = \/ﬁ (X = X)?
e Hy:p=py (pp znamd konstanta) e Hy:p=pg (g zndma konstanta)
X — X — po X — o X — po
Z = Vn = ——= T= n= =
o S.E.(X) ;v SE.(X)
e kdy hypotézu Hy zamitame (kriticky obor): e kdy hypotézu H, zamitame (kriticky obor):
— Hy:p# po (oboustrannd alternativa) 1Z| > 2(a/2) — Hy : p # py (oboustrannd alternativa) IT| > t,_1(a)
— Hy:p > py (Jednostranna alternativa) Z > z(a) — Hy > pp (Jednostrannd alternativa) T > t,_1(2a)
— Hyj:p <py (Jednostranna alternativa) Z < —z(a) — Hj:p < pp (Jednostrannd alternativa) T < —t,_1(2a)
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souvislost s intervalem spolehlivosti vysky desetiletych hochtl (o2 neznamé)

e pripomenme interval spolehlivosti pro u e kriticky obor: X se prilis 1isi od y ve sméru zvolené alternativy
_ Sx _ Sz e spoclitame
X ——th1lo) < p < X + —t,,_1(x
\/T_l n 1( ) 1% \/ﬁ n 1( ) :
X -SE(X) ty_i(a) < p < X +SE(X) t,_1(a) 5= ﬁ((130 —139,13)% + ... + (141 — 139,13)%) = /42,98 = 6,56
coz Ize prepsat jako X —136,1
prepsat j T="""""2"3/15=1,79
X —pu 6,56
|T| = \/ﬁ <tn,1(a) o SR, - - - -
Sz e na 5% hladiné pri jednostranné alternativé p > py hypotézu zami-

S ! — — (o)
e Hy : 1 = po tedy nezamitneme na hladiné o pfi oboustranné tame, nebot #14(0,10) = 1,76 (p = 4,7 %)

alternativé, pravé kdyz pg lezi v 100(1 — a)% intervalu spolehlivosti e na 5% hladiné pfi oboustranné alternativé hypotézu nezamitame,

. . . . . B nebot ¢14(0,05) = 2,14 (p = 9,5 %)
e interval spolehlivosti tedy obsahuje takové hodnoty pq, které bychom

jako hypotézu nezamitli e 95% int. spolehlivosti pro populacni pr@mér vysek hocha: (135,5; 142,8)
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nova aloha: porovnani dvou populaci porovnani stfednich hodnot nezavislych vybéra

e |iSi se desetileté divky vySkou postavy od desetiletych hoch@? e zfejmé Hy : juy = o (nent rozdil, nulovd hypotéza)

e Ize predpokladat, ze vysky hochd e alternativy

X; ~ N(M1,02>, i=1,...,n — Hy :py # po (neni-li d@vod k jednostranné alternativé)
— Hy: g > pe (bylo cilem dokazat, Ze hoSi jsou vétsi divek)
e Ize predpokladat, Ze vysky divek — Hy :py < po (bylo cilem dokdzat, Ze hosi jsou mensi divek)
Y; ~ N<H2702), t=1,...,n9 e rozhodovani zaloZzeno na porovnani pramér@ X a Y; &m vice se

o predpoklad stejnych rozptyld byva spinén, Ize jej ové&fit liST, tim spise zamitnout hypotezu

e je tfeba porovnat s mirou presnosti, s jakou praméry X,Y odhad-
nou skutecCné populacni pradmeéry oy, po

e Musi jit o nezavislé nahodné vybéry, nelze napr. vybirat souroze-
necké dvojice
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kritické obory

porovnani stfednich hodnot nezav. vybéra (2) . 0 Hy: 1y = up S8 rozhoduje poMOCi
0- M1 = H2

e kK tomu je tfeba odhadnout také neznamé o2 pomoci T X-Y ning X -Y
) 1 ny . noy o N S n1+n275/E.(X—Y)
=" X, — X +S(v;,—-Y
ny+ny — 2 i;( ’ ) i;( i—Y) o Hy:puy # pp zamitdme pokud [T| > 1, —o(ct)
ny — 1 92 nog — 1 2 L
= s e H: > zamitame pokud T >t _9(2cx
n1+n2—2X nl-i-TLQ—QY LML= 12 = 'mitng 2(20)
(vazeny pramér odhad@ rozptylu v obou vyb&rech) o Hy:py < pg zamitame pokud T < —ty, 4p,—2(2cx)
e vyska desetiletych déti: n; = 15, ny = 12, X = 139,13, ¥ = 140,83, e vySky desetiletych: T'= —0,70 < 2,06 = t15,122(0,05)
2 _ 2 _ 5 2 _ _ 2
sy = 42,98, sy = 33,79, tudiz s* = 38,94 = 6,24 e na 5% hladin& jsme neprokazali rozdil mezi vy&kami desetiletych

hoch@ a divek (p = 48,8 %)
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souvislost s intervalem spolehlivosti priklad: pfijimacky na MFF
® iy — pp =34 0 kolik se lisi populacni primérné vysky e |i57 se Grovni znalosti matematiky uchazedi o studium matematiky
e odhadem pro djed=X —-Y = —1,7 a fyziky?
e interval spolehlivosti pro delta je o n) =104, X =346, sz = 11,4 = /1294,

ny =114, Y = 31,2, sz = 10,8 = /II7,2

s=11,1 = /1230
4,6 — 31,2 [104- 114
p o 340312 /10 =225
11,1 104 + 114

e dostaneme tedy
1 1 S - - S . .
—1,7—6,24 F+ﬁ-2,06; —1,7+ 6,244 B+E~2,06 e na 5% hladiné jsme prokdzali rozdil mezi dvéma skupinami ucha-
9}

zect (p=2,6 %)
(_373: 677)

(X—Y) =S E.(X =Y )ty pny2(e) < 8 < (X—Y)4SE(X =Y )ty yny—0(c)
Hp zamitame pravé tehdy, kdyZz nula neni v int. spol. pro §

e pii porovnani vysek hoch@ a divek je 95% interval pro §

e 95% interval spolehlivosti pro rozdil popula¢nich prémért je (0,4;6,3)
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porovnani strednich hodnot nezavislych vybérd kritické obory dvouvybérového t-testu

e zfejmé Hy : u; = po (neni zadny rozdil mezi populacemi, nulova e O hypotéze Hg: puy = puo se rozhoduje pomoci
hypotéza) _ X_Y B X_VY ning
e alternativy SE.(X-Y) s \ni+n
— Hy:pp # pe (neni-li d@vod k jednostranné alternativé) )
— Hy: g > pe (bylo cilem dokazat, Ze hosi X VE&tsi divek Y)
— Hy:py < py (bylo cilem dokazat, Ze hodi X mensi divek Y) o Hi:py > py zamitame pokud T 2>ty 15y —2(200)

Hy @ py # pp zamitame pokud [T| >t 4 p,—o(c

e rozhodovani zalozeno na porovnani prmér@ X a Y; ¢im vice se
[i81, tim spiSe zamitnout hypotézu

Hy @ pp < po zamitame pokud T < —ty, 4 p,—9(2a)

s? je odhad o2 zaloZzeny na obou vybé&rech

e je tfeba porovnat s mirou presnosti, s jakou rozdil prémértt X — Y &2 ny—1 &2 ng — 1 &2
odhadne skutecny rozdil populacnich pr@meérd pu; — uo Cngtng—2 X ny+no —2 Y
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provedeni v MS Excelu (stejné rozptyly) problém nestejnych rozptyll
Excel Soubor 1 | Soubor 2 e predpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemusi byt ve
prémer StFr. hodnota 139.133 | 140.833 skuteCnosti spinén
rozptyl Rozptyl 42.981 33.788 2
rozsah Pozorovani 15 12 e lze jej overit porovnanim odhadf rozptylu F-testem F = ;ﬁi
spol. odhad rozpt. | SpoleCny rozptyl 38.936 v
Ho: pp — po = Hyp. rozdil st¥. hodnot 0 e hypotéza Hy: o} = o7 se proti Hy: o] # 03 zamitd, kdyz je
stupné vol. Rozdil 25 9 ) 9
T t stat -0.733 bud F=X>F . (a/2)nebo — =Y >F ()2
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0.244 2 = Tmrhm 1(e/2) F 2 = mehm 1(e/2)
t"1+”2—2(20‘) t krit (1) 1.708 e vlastné se vétsi odhad rozptylu déli menSim odhadem, k tomu se
p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.488 j lit VN6 poradi StUbRf volnosti a hiadi
tn1+n2—2(a) t krit (2) 5 060 musi zvolit spravné poradi stupn@ volnosti a hladina

e Excel: uvadi kritickou hodnotu a p-hodnotu pro jednostrannou

alternativu; p-hodnotu je tfeba vynasobit dvéma
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pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout



MS Excel: Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 | Soubor 2

prameér StF. hodnota 139.13 140.83

rozptyl Rozptyl 42.98 33.79

rozsah Pozorovani 15 12

stupné vol. | Rozdil 14 11
F F 1.27
P P(F<=f) (1) 0.349
F krit (1) 2.739

ve skute€nosti je P(F > 1,27) = 0,349, takZe p =2-0,349 = 0,698
pro oboustrannou alternativu bylo pouzito Fy11(0,025) = 3,359
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provedeni v MS Excelu (nestejné rozptyly)

Soubor 1 | Soubor 2
pramér Stf. hodnota 139.133 | 140.833
rozptyl Rozptyl 42.981 33.788
rozsah Pozorovani 15 12
Ho: pp —po = Hyp. rozdil stf. hodnot 0
stupné vol. f Rozdil 25
T t stat -0.713
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0.241
tf(Qa) t krit (1) 1.708
p oboustr. testu | P(T<=t) (2) 0.482
tf(a) t krit (2) 2.060

pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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dvouvybérovy t-test pri nestejnych rozptylech

e neni-li udrzitelny predpoklad o stejnych rozptylech, Ize pouzit pfFi-
blizny t-test (Welch@v, jiny odhad S.E.(X —Y))

>~<

o X-Y XY
S/.E.(X—Y) Sx_y

e kde sy _y je stfedni chyba X — Y
SX Sy
Sx_y = VU1t v V] = = V) = ——

4
o Hy se zamitd, je-li |T| > t(a), kde f = —5=V
'Ul + 'U2
ny—1 —

ng—1

e nds priklad T'= —0,713, f = 24,69, t7(0,05) = 2,061, p = 0,482

souvislost s bodové biserialnim korel. koef.

e bodoveé biseridlni korelacni koeficient vypovida o sile zavislosti mezi
spojitou a nula-jedniCkovou veliCinou (v sou¢asném oznaceni)

X-Y ning
Thic =
ol sail\ (n1+ng)(ng +ng—1)

® POMOCI 1pis l1ze vyjadrit testovou statistiku dvouvybérového t-testu

7 __Tbis /5

V 1 _r%is

e stejny vztah plati i pro (Pearsontyv) korelaéni koeficient r
e nas priklad rpig = —0,139
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porovnani podil@ (priklad)

e podil matek, které oznaclily téhotenstvi za planované:
matky jen se zakladnim vzdélanim: 14 z 34 (41,2 %)
matky aspon s maturitou: 44 z 65 (67,7 %)
matky bez ohledu na vzdélani: 58 z 99 (58,6 %)

o ny =34, fi = 0,412, n9 = 65, f = 0,677, f = 0,586

e nutno odhadnout rozptyl f| — fo:

var (fi — fo) = var fi +var fy = f(1 — f) <nll+1>

ng
0,412 — 0,677

7 =
\/0,586 -0,414 (3i4 i &)

=254  p=201-0(]-254))=11%
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souvislost s Ctyrpolnim korel. koef.

vyskyt jevu

vybér ano ne celkem
1 Y] ny—Y] ny
2 Yo ny — Yo ny

celkem | Y1 +Yy, ny+no—Y] —Yo | ng+no

e pomoci Ctyfpolnitho korelacniho koeficientu ry o Ize Z zapsat jako

Z =+\/n1+ny 722

14 2034
e priklad | 44 21|65 rog = AN _ (956,
58 41 99 V/34-65-58-41

Z =99 - (—0,256) = —2,54, x% =99 - (—0,256)> = 6,47, p = 1,1 %
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porovnani podilt

e dva nezavislé vybéry
Y, absolutni Cetnost jevu v prvnim vybéru rozsahu ng
Y5 absolutni Cetnost jevu ve druhém vybéru rozsahu ng

e hypotéza Hg: m = mg, tj. podily jevu v obou populacich stejné
e statistika Z porovnava relativni Cetnosti f1 =Y /ny, fo = Yo /no
h—h _Yi+Y
=05+ ) e
H : m # my zamitat pro |Z| > z(«/2)

Hy:m < m zamitat pro Z < —z(«)
Hy :m > m zamitat pro Z > z(«)

7 =

Mann@v-Whitneytv (Wilcoxontyv) test

e CO kdyz nelze predpokladat normalni rozdéleni?

e necht Xy,..., Xy, a Yy,..., Yy, jSOu nezavislé vybéry ze spojitého
rozdéleni (napfiklad vék matek, stfedni délka zivota muz@ pfi na-
rozeni ve dvou skupindch zemi, potratovost ...)

e postup zalozen na poradi bez ohledu na vybér

e idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozdil, byla by prémérna poradi
v obou vybérech podobna
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priklad: potratovost (Cechy vers. Morava) pfiblizné rozhodovani (ny,ny desitky)

potrato\for:}c fg; 45(;‘; . f;: . 7Po| 5K6\; = gg . Iég e W), W, soucty poradi, pouzitim centrdlni limitni véty
poradi| 7 6 8 10 12 13 11 W, — ny(ng +ny+1)/2
kraj | HK  Par Vys JM Ol ZI MS Z =
potratovost | 4.33 3.38 3.57 3.70 3.65 3.42 3.87 Vrina(ng +ny +1)/12
poradi | 9 1 4 3 2 5

za hypotézy (neni rozdil mezi populacemi) je Z ~ N(0, 1)

Hy : shoda populaci (zeim. median@), Hy : neshoda
hypotézu zamitame, je-li |Z]| > z(«a/2)

kam patfi kraj Vysocina? vynechame jej

e nas priklad:

pramérné poradi ¢eskych kraja: 77/9=8,56

= = 77 —9%x14/2
Wi=74+6+8+104+12+134+11494+1=77 g | T -9x14/2 ) 2,16 > 1,96 = 2(0,05/2) p=31 %
L o ; ) /9 x4 x14/12
e pramérné poradi moravskych krajd: 14/4=3,5

Wo=4-+34+2+5=14 na 5% hladiné jsme prokazali rozdil
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presny vypocet p-hodnoty
prehled moznych cCtveric,

e zajima nas, nakolik je nas vysledek (W1 = 77, WQ = 14) vyjimecny v nichZ je soucet poradi nejvys 14
e mame celkem ny + ny = 13 pozorovani, ¢tyfi z nich (Morava) Ize
13 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
vybrat celkem (/) =715 zpasoby 5 5 5 5 5 5 3 5 5 5 3 3 5 o
e kolik z nich vede k tak extrémné& nestejnym prémérnym poradim? 3 3 3 4 3 4 4 3 4 5 4 4 3 4
4 5 6 5 7 6 5 8 7 6 6 5 9 8
e budeme hledat, kolik Ctvefic oznaCenych za moravské by dalo v 10 11 12 12 13 13 13 14 14 14 14 14 15 15

souctu nejvys 14, jak nam doopravdy vyslo o B . . . ; .
e nejvys 14 mohl byt soulet poradi za platnosti hypotézy s pravdé-

o vZdy plati Wy + Wy = (n + no)(nq + no + 1)/2 = 91 podobnosti p; = 12/715 = 0,01678

soucCet Cisel 1 4+2+...4+ny+n . . o~ 3
( 1 2) e musime vzit v Gvahu také situaci, kdy by byla na Moravé velka

e staci zabyvat se jedinou ze statistik Wy, Wh, zpravidla tou pro mensi poradi, p-hodnotu nutno zdvojndsobit, tedy p =24/715 =34 %
vybér
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. . priklad: vySka rodica
paroveé testy

e rozhodnout o tvrzeni, Zze populacni prdmér vysek otcll je o 10 cm
e predpoklad nezavislosti porovnavanych vybérfl musi opravdu byt VEtSi neZz populacéni prdmér vysek matek

splnén, jinak dostaneme nesmysl -
e otcové: Y = 179,26, sy = 6,78, n; = 99
e typické porudeni predpokladu nezavislosti je u parovych dat matky: Z = 166,97, sz =06,11,n9 =99
— meéreni na stejnych objektech ve dvou r@znych €asech
— méreni na stejnych objektech pred zasahem a po ném (o8etreni)
— méreni na rodicich

e otcové jsou (ve vybéru) v praméru o Y — Z = 12,29 cm vys3i
smérodatna odchylka rozdila je 8,14 (ménég, nez kdyby byly vysky
rodi¢@ nezavislé . ..6,782+6,112=9,132)

e postup stfedni chyba rozdilu prédmérad je 8,14/\/9_= 0,819
— spocitaji se a hodnoti rozdily (zmény)

e rozhodneme podle statistiky
— prejde se k dloze s jedinym vybérem

— maji-li rozdily normalni rozdéleni, pak parovy t-test T = ‘12’29_10‘ = 2,801 > 1,984 = t¢g(0,05/2) p=0,6%
0,819
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parovy t-test: priklad: klesa potratovost?

e necht (Y1,71)...,(Yn, Zn) nezavislé dvojice, X; =Y; — Z; 247 25.7 316 243 268 306 21.1 235 269 225 23.1 249

23.1 236 279 222 234 279 215 260 243 239 212 257

: 2
nechtXiNN(u,a) i6 21 37 21 34 27 -04 25 26 -1.4 19 -08

EERE

4 6 12 7 11 10 1 8 9 3 5 2

e neznamé o > (0 odhadneme pomoci s = /-7 (X, — X)?
7 P =\ S (X - X) e pouZijeme adaje z 12 okrest v letech 2000 (Y;) a 2001 (Z;)

Ho:p = znama konstanta, zpravidla O . o - . P
0k =po (o pi ) e hypotéza H;: v obou letech potratovost stejna, rozdily dany na-

T— X — X —uo\/— hodnym kolisanim; H; : potratovost klesa (jednostranna alt.)
“SsE(x) s V"

e za H( by rozdily mély kolisat symetricky kolem nuly
e hypotézu Hy zamitame (kriticky obor):

— Hy: u# o (oboustranna alternativa) T > t,_(a) e za H; by mély prevladat kladné rozdily, spise velké
— Hy:p > py (Jednostranna alternativa) T >ty 1(20) e préimérné poradi z 8 kladnych rozdilt: 8 (sou&et 64)
— Hy:p < pp (Jednostranna alternativa) T < —tyh_1(2a) prémeérné poradi ze 4 zapornych rozdila 3,5 (soucet 14)
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parovy ilcoxon@v test rozhodovani
e necht (Y1,2))...,(Yn, Zn) nezavislé dvojice, X; =Y; — Z; e na zakladé centralni limitni véty Ize pouzit
 W—n(n+1)/4
\/n(n-i- 1)(2n+1)/24

hypotézu o shodé zamitneme, bude-li |Z| > 2(a/2)

e Hy: Y;, Z; maji stejné rozdéleni (populace jsou stejné)

e maji-li Y;, Z; stejné rozdéleni, pak X; =Y, — Z; jsou symetricky
rozdélena kolem nuly

o postup pfi jednostranné alternativé porovnat Z s z(«)

— vyloucit nulové hodnoty X; (tedy shodné hodnoty Yj;, Z;), podle

toho pripadné zmensit n . 3 o o
_ urdit poradi R} absolutnich hodnot |Xi| = |Y; — Zi priklad (W = 64,n = 12, jinou metodou presné& je p = 2,6 %))
— urcit W soucet poradi p@vodné kladnych hodnot X; P 64 —12-13/4

— podle W rozhodnout 1213 25/24

pro maly pocet dvojic (do deseti) radé&ji pouzit tabulky

= 1,961 > 1,645 = 2(0,05),p = 2,5 %
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fipomenuti prikladu: klesa potratovost? . S : .
prip P P parovy ilcoxon@v ( ilcoxon signed rank) test
7, | 231 236 2719 222 234 276 215 200 243 239 212 257 o necht (11, 21)..., (Ya, Zn) nezavislé dvojice, X; =Y; - Z;
; 146 261 3i27 2%1 3;14 215 '01'4 '28'5 2§6 '13'4 159 '02'8 e Hy:Y;, Z; maji stejné rozdé&leni (populace jsou stejné€)
e pouZijeme Gdaje z 12 okrest v letech 2000 (Y*Z) a 2001 (Zz) e maji-li Y;, Z; stejné rozdé&leni, pak rozdily X; =Y, — Z; jsou symet-

ricky rozdéleny kolem nuly
e hypotéza H( : v obou letech potratovost stejna, rozdily dany na-

hodnym kolisanim; H; : potratovost klesa (jednostranna alt.) e postup

— vyloucit nulové hodnoty X; (tedy shodné hodnoty Y}, Z;), podle
toho pripadné zmensit n

e za Hy by mély prevlddat kladné rozdily, spise velké — urcit pofadi R} absolutnich hodnot |X;| = |Y; — Z;|

— urcit W soucet poradi p@vodné kladnych hodnot X

— podle W rozhodnout

e za Hj by rozdily mély kolisat symetricky kolem nuly

e praimérné poradi z 8 kladnych rozdilt: 8 (soucet 64)
prémeérné poradi ze 4 zapornych rozdil@ 3,5 (soucCet 14)
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rozhodovani
e na zakladé centralni limitni véty lze pouzit
C W-EW  W-n(n+1)/4
SE.(W)  /n(n+1)@2n+1)/24

hypotézu o shodé zamitneme, bude-li |Z| > 2(«/2)

pfi jednostranné alternativé porovnat Z a z(«)

pro maly pocet dvojic (do deseti) radé&ji pouzit tabulky

priklad (W = 64,n = 12, jinou metodou presné& je p = 2,6 %))
64 —12-13/4

\/12-13-25/24

7 = = 1,961 > 1,645 = 2(0,05),p = 2,5 %
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parovy znaménkovy (sign) test

e hodnoti pouze pocet kladnych a zapornych rozdil@l, nezalezi na
tom, jak jsou rozdily veliké (slabsi test nez Wilcoxon@v)

e Hy: Y;, Z; maji stejné rozdéleni; za hypotézy oCekavame, zZe pocCty
kladnych a zapornych X; jsou podobné

oznaCme Y pocet kladnych X; z celkem n nenulovych, za hypotézy
Y ~ bi(n,1/2)

priblizné rozhodovani (centralni limitni véta)
Y —n/2 2Y —n
n/4 vno

pfi jednostranné alternativé porovname Z a z(«)

7 =

zamitat pro |Z| > z(«/2)
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poznamky k vypoctu
e nezapomenout vyloucit nulové rozdily

e shodnym absolutnim hodnotam rozdil@m priradime jejich prGmeérné
poradi:

e Excel 2000 fedi problém shod nestandardné (bohuzel)

e jednoduchda ukazka

X; [ 4 25 2 -6 -4 27
IX;/ | 4 2 52 6 4 27
Rf |45 2 6 2 7 45 2 8
Excel[ 4 1 6 1 7 4 1 8

poznamky
e pro znaménkovy test neni tfeba znat hodnoty Y;, Z;, staci védét,
ktera z moznosti Y; > Z;, Y; < Z;, Y; = Z; nastala
e nas priklad o mozném poklesu potratovosti (n =12,Y = 8)
z-28712 1,155, p=P(Z>1,155) =1— &(1,155) = 0,124
V12
e pfi malych hodnotdach n (do 30) se doporucCuje Yatesova korekce
Y —n/2| —1/2 C2Y —n| -1

Zvates =
ates \/m \/ﬁ

e nas priklad (Yatesova korekce, jinym zp@sobem presné p =0,194)
[2-8—-12| -1
B V12

sign(Y — n/2) sign(2Y — n)

z 1=0,8366, p=1—®0,366) = 0,193
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Regrese priklad: souvisi tmrtnost se zemépisnou Sirkou?

e na rozdil od korelace (sila zavislosti) hledame tvar (zp@sob) za-
vislosti, zajima nas také prékaznost zavislosti

220

e snazime se z danych hodnot regresorti (nezavisle proménnych)
predpovédét hodnoty zavisle proménné (odezvy)

180

mortality

e snazime se variabilitu (kolisani hodnot) odezvy vysvétlit kolisanim
regresord

140

100

e prvné v tomto smyslu F. Galton (1886) pri vySetfovani zavislosti >
vy3ky synd na prémérné vysce rodi¢l: synové rodiCd o dva palce s0 35 40 45
vy&&ich neZ pramér viech rodicd byli v préméru jen o palec vyssi latitude
nez pradmér synd; dvoupalcova odchylka se nereprodukovala cela,

byl patrny navrat (regres) k préméru e Umrtnost na melanom na 10 000 000 obyvatel v statech USA
189 190

regresni primka

e chovani Y (Gmrtnost, mortality) vysvétlit linearni zavislosti na =

(zemépisna sitka, latitude)

2.0

e kazdé zem. &ifce odpovida jakdsi stfedni Gmrtnost, ta zavisi na Y =bo+byx
r

zemeépisné Sirce linearné

15

[Xi;Qi]

E)/;::ﬁ0+/81xia 7;:17"'777'

1.0

e parametry gy, 81 odhadneme metodou nejmensSich Ctverct mi- o

nimalizaci pres 3y, 51 souCtu Ctverct ,,svislych® odchylek L

L—1 [x:vi]
n bo
S (Y — By — Brxi)?

i=1

0.0

e vysledné minimum (pro by, b;) — rezidudlni soucet Ctverct Se 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
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nas priklad

koef. odhad | stf. chyba | ¢-stat. P
abs. Clen | 389,19 23,81 | 16,34 | <0,001
latitude - 5,98 0,60 | — 9,99 | 0,001

e odhad zavislosti est(mortality) = 389,2 — 5,98 latitude

e S kazdym stupném sev. Sirky klesa iumrtnost v pr@éméru o 6 osob
na 10 000 000 obyvatel

e na rovniku by umrtnost méla byt 389 jednotek, ale je to extrapo-
lace mimo rozmezi znamych hodnot — velmi nejisté

e zdvislost je pr@kazna, nebot v fadku pro z (latitude) je p <0,001

193
nas priklad a tabulka analyzy rozptylu
st. vol. | soucCet Ctvercl | prGm. Ctverec
variabilita f SS MS F P
model 1 36 464,20 36 464,20 | 99,797 | <0,001
rezidualni 47 17 173,07 365,38
celkem 48 53 637,27

e kolisani imrtnosti vysvétlime zavislosti z 68 %
2_1_ 17173,07  36464,20
53637,27  53637,27

e na 30. stupni oekavame umrtnost 389,19 — 5,98 - 30 = 209,86,
na 40. stupni oekavame umrtnost 389,19 — 5,98 - 40 = 150,08

0,680
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obecné
e odhadnutda zavislost y = by + bjz, modelova y = By + Bz

e zavislost na z prokazujeme testovanim hypotézy Hj : g; = 0 proti
oboustranné alternativé pomoci
b b |G

=L Y (z;— %) zamitame pokud |T| > t, o(a)

T =2
S.E.(bl) S

e rezidualni soucCet Ctvercll — nevysvétiena variabilita odezvy
Se =31, (Y; — (by + byz;))?  rezidudlni rozptyl s* = Se/(n —2)

e koeficient determinace ukazuje, jaky dil variability odezvy (tj.
n L (Y; = Y)?) jsme zdvislosti vysvétlili

Se
) [ —
(Y = Y)?
194
mazeme predikci zlepsit?

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. P
abs. ¢len | 401,17 28,04 | 14,31 | <0,001
latitude - 5,93 0,60 | — 9,82 | <0,001
longitude 0,15 0,19 0,82 0,418

e neni priikazné, ze by koeficient u longitude byl nenulovy (nezamit-
neme hypotézu, Ze koeficient je nulovy)

e koeficient determinace R? =0,684 (ptivodné 0,680)
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mazeme predikci zlepsit?

koef. odhad | stf. chyba t-stat. p
abs. Clen | 360,69 21,50 16,78 | <0,001
ocean 20,43 4,83 4,23 | <0,001
latitude — 5,49 0,53 | — 10,44 | <0,001

e koeficient determinace R2=0,770

e pri ,,st€hovani

z vhitrozemi k oceanu po rovnobézce roste iumrt-
nost v pr&dméru o 20 osob na 10 miliond& obyvatel

e je to ekvivalentni vnitrozemskému stéhovani o 20,43/5,49 = 3,72

stupn@ na jih

e na kazdy stupen stéhovani na sever klesa imrtnost o 5,5, pokud

se nezméni vztah k ocednu
197

pozor na interpretaci odhad@ (priklad)

zavisi procento tuku dospélého muze na vysce?

pokud ano, tak s vySkou roste nebo klesa?

zavisi na tom, jak se na dlohu divame, co bereme v Gvahu
est(fat) = — 55,91 + 0,391 height R?2 = 14,0 %
est(fat) = 13,29 — 0,273 height 4+ 0,627 weight R? = 69,5 %

ve vSech pripadech jsou koeficienty na 5% hladiné pr&ikazné& nenu-
lové

rozdil je v kvalité vyrovnani, ale zejména v interpretaci

pr@mérna zmeéna procenta tuku pri jednotkové zméné vysky

(a nezménéné hmotnosti pro druhy model)
199

mortality
100 140 180 220

lattitude

e vnitrozemské staty: y=360,69-5,49 x

primorské staty:

y=(360,69+420,43)-5,49 x =381,12-5,49 x

e lze oVéfit, Ze pfimky mohou byt rovnobé&zné (p =99,6 %)

regrese v MS Excelu 2000

Excel 2000 oznaceni
absolutni Clen Hranice bgy
odhad Koeficienty b;
stfedni chyba odhadu Chyba stfedni hodnoty S.E.(b;)
koeficient Nasobné R VR?
(mnohondsobné) korelace
koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R?
adjustovany koef. det. Nastavena hodnota spol. R dej
resid. smér. odchylka Chyba stfedni hodnoty s
pocet pozorovani Pozorovani n
pocet st. volnosti Rozdil
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obecné predpoklady

e tvar zavislosti: zname jak vysvétlovana veliCina zavisi na vysvét-
lujicich

e homoskedasticita: pro vSechny kombinace hodnot vysvétlujicich
veli€in je rozptyl vysvétlované veliCiny konstantni

e nezavislost: nahodné slozky vysvétlovanych veliCin jsou nezavislé
e normalita: nahodna slozka ma normalni rozdéleni

e predpoklady Ize ovérovat (regresni diagnostika)

e nékdy pomohou transformace

201

pouziti rezidui

e pomoci regrese hledame model pro zavislost nebo predikci (stfedni

hodnoty) pfistich pozorovani

e celkovou schopnost vysvétlit zavisle proménnou hodnotime po-

moci koeficientu determinace
Se ” 1(Y:L B Y/:L
-Y

[— 1=

R =1— -1
Z?:I(Yi - Y)2 ?:1(Yi

)2
)2
e Vv Citateli posledniho vyrazu rezidua
ui=Y; =Y,
(rozdil namérena - vyrovnana hodnota vysvétlované proménné)

e rezidua lze pouZit k hodnoceni (diagnostice) regrese
203

obecné predpoklady pro regresni model

e tvar zavislosti: zname jak vysvétlovana veli€ina zavisi na vysvét-
lujicich

e homoskedasticita: pro vSechny kombinace hodnot vysvétlujicich
veli€in je rozptyl vysvétlované veliCiny konstantni

e nezavislost: ndahodné slozky vysvétlovanych veli€in jsou nezavislé
e normalita: nahodna slozka ma normalni rozdéleni
e predpoklady Ize ovérovat (regresni diagnostika)

e nékdy pomohou transformace

6.5

10 11 12 13 14
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diagnostika pomoci rezidui

e histogram rezidui nebo normalni diagram (k ovérfeni normaliniho

rozdélenr)

e grafické zndzornéni bode [Y;,u;] nebo [z;,u;] (k ovéFeni konstant-

niho rozptylu €i tvaru zavislosti)

nekonstantni rozptyl (trychtyfovité rozsifovani mraku rezidur)

500
100 200

airportsE
300

resid(ag)
0

0 100

-200
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ukazky diagnostiky

vlevo: rezidua spiSe kladna nez zaporna, mozna jsme méli radéji vy-

svétlovat odmocninu z mortality

vpravo: normalni diagram, ukazuje, ze s predpokladem o normalnim
rozdélenim neni problém (body tésné kolem primky)

resid(a)
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vlivné pozorovani (prvni pozorovani daleko ve vodorovném sméru) ukazka transformace: pocet letist na plose evropského statu

)
- ° EE * « ° .
o © -
o [ )
o o ) | . . .
£ g ° ° .. '
<] < @
e T 9 | 2 <4 2
g = g © . :
(2] bl ® =3 =3
o o~ 0 ° Y S o o 8
S -
— ' ~
T T T T T T
1 2 3 4 5 6 o e "
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
Iog(areaE) f|tted(aE) 0 e+00 2 e+05 4 e+05 0 e+00 2 e+05 4 e+05 8 9 10 11 12 13
area area log(area)
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pocet letist: vynechat Lucembursko?
o
S
O
o _ o
g <
é 7 o °
< o £
IS s -
_ E o
=
o =
T T T T T T N
0O e+00 1 e+05 2 e+05 3 e+05 4 e+05 5 e+05 —
T T T T T T
area 8 9 10 11 12 13
y=46-+40,0009 x;log(y)=3,3+0,000007 x;log(y)=-6,540,97 log(x) log(areaE)
R2="514%; R% = 48,0 %; R2=286,1 %
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pocet letist: po vynechani Lucemburska stejna zavislost pro Japonsko, Cinu, Australii?

0 =
©
o | 2
— < o in
‘LIQJ o [g © Ausf;:ia
g v 5 o
E o E e}
3 w 7 g S
o _|
<t 2 I
T T T T T s |
11.0 11.5 12.0 12.5 13.0 ~ T
16
log(areaE) log(areak)
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poznamky
shrnuti ) o i o
e souvislost regresni primky a korelacniho koeficientu: testovou
e regrese slouzi pro statistiku pro Hgy: 81 =0 Ize spocitat také jako
— predikci (’st,red’m.ch hgdnot) bud?uoch pozorovani T — Tzy Jn—2
— prokazovani zavislosti na zvoleném regresoru 1 — r%y
— ovéFovani modelu o zavislosti o . ) o o . 3
e je-li |T| velké, zavislost je prokazana, Ize pouZit (nutno predpokla-
e nejsou-li splnény zakladni predpoklady = pochybné zavéry dat normalni rozdélenr)
— obtizné Ize predikovat mimo obor mé&reni ) o - . o . o B
L . 59 o o . < . e metoda nejmensich Ctverch je velmi citliva na mimoradné umis-
— je-li malé R“, nespolehliva pfedpovéd, ale zavislost m@ze byt L o
. téna pozorovani
prokazatelna
— vysvétlovana proménna maze zaviset na vice nezavisle promén- e priklad: pocet letist vers. velikost statu (oboji v logaritmech)
nych, nutna opatrnost (confounding) — vSech 9 statd: r=0,717; T =2,720; p=3,0%
— bez Lucemburska: r =0,654; T =2,226; p=7,9 %
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Spearman@yv korelaéni koeficient priklad: pocet |etiSt (presne p 2,9 %)

plocha 78,9 43,1 337,0 547,0 357,0 301,2 92,4 244,38

< e s N letist 114 119 159 475 613 135 66 489

e viastneé korelaCni koeficient poradi o2 5 : 5 5 - = 3 7
e L o SR Qi 2 3 5 6 8 4 1 7

e Citlivé reaguje i na nelinearni, ale monotonni zavislost Ri—O; 0 ) 1 5 1 1 5 3
(Ri_Qi)2 0 4 1 4 1 1 4 9

e Kk prokazovani zavislosti netfeba normalini rozdéleni, slabsi test
Hj : pocCet letist nezavisi na velikosti statu

pro n > 10 Ize prfedpokladat rgv/n — 1 ~ N(0, 1) H; : pocet letist roste s velikosti statu (jednostranna alternativa)

e zavislost (proti oboustranné alternativé) prokdazana, pokud 6 n 6-924 144
Z 2
Irgvn =1| = 2(a/2) nin” =i - ’

Zy=rgvVn—1=0,714-V7=1,89
p=P(Z >Zy))=1—d(Zy) =1-0,971 = 0,029
rsvn —12> z(a) resp. rgvn —1 < —z(a) na 5% hladiné jsme (pfi jednostranné alternativé) zavislost prokazali
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e zavislost (proti jednostranné alternativé) prokdazana, pokud

o casoveé rady
vyrovnavanl
e Spojity znak méreny v pravidelnych €asovych intervalech

e mechanismus k vyhlazovani dat, spiSe technicky o slozeno 7z nékolika slozek

e cilem je napf. nahradit chybé&jici pozorovani (budouci pozorovani — trend (dlouhodoby vyvoj)
— predikce, chybé&jici pozorovadni - interpolace) nebo odstranit — sezonni slozka (periodicka slozka se znamou periodou, napr.
nahodilé vykyvy denni/rocni chod teplot, ¢tvrtletni chod ekonomickych veli¢in)
— periodicka slozka (s neznamou periodou)
e Casto (nas pfiklad) poru3en predpoklad nezavislosti pozorovani, — autokorelace (chybové slozky na rozdil od regrese nejsou mezi
proto by obylejna regrese dala nespravné presnost odhadd, testy sebou nezavislé)

0 parametrech - p
P ' e prvni dvé slozky lze vedle regrese odhalit pomoci
e koeficienty nelze snadno statisticky hodnotit, nékdy vibec — klouzavych praméra
— exponencialniho vyrovnavani
e nejen metoda nejmensich Ctvercd

e prokazat pomoci regrese
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priklad: HDP v CR po Ctvrtletich (bézné ceny)

hdpM

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi
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autokorelace, periodicita

e specidlni postupy pro zbyvajici slozky (periodicka sloZzka s nezna-
mou periodou, autokorelace), nelze mechanicky pouZzit linearni re-
gresi Ci linearni vyhlazovani

e nahodné (chybové) cleny v regresnim modelu by mély byt ne-
zavislé, nékdy ale dany Clen zavisi na prfedchozim; sila zavislosti
popsana pomoci autokorelacniho koeficientu p

— kladné p: po sobé jdouci ¢leny podobné (Easty pripad)

— zaporné p: po sobé jdouci Cleny nepodobné

— p=0: po sobé jdouci ¢leny nezavislé (v regresi se poZzaduje)

e autokorelaci a periodicitu Ize prokazovat (odhadovat, hodnotit)
az po odstranéni trendu a sezonniho kolisani
223

priklad: HDP [mil. K]

predikce bez ohledu na kvartaly: 360,4 + 33,3 (rok-1995)
pro 3. Ctvrtleti 2004 tedy predpovéd 680,5

predikce s ohledem na kvartaly

est(HDP) = 339,4 + 33, 1(rok — 1995)
est(HDP) = (335,3 + 38,5) + 33, 1(rok — 1995)
est(HDP) = (335,3 + 30,2) + 33, 1(rok — 1995)
est(HDP) = (335,3 + 18,1) + 33, 1(rok — 1995)

predpovéd tedy 335,3 4+ 30,2 + 33,1 - (2004,75-1995) = 688,6

predikce s ohledem na autokorelaci (odhad autokorelaéniho koefi-
cientu p =0,59): 688,6 + 0,59 - 16,7 = 698,4

skuteCnost: 702,2

klouzavé pr@méry (moving averages)

pozorovani Y; porovnavame s prdmeérem z m sousednich pozoro-
vani (v€etné Y; samotného), napf. pro m =5

1

s Yia + Y1 +Yi 4+ Yip1 + Yigo)
snaha vyhladit nahodilé vychylky, zachovat ,,pr@mérny* vyvoj

vhodné zejména k interpolaci, k nalézani dosud prehlizenych sys-
tematickych vliv@

u HDP vezmeme nejprve v Gvahu linearni trend a Ctvrtletni perio-
dicitu, spoc¢itame rezidua (to, co nevysvétlime linedarnim trendem
a Ctvrtletnimi sezonnimi vykyvy)
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priklad: klouzavé pr@meéry rezidui (m =7) exponencialni vyrovnavani

e predstava: v poslednim pozorovani se projevuje vliv vSech pred-

chozich
s e tento vliv je postupné utlumovan: nejvétsi vliv ma predchozi po-
zorovani, nejmensi pozorovani v Case nejvzdalengjsi
<
= o
% . e vazeny pr@mér mezi predpovédi predchoziho pozorovani a skutec-
= 2 - nym predchozim pozorovanim
g wY; 1+ (1 —w)Y;
1006 1008 2000 2002 2004 e w — vaha ,historie, &m je v&t&i, tim méné& kolisani
obdobif:38] e pouZitelné k predpovédi
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priklad: exponencidlni vyrovnavani (699,4 pro w=0,1, 690,6 pro w=0,25) exponencialni vyrovnavani rezidui (704,0 pro w=0,1, 701,6 pro w=0,25)

resid(aMK)
0 10

hdpM
400 500 600 700

=20
1

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi95 obdobi[-39]
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multinomické rozdéleni

e zobecnéni binomického rozdéleni na k-tici nahodnych velicin X, . ..

parametry n, 7y, ..., 7, (0<m; <1, m+...+7=1)
n nezavislych pokust
v kazdém pokusu pravé jeden z k£ moznych vysledk@

7-ty vysledek s pravdépodobnosti T

X]- — pocet pokus(, v nichz nastal j-ty mozny vysledek, tedy nutné

X1+...+Xk:n

vliastnosti multinomického rozdéleni

kazdd slozka ma binomické rozdglent: X ~ bi(n, ;)
stfedni hodnota: uy, = nm;, rozptyl: U%(j = nm;(l— )
(pro zajimavost) kovariance: cov(Xj;, Xy) = —nmjme  j#t
asymptotickd vlastnost chi-kvadrat (velka n, nm; > 5)

XQZ,Z

J

k(X —nj)?
17] P~ X

mrj
X; — empirické Cetnosti,
nm; — oCekavané (teoretick€) Cetnosti
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priklady multinomického rozdéleni

e predvolebni prézkum
— n — pocet tazanych

— m; — skutecny podil volicd j-té strany v populaci
— X, — pocet (Cetnost) volict j-t€ strany ve vybé&ru

e hody hraci kostkou
— n — pocet hoda
, g — Pravdépodobnosti jednotlivych stran kostky

— M, ...

- Xy,..

., Xg — absolutni Cetnosti jednotlivych stran kostky

priklad: hraci kostka A

e test jednoduché hypotézy

e n = 100 hod@ kostkou

o X =12, X9 =21, X5=14, X, = 15, X5 = 21, X = 17

e oCekdvané Cetnosti za hypotézy 1 =...=m5 = 1/6:
nm =...=nmg = 100/6 = 16,67
5 (12 —16,67) (17 — 16,67)? 5
S A T — 416 < x#2(0,05) = 11,07
16,67 16,67 x5(0,05)
p=527%
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priklad: hraci kostka B (1)

e n = 100 hod@ kostkou

o X;=15Xy=16,X5="7,X;, =6, X; =15, Xg = 41

e oCekavané cetnosti za hypotézy n| = ... =g = 1/6:
nmy =...=mnmg = 100/6 = 16,67
5 (15— 16,67) (41 — 16,67)2 5
= =148,32 > x£(0,05) = 11,07
X 16,67 16,67 X5(0,05)

e ziejmeé je nutno zamitnout hypotézu, Ze kostka je symetricka
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priklad: hraci kostka B (3)

e n = 100 hodd kostkou
o X =15,Xy=16,X3="7,X,=6,X5 =15, Xg = 41
e nulova hypotéza: mg=5/10=1/2

e hypotéza o jediné Cetnosti — binomické rozdéleni

e na 6. prednasce jsme urcili priblizny 95% interval spolehlivosti pro

pravdépodobnost Sestky: (0,31; 0,51)

e 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladine nelze zamitnout
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priklad: hraci kostka B (2)

n = 100 hod@ kostkou

X =15,X9=16,X3="7,X, =6, X5 = 15, Xg = 41

nulova hypotéza: m; =... =75 =1/10,m5 =5/10=1/2
oCekavané Cetnosti za hypotézy:
nmy =...=mnm; = 100/10 = 10, n7g = 100/2 = 50
15— 10)2 15— 10)2 (41 — 50)2
x2 = g .+ ( ) + ( ) =12,72 > X%(O,OE)) = 11,07

10 10 50
zrejmé je nutno zamitnout i tuto hypotézu

test homogenity r vybérd

o oCekdvané Eetnosti tak budou o;; = nje = =

Xty ..., X -ty vybér z multinomického rozdé€leni s parametry
(t=1,...,7)

Nies Tily -+ Tk

Hy : pravdépodobnosti jsou ve vSech srovnavanych populacich
stejné: m; = 7y, ...,m; = 7, (nezdvisi na populaci)

Cetnosti usporadame do kontingencéni tabulky
— njj — pocet j-tych vysledkd v i-tém vybéru
— Mje = )_jn;j jsou radkoveé marginalni cetnosti (rozsahy vybéra)
— Nej = D Myj jsou sloupcové marginalni ¢etnosti (Cetnosti moz-
nych vysledk@l bez ohledu na vybér)
— N =) Nje = 2 jNej = 2. 2.jNi; Je celkovy poCet pozorovani
Toj __ MieTlej
n n
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test homogenity r vybérd

e empirické Cetnosti porovname s Cetnostmi olekavanymi

2= XT: Zk: (nij — 0ij)*
i=1j=1

O’L]

e plati-li hypotéza, ma vysledné chi-kvadrat rozdéleni chi-kvadrat
s (r—1)(k — 1) stupni volnosti

e hypotézu o shodé pravdépodobnosti v r populacich zamitame, je-li

X2 > X%r—l)(k—l)(a)

237

priklad: vzdélani matek

vzdélani
porodnice zakladni stredni VS | celkem
Praha 23 (24,0) 30 (33,2) 17 (12,7) 70
venkov 11 (10,0) 17 (13,8) 1 (5,3) 29
celkem 34 47 18 99

e Vv zavorce jsou oCekavané Cetnosti za hypotézy, ze podily tri vzdé-
lanostnich skupin jsou v obou populacich shodné
(23 — 24)2 (30 — 33,2)2+(17 — 12,7)2+(11 - 10)2+(17 —13,8)2 (1-5,3)2
24 33,2 12,7 10 13,8 5,3

X2 = 6,12 > x3(0,05) = 5,99, p=47%

e bylo tfeba o;; > 5 pro vSechna i, j
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maji obé kostky stejné Sestice pravdépodobnosti?

e empirické Cetnosti (kontingen&ni tabulka)

All12 21 14 15 21 17| 100
B|15 16 7 6 15 41| 100
27 37 21 21 36 58| 200

e oCekdvané Cetnosti (za hypotézy): 27-100/200=13,5, ...
A|13,5 185 10,5 10,5 18 29100
B|13,5 18,5 10,5 10,5 18 29| 100
27 37 21 21 36 58200

12 —13,5)2 (21 —18,5)2 (41 — 29)2 9
x2 = | L A = 18,13 > 11,07 = x2(0,05
13.5 18,5 29 x5(0,05)
hypotézu o shodé psti na obou kostkdach zamitame (p = 0,3 %)
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test nezavislosti

e vySetrujeme sou€asné dva znaky v nomindlnim méritku u n ne-
zavislych statistickych jednotek

e n;; je poCet jednotek, kde je souCasné i-ta hodnota prvniho znaku
a j-ta hodnota druhého znaku

e celkem je i-ta hodnota prvniho znaku u n;e = 32, n;; jednotek, j-ta
hodnota druhého znaku u ne; = >; n;; jednotek

e kdyby byly znaky nezavislé, byl by pro kazdou hodnotu jednoho
znaku pomér mezi Cetnostmi hodnot druhého znaku podobny,
-~ < < . NieNej PR . .o
proto oCekavané Cetnosti 055 = TJ (podminéné psti stejné)

e vypocet X2 a jeho hodnoceni stejné jako u homogenity
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priklad: planovana téhotenstvi

e U kazdé matky zjistovany dva znaky: dosazené vzdélani, zda té-
hotenstvi planovano

vzdélani zakladni strfedni VS celkem
neplanovano | 20 (14,1) 16 (19,5) 5 (7,5) 41
planovano 14 (19,9) 31 (27,5) 13 (10,5) 58
celkem 34 47 18 99

e v3echny oCekavané Cetnosti dostateCné velké

X2 = 6,68 > 5,99 = x3(0,05), p=35%
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zobecnéni dvouvybérového t-testu
(pozadoval normalni rozdéleni v aspoil dvou nezavislych vybérech)

e priklad: souvisi vySka otce se vzdélanim matky?
(soucet ¢tvercl = soucet Ctverct odchylek od préméru)

vzdélani | rozsah | pr@mér | soucCet Ctvercd | smér. odch.
zakladni 34 177,1 1188,7 6,0
stredni 47 179,5 1909,8 6,4

VS 19 182,8 1027,1 7,8
celkem 99 179,3 4511,2 6,3

e soucCet souctd Ctverc@ 1188,741909,841027,1=4125,6, kdezto
kdyZ nehledime na vzdélani, tak 4511,2, rozdil je 385,6

e je to dost k tomu, aby bylo prokdazano, ze se tfi skupiny liST popu-
[a&nim prémeérem?
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a b a-+b
Ctyrpolni tabulka| ¢ d |c+d
atc b+d n ‘
5 nla-d—b-c)?
X T latb)crdiatob+d
amrti na vné&jsi priciny v roce 2003
pri€ina muzi zeny celkem

dopr. nehody | 1097 (1130,3) 362 (328,7) | 1459
sebeposkozeni | 1365 (1331,7) 354 (387,3) 1719

celkem 2462

716 3178

,  3178(1097 - 354 — 362 - 1365)2

1459 - 1719 - 2462 - 716

= 8,05 > x3(0,05) = 3,84 p=05%

prokazali jsme neshodu mezi muzi a Zenami, souvislost s pohlavim
vlastné prokazali neshodu podilt pfi nehodach (odhady 44,6 %, 50,6 %)
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model analyzy rozptylu (r nezavislych vybére)

X11, X1, Xy ~ N(p1, 0%)
X1, X99, -+ Xy ~ N(p1g, 0%)

Xrl,.).(.rz, oy Xrn, ~ N (ur, 02)

prvni vybér (skupina)

druhy vybér (skupina)

r-ty vybér (skupina)

e zobecnéni hypotézy dvouvybé&rového t-testu Hy:pj =... = pur

e rozhoduje se na zakladé rozkladu soucCtu Ctverct

XT: i(Xij — Xeo)? = im(
i—

i=1j=1

Xi. — X..)Q + zr: %(X’Lj - X’L )2

i=1j=1

variabilita: celkova = mezi vybéry -+ uvnitf vybérf
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tabulka analyzy rozptylu

oznaent: X;, = nlz]z L Xijy Koo =230 500 Xy
rong — ) variabilita soucet Ctv. | st. vol. | pram. Ctv. F D
3 Z i~ Xes) =Y ((Xz'j — Xjo) + (Xie — X..)) mezi vybéry 385,6 2 192,8 | 4,49 | 0,014
i=1j=1 i=1j=1 uvnitr vybéra 4125,6 96 43,0
rong celkova 4511,2 98
= X — 2 4 - X . . . o x -
;j:l( ij = Xie) 1231]2:1 e ) e soucet Ctverct uvnit¥ skupin = soucet souctt Etverca, stupné vol-
o nosti v radku uvnitf skupin: n —r
J— .. —_— 2
- ; ~:1(XW Xie)* + an io = Xoo) e prlmeérné Ctverce: vzdy soucet Ctverct/stupné volnosti; plati-li Hy,
. J pak oboji pr@émérné Ctverce podobné; &im je pr@m. Ctverec mezi
protoze skupinami v&t&i, tim spi§ Hy zamitnout
r i - . .
Z Z Xio)(Xie — Xoa) = 3 (Xie — Xao) 3 (X5 — Xjo) = 0 e Hy zamitnout, je-li F > F,_;,_,(a) (tabelovano)
i=1j=1 i=1 j=1

e piiklad: F96(0,05) = 3,09, na 5% hladin€ jsme prokazali, Ze vySka

otcl souvisi se vzdélanim matek (ale hladina testu)
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priklad: vék matky ~ vzdélani matky

analyza rozptylu o predeklady vzd&lani | rozsah n; | pramér X;, | pram. poradi | soucet poradi T;
e r nezavislych vybéra (nelze obejit) za’vklad/m’ 34 23,4 30,1 1025
stredni 47 26,3 55,7 2618
e stejné rozptyly ve viech skupindch (lze testovat) VS 18 28,5 72,6 1307
e normalni rozdéleni (Ize ové&Fit stejné jako u regrese, pomoci rezi- e rozhoduje se pomoci upravené [I-statistiky z analyzy rozptylu:
Q=—"-> “+-3(n+1)
e n&kdy pom@ze transformace, napf. logaritmy hodnocené veli&iny n(n+1) = n;

e Kruskaltv-Wallis@v test — zobecnéni dvouvybérového Wilcoxonova e kde T; je soucet poradr i-té skupiny

testu: hodnoti se poradi misto p@vodnich hodnot, zda jsou pr@- e kriticky obor: Q > x?2 (@) (dostate¢né& velkd n;)
Z Xp—
mérna poradi podobna
o Q =29,48 > 5,99, p < 0,0001
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