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multinomi
ké rozdìlení

• zobe
nìní binomi
kého rozdìlení na k-ti
i náhodný
h velièin X1, . . . , Xk

• parametry n, π1, . . . , πk (0 < πj < 1, π1 + . . . + πk = 1)

• n nezávislý
h pokusù
• v ka¾dém pokusu právì jeden z k mo¾ný
h výsledkù

• j-tý výsledek s pravdìpodobností πj

• Xj { poèet pokusù, v ni
h¾ nastal j-tý mo¾ný výsledek, tedy nutnì

X1 + . . . +Xk = n 2



pøíklady multinomi
kého rozdìlení

• pøedvolební prùzkum
− n { poèet tázaný
h
− πj { skuteèný podíl volièù j-té strany v popula
i

− Xj { poèet (èetnost) volièù j-té strany ve výbìru

• hody hra
í kostkou
− n { poèet hodù
− π1, . . . , π6 { pravdìpodobnosti jednotlivý
h stran kostky

− X1, . . . , X6 { absolutní èetnosti jednotlivý
h stran kostky
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vlastnosti multinomi
kého rozdìlení

• ka¾dá slo¾ka má binomi
ké rozdìlení: Xj ∼ bi(n, πj

)

• støední hodnota: µXj
= nπj, rozptyl: σ2Xj

= nπj(1− πj)

• (pro zajímavost) kovarian
e: 
ov(Xj, Xt) = −nπjπt j 6= t

• asymptoti
ká vlastnost 
hí-kvadrát (velká n, nπj ≥ 5)

χ2 =
k

∑

j=1

(Xj − nπj)
2

nπj
∼ χ2k−1

• Xj { empiri
ké èetnosti,
nπj { oèekávané (teoreti
ké) èetnosti 4



pøíklad: hra
í kostka A

• test jednodu
hé hypotézy
• n = 100 hodù kostkou
• X1 = 12, X2 = 21, X3 = 14, X4 = 15, X5 = 21, X6 = 17

• oèekávané èetnosti za hypotézy π1 = . . . = π6 = 1/6:

nπ1 = . . . = nπ6 = 100/6 = 16,67

χ2 =
(12− 16,67)2

16,67
+ . . . +

(17− 16,67)2

16,67
= 4,16 < χ25(0,05) = 11,07

p = 52,7 % 5



pøíklad: hra
í kostka B (1)

• n = 100 hodù kostkou
• X1 = 15, X2 = 16, X3 = 7, X4 = 6, X5 = 15, X6 = 41

• oèekávané èetnosti za hypotézy π1 = . . . = π6 = 1/6:

nπ1 = . . . = nπ6 = 100/6 = 16,67

χ2 =
(15− 16,67)2

16,67
+ . . . +

(41− 16,67)2

16,67
= 48,32 > χ25(0,05) = 11,07

• zøejmì je nutno zamítnout hypotézu, ¾e kostka je symetri
ká
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pøíklad: hra
í kostka B (2)

• n = 100 hodù kostkou
• X1 = 15, X2 = 16, X3 = 7, X4 = 6, X5 = 15, X6 = 41

• nulová hypotéza: π1 = . . . = π5 = 1/10, π6 = 5/10 = 1/2

• oèekávané èetnosti za hypotézy:
nπ1 = . . . = nπ5 = 100/10 = 10, nπ6 = 100/2 = 50

χ2 =
(15− 10)2

10
+ . . . +

(15− 10)2

10
+
(41− 50)2

50
= 12,72 > χ25(0,05) = 11,07

• zøejmì je nutno zamítnout i tuto hypotézu 7



pøíklad: hra
í kostka B (3)

• n = 100 hodù kostkou
• X1 = 15, X2 = 16, X3 = 7, X4 = 6, X5 = 15, X6 = 41

• nulová hypotéza: π6 = 5/10 = 1/2

• hypotéza o jediné èetnosti { binomi
ké rozdìlení

• na 6. pøedná¹
e jsme urèili pøibli¾ný 95% interval spolehlivosti propravdìpodobnost ¹estky: (0,31; 0,51)
• 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladine nelze zamítnout 8



test homogenity r výbìrù

• Xi1, . . . , Xik i-tý výbìr z multinomi
kého rozdìlení s parametry

ni•, πi1, . . . , πik (i = 1, . . . , r)

• H0 : pravdìpodobnosti jsou ve v¹e
h srovnávaný
h popula
í
hstejné: πi1 = π1, . . . , πik = πk (nezávisí na popula
i)

• èetnosti uspoøádáme do kontingenèní tabulky

− nij { poèet j-tý
h výsledkù v i-tém výbìru

− ni• =
∑

j nij jsou øádkové marginální èetnosti (rozsahy výbìrù)

− n•j =
∑

i nij jsou sloup
ové marginální èetnosti (èetnosti mo¾-ný
h výsledkù bez ohledu na výbìr)
− n =

∑

i ni• =
∑

j n•j =
∑

i
∑

j nij je 
elkový poèet pozorování

• oèekávané èetnosti tak budou oij = ni•
n•j
n =

ni•n•j
n 9



test homogenity r výbìrù

• empiri
ké èetnosti porovnáme s èetnostmi oèekávanými

χ2 =
r

∑

i=1

k
∑

j=1

(nij − oij)
2

oij

• platí-li hypotéza, má výsledné 
hí-kvadrát rozdìlení 
hí-kvadráts (r − 1)(k − 1) stupni volnosti
• hypotézu o shodì pravdìpodobností v r popula
í
h zamítáme, je-li

χ2 ≥ χ2
(r−1)(k−1)

(α)
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mají obì kostky stejné ¹esti
e pravdìpodobností?

• empiri
ké èetnosti (kontingenèní tabulka)A 12 21 14 15 21 17 100B 15 16 7 6 15 41 10027 37 21 21 36 58 200

• oèekávané èetnosti (za hypotézy): 27·100/200=13,5, . . .A 13,5 18,5 10,5 10,5 18 29 100B 13,5 18,5 10,5 10,5 18 29 10027 37 21 21 36 58 200

X2 =
(12− 13,5)2

13,5
+
(21− 18,5)2

18,5
+. . .+

(41− 29)2

29
= 18,13 > 11,07 = χ25(0,05)hypotézu o shodì pstí na obou kostká
h zamítáme (p = 0,3 %)11



pøíklad: vzdìlání matekvzdìláníporodni
e základní støední V© 
elkemPraha 23 (24,0) 30 (33,2) 17 (12,7) 70venkov 11 (10,0) 17 (13,8) 1 (5,3) 29
elkem 34 47 18 99

• v závor
e jsou oèekávané èetnosti za hypotézy, ¾e podíly tøí vzdì-lanostní
h skupin jsou v obou popula
í
h shodné

(23− 24)2

24
+
(30− 33,2)2

33,2
+
(17− 12,7)2

12,7
+
(11− 10)2

10
+
(17− 13,8)2

13,8
+
(1− 5,3)2

5,3

χ2 = 6,12 > χ22(0,05) = 5,99, p = 4,7 %

• bylo tøeba oij ≥ 5 pro v¹e
hna i, j 12



test nezávislosti
• vy¹etøujeme souèasnì dva znaky v nominálním mìøítku u n ne-závislý
h statisti
ký
h jednotek

• nij je poèet jednotek, kde je souèasnì i-tá hodnota prvního znakua j-tá hodnota druhého znaku
• 
elkem je i-tá hodnota prvního znaku u ni• =

∑

j nij jednotek, j-táhodnota druhého znaku u n•j =
∑

i nij jednotek

• kdyby byly znaky nezávislé, byl by pro ka¾dou hodnotu jednohoznaku pomìr mezi èetnostmi hodnot druhého znaku podobný,proto oèekávané èetnosti oij =
ni•n•j

n (podmínìné psti stejné)

• výpoèet χ2 a jeho hodno
ení stejné jako u homogenity 13



pøíklad: plánovaná tìhotenství

• u ka¾dé matky zji¹»ovány dva znaky: dosa¾ené vzdìlání, zda tì-hotenství plánovánovzdìlání základní støední V© 
elkemneplánováno 20 (14,1) 16 (19,5) 5 (7,5) 41plánováno 14 (19,9) 31 (27,5) 13 (10,5) 58
elkem 34 47 18 99

• v¹e
hny oèekávané èetnosti dostateènì velké
χ2 = 6,68 > 5,99 = χ22(0,05), p = 3,5 %
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ètyøpolní tabulka a b a + b
c d c + d

a + c b + d n

χ2 =
n(a · d − b · c)2

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)úmrtí na vnìj¹í pøíèiny v ro
e 2003pøíèina mu¾i ¾eny 
elkemdopr. nehody 1097 (1130,3) 362 (328,7) 1459sebepo¹kození 1365 (1331,7) 354 (387,3) 1719
elkem 2462 716 3178

χ2 =
3178(1097 · 354− 362 · 1365)2

1459 · 1719 · 2462 · 716
= 8,05 > χ21(0,05) = 3,84 p = 0,5 %prokázali jsme neshodu mezi mu¾i a ¾enami, souvislost s pohlavímvlastnì prokázali neshodu podílù pøi nehodá
h (odhady 44,6 %, 50,6 %)15



zobe
nìní dvouvýbìrového t-testu(po¾adoval normální rozdìlení v aspoò dvou nezávislý
h výbìre
h)

• pøíklad: souvisí vý¹ka ot
e se vzdìláním matky?(souèet ètver
ù = souèet ètver
ù od
hylek od prùmìru)vzdìlání rozsah prùmìr souèet ètver
ù smìr. od
h.základní 34 177,1 1188,7 6,0støední 47 179,5 1909,8 6,4V© 19 182,8 1027,1 7,8
elkem 99 179,3 4511,2 6,8

• souèet souètù ètver
ù 1188,7+1909,8+1027,1=4125,6, kde¾tokdy¾ nehledíme na vzdìlání, tak 4511,2, rozdíl je 385,6

• je to dost k tomu, aby bylo prokázáno, ¾e se tøi skupiny li¹í popu-laèním prùmìrem? 16



model analýzy rozptylu (r nezávislý
h výbìrù)

X11, X12, . . . , X1n1 ∼ N(

µ1, σ
2
) první výbìr (skupina)

X21, X22, . . . , X2n2 ∼ N(

µ2, σ
2
) druhý výbìr (skupina)

. . .

Xr1, Xr2, . . . , Xrnr ∼ N(

µr, σ2
)

r-tý výbìr (skupina)

• zobe
nìní hypotézy dvouvýbìrového t-testu H0 : µ1 = . . . = µr

• rozhoduje se na základì rozkladu souètu ètver
ù

r
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij − X̄••)
2 =

r
∑

i=1

ni(X̄i• − X̄••)
2 +

r
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij − X̄i•)
2variabilita: 
elková = mezi výbìry + uvnitø výbìrù 17



oznaèení: X̄i• =
1
ni

∑ni
j=1Xij, X̄•• =

1
n

∑r
i=1

∑ni
j=1Xij

r
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij − X̄••)
2 =

r
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

(Xij − X̄i•) + (X̄i• − X̄••)
)2

=
r

∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij − X̄i•)
2 +

r
∑

i=1

ni
∑

j=1

(X̄i• − X̄••)
2

=
r

∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij − X̄i•)
2 +

r
∑

i=1

ni(X̄i• − X̄••)
2

proto¾e

r
∑

i=1

ni
∑

j=1

(Xij − X̄i•)(X̄i• − X̄••) =
r

∑

i=1

(X̄i• − X̄••)
ni
∑

j=1

(Xij − X̄i•) = 0
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tabulka analýzy rozptyluvariabilita souèet ètv. st. vol. prùm. ètv. F pmezi výbìry 385,6 2 192,8 4,49 0,014uvnitø výbìrù 4125,6 96 43,0
elková 4511,2 98

• souèet ètver
ù uvnitø skupin = souèet souètù ètver
ù, stupnì vol-nosti v øádku uvnitø skupin: n − r

• prùmìrné ètver
e: v¾dy souèet ètver
ù/stupnì volnosti; platí-li H0,pak obojí prùmìrné ètver
e podobné; èím je prùm. ètvere
 meziskupinami vìt¹í, tím spí¹ H0 zamítnout
• H0 zamítnout, je-li F ≥ Fr−1,n−r(α) (tabelováno)
• pøíklad: F2,96(0,05) = 3,09, na 5% hladinì jsme prokázali, ¾e vý¹kaot
ù souvisí se vzdìláním matek (ale hladina testu) 19



analýza rozptylu { pøedpoklady

• r nezávislý
h výbìrù (nelze obejít)

• stejné rozptyly ve v¹e
h skupiná
h (lze testovat)

• normální rozdìlení (lze ovìøit stejnì jako u regrese, pomo
í rezi-duí)

• nìkdy pomù¾e transforma
e, napø. logaritmy hodno
ené velièiny

• Kruskalùv-Wallisùv test { zobe
nìní dvouvýbìrového Wil
oxonovatestu: hodnotí se poøadí místo pùvodní
h hodnot, zda jsou prù-mìrná poøadí podobná 20



pøíklad: vìk matky ∼ vzdìlání matkyvzdìlání rozsah ni prùmìr X̄i• prùm. poøadí souèet poøadí Tizákladní 34 23,4 30,1 1025støední 47 26,3 55,7 2618V© 18 28,5 72,6 1307

• rozhoduje se pomo
í upravené F -statistiky z analýzy rozptylu:

Q =
12

n(n + 1)

r
∑

i=1

T 2i
ni

− 3(n + 1)

• kde Ti je souèet poøadí i-té skupiny
• kriti
ký obor: Q ≥ χ2r−1(α) (dostateènì velká ni)
• Q = 29,48 > 5,99, p < 0,0001 21


