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avod

2(222)

cvi¢eni na pocitacich v Bb

>

vV vy Vvyy

od Gterka 24. Ginora ve Vini¢né 7, 1. patro B5

nutno zapsat se do paralelky prostfednictvim SIS
zépocet za aktivni G&ast (+ odevzdavéni soubori/pisemky)
nutno mit aktivni (¢et v ucebnach, znat svoje heslo

volné Sifitelny program R (http://cran.r-project.org/)

zkouska v B
> jen se zapocltem, prihlasovani prostfednictvim SIS

| 4

kombinace pisemného a (stniho zkouseni

» FeSeni Gloh na poditadi

» ziklady teorie (pojmy, metody a jejich volba, interpretace)
literatura

» K. Zviéra: Biostatistika. Karolinum 1998,..., 2008

| 4

internetovd stranka http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zvara

konzultace pondéli 13:15-14:00 v pracovné, Il. patro K234,
Sokolovska 83, Karlin (pfipadné po predchozi dohodé jindy,
mozno také v UAMVT, Albertov 6)
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avod

tri ¢asti prednasky

> popisna statistika
» nékolika Cisly vystihnout ddleZitou vlastnost
» jednoduchym grafem vyjadrit dilezitou vlastnost
» porovnat soubory dat
> abstraktni pohled (teorie)
» pravdépodobnost, Bayesliv vzorec, ndhodna velicina,
distribu¢ni funkce, nezavislost
» populace a vybér, populacni parametr a jeho odhad
» interval spolehlivosti pro parametr
> test statistické hypotézy

» nékteré metody (modely)

» testy o jednom, dvou i nékolika vybérech
» rozhodovani o zavislosti kvantitativnich ¢i kvalitativnich znaki
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statistika

> statistika
» popisna (deskriptivni):
data stru¢né popsat, néco z dat ,vydolovat”
tvrdit néco o danych datech, nezobecriovat
» induktivni (konfirmatorni):
tvrdit néco nového, zobecnit na vétsi soubor,
dilezita je interpretace
» priklady dat:
» vysky: vyska desetiletych chlapcii/divek
» déti: pohlavi, porodni hmotnost a délka, hmotnost a délka
v jednom roce, vék otce a matky, pocet onemocnéni otitidou
v prvnim roce véku
» kojeni: hmotnost a délka porodni a ve 24. tydnu, vék a vyska
obou rodic(, zda téhotenstvi planovano, zda dudlik, porodnice
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co méfime (zjistujeme) a kde

» méfime na statistickych jednotkach (osoba, obec, stat,
pokusné pole, rostlinka pSenice, treti list rostlinky pSenice, . ..)

» méfime (zjiStujeme) hodnoty znaku

» znak - vlastnost méfend na objektu (statistické jednotce)

» zjisténou hodnotu vyjadfujeme ve zvoleném méritku
(stupnici)

» na jedné jednotce miZeme mérit nékolik znaki
(vySetfovani zavislosti)

» méfime na skupinach jednotek — souborech

» zajimaji nds hromadné vlastnosti, které charakterizuji celou
velkou skupinu (populaci)

» hodnoty znakl zjistujeme u jedinci,
nechceme vypovidat pouze o jednotlivcich

» kolik procent muzl koufi, ne, zda koufi Karel Zvara
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avod

v

méritka

nula-jednickové

pouze dvé mozné hodnoty (muz/Zena, koufi/nekoufi)
nominalni

seznam vsech rozliSitelnych hodnot, faktor
(porodnice, pohlavi, odrida)

ordinalni

hodnoty nomindlniho méfitka jsou usporadany,
usporadany faktor (vzdélani matky, stuper bolesti)

intervalové

stejné vzdalenosti sousednich hodnot (rok narozenf)
.0 kolik je x mensi nez y?* (nikoliv ,kolikrat")
pomérové

srovnani se zvolenou jednotkou (hmotnost, vyska, vék)
»kolikrat je x vétsi, nez y?*

6(222)
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hrubsi déleni méritek

(dalezit&jsi, bezprostfedné ovlivni volbu metod)

» kvalitativni
nula-jednickové, nominalni, ¢asto i ordinalni
» u kvalitativnich se zpravidla udavaji €etnosti jednotlivych
hodnot (kolikrat ktera hodnota nastala)
» kvantitativni (spojité)
intervalové, pomérové, nékdy ordinalni (ale neni spojité)
» hodnoty kvantitativnich — Cisla
» pro Cetnosti hodnot v kvalitativnim méfitku se pouzivaji

zpravidla jiné charakteristiky a metody, nez pro hodnoty
v kvantitativnim méritku
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velicina, statistika

» Ciselné vyjadreny vysledek méreni, pokusu

» mozné hodnoty znaki v intervalovém nebo pomérovém
méritku jsou husté rozmisténé — spaojita velicina

» Cetnosti hodnot znakd v nula-jedni¢kovém, nomindlnim (&
ordinalnim) méfitku — diskrétni veli¢ina

» u veli¢in pouzivame Ciselné charakteristiky nékterych
hromadnych vlastnosti (charakteristiky polohy,
charakteristiky variability, charakteristiky tvaru)

» statistika (dal$i vyznam) — funkce pozorovanych hodnot
napr. primérna teplota nebo nejvyssi teplota v roce; Ciselné
charakterizuje dilezitou vlastnost veli¢iny (velicin)
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graficka znazornéni

oznaceni

rozliSujte n, ni m, x;, x;*

X1, X2,

* *
Xl’ X2,
n, np,

9(222)

. Xn zjisténé hodnoty
, X mozné hodnoty (rizné)
. Nm Cetnosti hodnot

m
n1+n2+...+nm:an:n
j=1

m n

)

n n

- relativni Cetnosti

g eeey

Nj:

j
E n;  kumulativni ¢etnosti
i=1

pro kumulativni Cetnosti nutno aspon ordinalni méritko
(MD710P09) ak. rok 2008,/2009

Z3klady biostatistiky
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graficka znazornéni 10(222)

priklad kojeni (vzdélani 99 matek)

ordindlni méfitko se tfemi hodnotami

vzdél. | zdkl. | maturita VS celkem | pozn.
xf 1 2 3 mozné hodnoty
n; 34 47 18 99 absolutni Cet.

nj/n | 0,343 0,475 0,182 1,000 | relativni &et.
ni/n | 343 % | 475 % | 18,2 % | 100 % | relativni Cet.
N; 34 81 99 kumulativni cet.
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histogram (barplot u kvalitativni veli¢iny)

> histogram
grafické znazornéni intervalovych Cetnosti spojité veliiny
» barplot

grafické znazornéné Cetnosti (poctt hodnot) kvalitativniho
znaku

» plocha (vyska) obdélniku imérnd Cetnosti
» relativni ¢etnosti maji jen jiné méritko svislé osy

» vyseCovy diagram pro relativni Cetnosti kvalitativniho znaku
(podily néjakého celku)
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graficka znazornéni

histogram u spaojité veliciny

13(222)

tfidéni: vSechny hodnoty z daného intervalu (tj_1, t;) nahradime
prostfedni hodnotou x = (tj_1 + t;)/2
hmotnost déti ve 12. mésici (pfiklad déti)

J X7 | n| nj/n Ni | Ni/n
1 7750 8000 42 | 0,026 42 | 0,026
2 8250 8500 | 104 | 0,063 146 | 0,089
3 8750 9000 | 173 | 0,106 319 | 0,195
4 9250 9500 | 225 | 0,138 544 | 0,333
5 9750 | 10000 | 315 | 0,193 859 | 0,526
6 | 10250 | 10500 | 257 | 0,157 | 1116 | 0,683
7 | 10750 | 11000 | 210 | 0,129 | 1326 | 0,812
8 | 11250 | 11500 | 133 | 0,081 | 1459 | 0,893
9 | 11750 | 12000 88 | 0,054 | 1547 | 0,947
10 | 12250 | 12500 47 | 0,029 | 1594 | 0,976
11 | 12750 | 13000 28 | 0,017 | 1622 | 0,992
12 | 13250 o0 11 | 0,007 | 1633 | 1,000
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Z3klady biostatistiky
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graficka znazornéni

histogram pro hmotnost v jednom roce

histogram napravo podle tfidnich ¢etnosti udava relativni Cetnosti
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variacni rada, poradi

nutno rozliSovat x; a X(i)
» pavodni hodnoty spojité veli¢iny (kvantitativni znak)
X1, X2y -y Xn napr. 7, 4, 5, 4, 2
» variacni fada [sort(x)]
X(l) < X(2) . < X(n) napF. 2, 4, 4, 5, 7

» poradi: [rank(x)]
na které misto ve varia¢ni radé se dostane dana hodnota
nejmensi dostane poradi 1, druhd nejmensi dostane 2, ...
» je-li nékolik hodnot stejnych, dostanou primér
z odpovidajicich poradi
» poradi hodnot 7, 4, 5, 4, 2 jsou po radé 5, 2,5, 4, 2,5, 1
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graficka znazornéni 16(222)

empiricka distribu¢ni funkce

relativni etnost hodnot, které jsou nejvyse x | Fp(x) =

nase variacni fada: 2, 4, 4, 5, 7

Fa(x)
00 0.2 04 06 08 1.0
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empiricka distribu¢ni funkce

Fa(X)
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

X
» priklad: vaha déti v jednom roce

» pripomina hladkou neklesajici funkci
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miry polohy 18(222)

praméry

> pramér [mean(x)]

_ 1
Xx=—1+x+...+x)==) X
n n

> vaZeny pramér s vyuZitim Cetnosti (n = 3_; n;)

1 1 &
>‘<:E(nle—i-nzx;—k...—i-nmx;,)zzg nix;
Jj=1

> obecngji s nezapornymi vahami w; hodnot XJ?"

2w

Zjo

X =

[weighted.mean(x, w)]
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miry polohy 19(222)

priklad: vazeny primér zndmek vazeny kredity

jaky je nevazeny pramér?

znamka | kreditd | soudin
1 6 6
2 4 8
2 2 4
3 4 12
celkem 16 30
6-1+-4-24+2.24+4.3 30
X = = — =1.875
X 6141214 6

[weighted.mean(x=c(1,2,2,3),w=c(6,4,2,4))]
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miry polohy 20(222)

dalSi miry polohy

opét jsou duleziré zavorky kolem indext

» median (prostfedni hodnota, NIKOLIV stfedni hodnota)

X(n£1y n liché

% (X(g) + X(g+1)> n sudé

X =

[median(x)]

> minimum, maximum

Xmin =X(1) [min(x)]
Xmax =X(n) [max(x)]

[range(x)] spoditd dvojici (Xmin, Xmax)
> variacni pramér [mean(range(x))]
1 1
2 (X(l) + X(n)) ) (Xmin + Xmax)
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miry polohy 21(222)

kvartily, decily

» median x je Cislo, které déli data na dvé poloviny: hodnot
mensich nebo stejnych jako median — hodnot vétsich nebo
stejnych jako median [median(x)] [quantile(x,probs=1/2)]

» dolni kvartil Q; je Cislo, které oddéli ¢tvrtinu hodnot
(mensich ¢&i stejnych jako Qq) od tfi ¢tvrtin hodnot (vétSich &
stejnych jako Qi) [quantile(x,probs=1/4)]

» horni kvartil Q3 je Cislo, které oddéli tfi ¢tvrtiny hodnot
(mensich & stejnych jako Q3) od ¢tvrtiny hodnot (vétsich ¢i

stejnych jako Q3) [quantile(x,probs=3/4)]
» prvni decil je Cislo, které oddéli desetinu nejmensich hodnot

od ostatnich hodnot [quantile(x,probs=1/10)]
> percentil x, je Cislo, které oddéli 100p % nejmensich hodnot

od ostatnich hodnot [quantile(x,probs=p)]
» nékolik percentili souc¢asné [quantile(x,probs=(0:4) /4)]
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miry polohy 22(222)

vypocet percentilu x,
jeden z nejéastéji uzivanych postupd, téz v R
» najde se celé Cislo k splnujici
k=1_,<
n—17 n—1
> tedy k =1+ (n—1)-p]
(|x] znamena celou &&st z x, zaokrouhli dol)
> provede se linedrni interpolace mezi x()) a X(x11)
({x} znamena zlomkovou &ast x, o kolik presahuje celé ¢islo)

g={1+(-1)-pt=010+(-1)-p)—k
Xp = (1=q) Xy + G X(k+1)
» napf. pro n =99, p = 0,25 bude
k=|1+(99—-1)-0,25| =[25,5] =25, ¢=255—-25=0,5
Q1 = x0,25 = 0,5 - x(25) + 0,5 - x(26)
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miry polohy

krabicovy diagram

5 10 15 20

[boxplot(c(4,5,8,9,10,13,21),horizontal=TRUE,col=7,pch=16)]
znazoréna rada statistik pro data: 4, 5, 8, 9, 10, 13, 21
» median (x = 9) — pricka obdélnika
» kvartily (Q1 = 6,5, Q3 = 11,5) — kratsi strany obdélnika
> tykadla od kvartilu k minimu (maximu), pokud neni odlehlé
» odlehlé pozorovani — je dal, nez 3/2- (Q3 — Q1) (=7,5)
od blizsiho kvartilu
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miry polohy 24(222)

vlastnosti miry polohy

> pricteme-li ke kazdé hodnoté x stejnou konstantu a, musime
tutéz konstantu a pricist k priméru (medianu, kvartilu, ...)

» vynasobime-li kazdou hodnotu x stejnou kladnou konstantou
b, musime pramér (medidn, kvartil, ...) vyndsobit totéz
konstantou b

» pro dobrou miru polohy u(X) plati:

(b X) = b- p(X) (b>0)

» dobra mira polohy je citlivd vici posunuti i vici zméné
méritka, zachova je
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miry variability 25(222)

miry variability

» mira variability o(x) Ciselné charakterizuje jinou vlastnost,
nez miry polohy, proto na poloze nesmi zaviset

» ukazuje nakolik jsou zjisténé hodnoty nestejné, velikost jejich
kolisani, jejich variabilitu

» pro dobrou miru variability o(X) plati:
ola+ X) =a(X)
olb-X)=b-o(X) b>0

» pricteni konstanty a miru variability nezméni,
na vyndsobeni kladnou konstantou b reaguje
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miry variability 26(222)

smérodatnd odchylka, rozptyl

1 n
> rozptyl (variance, s2 = b?s2) |s? = —3 (x; — X)?
i=1
[var(x)]
» napr. pro data: 4, 5, 8, 9, 10, 13, 21 dostaneme x = 10,
tedy
1 196
s2 = ﬁ((4—10)2+(5—10)2+...+(21—10)2) =
» smérodatna odchylka
1 n
— _%)2
Sx 12 (x; — X) [sd(x)]
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dalSi miry variability

> rozpéti R = Xmax — Xmin

> kvartilové rozpéti ‘ Ro=Q:— @

» variacni koeficient (nespliiuje ani jeden pozadavek)
slouzi k porovnani variability pfi rGiznych Grovnich

Sx
VX: -

X

» entropie (pro nominalni, pozadavky nemaji smysl, nezavisi na
oznadeni hodnot, jen na jejich relativnich &etnostech)
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priklad ICHS: vztah muzi ke koureni

vztah ke koufeni
vzdél. | nekufak/byvaly stfedni silny celk. H
zakl. 25 214% | 14 12,0 % 78 66,7 % 117 | 0,854
odb. 83 28,0 % | 24 8,1% | 189 63,9 % 206 | 0,847
stf. 99 332% | 24 8,1% | 175 63, % 208 | 0,882
VS 115 483 % | 17 71% | 106 445 % 238 | 0,900

muzi se zakladnim vzdélanim:

2 2 14 14
H:_< 5 5 | 78 78

vétsi vyrovnanost = vétsi entropie
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2z-skéry 29(222)

z-skéry

> z-skory (normovana veli¢ina)

7= X"S:X, i=1,2,...n|[(xmean(x))/sd(x)]

v

hodnoty z1, 25, ..., z, ,ztratily" informaci o poloze a
variabilité, vzdy platiz =0, s,=1

pricteni konstanty ani nasobeni konstantou z-skéry nezméni
hodnoceni vlastnosti nezavislych na poloze a variabilité

pro data: 4, 5, 8, 9, 10, 13, 21 plati x = 10,s, = 5,715
proto dostaneme

4-10 21-10
- — 1050,... .77 = = — 102
A= 5715 050,y 27 = oo = 1,925
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Sikmost, Spicatost

» Sikmost (primér 3. mocnin z-skérti)
B 12”: - 12”:<x,-—x>3

oo ni:IZi - iz x

[mean(((x-mean(x))/sd(x))"3)]

» Spicatost (primér 4. mocnin z-skérli zmenseny o 3)
_1iz4_3_1i<x,-—x>“_3

g2_ni:1 ’ _nizl &

[mean(((x-mean(x))/sd(x))"4)-3]

> g1, 82 se pouzivaji k posouzeni normality

» pro data: 4, 5, 8, 9, 10, 13, 21 dostaneme

81 = 0,771 82 = —0,770
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normalni diagram 31(222)

normalni diagram

v

k ovérovani predpokladu normalniho rozdéleni

v

porovnava skutecnou variacni fadu s idedlni fadou normalniho
(Gaussova) rozdéleni

v

v idedInim pripadé body témér na primce

v

systematicka odchylka ukazuje na rozdéleni, které neni
normalni

konvexni ¢i konkavni pribéh — nesymetrie (nenulova Sikmost)
esovity pribéh — nenulova Spicatost

[aqnorm(x)]

pfimku vlozi [qqline(x)]

vV v v VY

2. prednaska 3. bfezna 2009 Zaklady biostatistiky  (MD710P09) ak. rok 2008/2009



normalni diagram 32(222)

priklad: vék matky, ¢isla 1 az 99

vék matek: g = 0,741, g = 0,220 Cislalaz99: g1 =0, g =-1,236

o o _|
g - o g - gD N I
1
' o _| —
— ' — —
1
o
—
T n — ]
2 - | 2 - ] -
— OO o -
T T T T T T T T T
-2 0o 1 2 20 25 30 35
— — 0l 3 ]
1
8 : 8 ®
2 8 ©
g - g - < -
] - : ] - ~ -
1
o — o -0 —
T T T T T T T T T T T
-2 0 1 2 0 20 60 100
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dvojice znaki 33(222)

zavislost dvojice znaki

» moznost zkoumani zavislosti dvou znaki
> zplsob znazornéni (prokazovani) zavisi na méfitcich znakd

» kvantitativni — kvantitativni
rozptylovy (bodovy) diagram
korelace, regrese

» kvantitativni - kvalitativni
krabicovy diagram
t-test, ANOVA

» kvalitativni - kvalitativni
kontingencni tabulka
chi-kvadrat test, Fishertv exaktni test
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dvojice znaku

kvantitativni — kvantitativni

>

v

34(222)

pokud zaleZi na sméru zdvislosti, pak vysvétlovanou (zavisle
proménnou) veli¢inu umistime na svislou osu y
korelacni koeficient vyjadfuje silu a smér vzajemné zavislosti

n

1
-1

_ Sy
Ixy = )
Sx - Sy

i=1

[cor(x,y)]
Sxy — Vybérova kovariance

S — %)y —

y)

pomoci z-skérl (nezavislost na poloze a méfitku)

1

Xj — X

Yy

Iy = i(

i=1

n—1 Sy

)05

)

pro ry, > 0 s rostoucim x v priiméru roste y
pro ry, < 0 s rostoucim x v priiméru klesa y
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dvojice znaki 35(222)

kvantitativni — kvantitativni, priklady
vlevo — z3vislost vahy v 24. tydnu na porodni véze s rozliSenim pohlavi (data: Kojeni)
vpravo — zavislost IQ na pramérné zndmce v 7. tfidé (data: 1q3)

S ° QL g e
® hoch S e ® hoch
o divka ° o e divka
° o |8%
(3]
i
(]
8
=)
c -
©
=S =
. —
:\l“ [ee] g -
>
< 8
= —
g
>
~ o
(<)
8
°
© ° ®
e o
o

T T T T T
2.0 25 3.0 3.5 4.0 1.0 15 2.0 25 3.0

porodni vaha znamky v 7. tfidé

r =0,429 r =—0,689
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dvojice znaki 36(222)

kvalitativni — kvalitativni

» kontingencni tabulka
obsahuje prehledné zapsané Gplné Gdaje
» sdruzené Cetnosti jednotlivych kombinaci hodnot dvou znaki
» margindlni Cetnosti:
» Fadkové marginalni Cetnosti: souCty sdruzenych Cetnosti
v jednotlivych fadcich (pro jednotlivé hodnoty ¥adkového
znaku)
» sloupcové margindlni Cetnosti: soucty sdruzenych Cetnosti
v jednotlivych sloupcich (pro jednotlivé hodnoty sloupcového
znaku)
» [table(F,G)] nebo [xtabs(~ F + G)]
resp. [xtabs(~ F + G, data=DataFrame)]
kde F a G jsou v R faktory, DataFrame je databaze
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dvojice znaku

priklad: koureni u muz{
data: Ichs

37(222)

vzdélani | zadkl. odb. mat. VS

nekutdk | 14 55 55 73
byvaly k. | 11 28 44 42

kutak 14 24 24 17
silny k. 78 189 175 106

nekuréak —
byvaly k.
kurak
silny k.

goom

celkem 117 296 298 238

v grafu znazornény absolutni Cetnosti
(sdruzené, marginalni Cetnosti)
[barplot(t,beside=TRUE)]

celk. g |
197 -
125
79| 8-
548
949

Z4KI. odb. mat. A
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dvojice znaki 38(222)

relativni ¢etnosti v kontingenéni tabulce

» Fadkova procenta (relativni Cetnosti v daném radku)
» podil jednotlivych hodnot sloupcového znaku pro danou
hodnotu Ffadkového znaku
» podminéné rozdéleni hodnot sloupcového znaku pro danou
hodnotu radkového znaku
» sloupcova procenta (relativni ¢etnosti v daném sloupci)
» podil jednotlivych hodnot fadkového znaku pro danou hodnotu
sloupcového znaku
» podminéné rozdéleni hodnot fadkového znaku pro danou
hodnotu sloupcového znaku

» nezavislosti obou znak( odpovida situace, kdy jsou napr.
sloupcova procenta pro vsechny hodnoty sloupcového znaku
podobné
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dvojice znaku

priklad: koureni u muz{

podminéné relativni Cetnosti

marginalni relativni Cetnosti

vzdélani zakl. odb. mat. VS celk.
nekufdk | 12,0 % 18,6 % 185 % 30,7 % | 20,6 %
byvaly k. | 94% 95% 148% 17,6 % | 13,2 %
kurak 12,0 % 8,1 % 8,1 % 7,1 % 83 %
silny k. | 66,7 % 639% 587 % 445 % | 57,8%
celkem 100% 100% 100% 100% 100%
- z4aK. odb. mat. VS -

celk.

2. prednaska

3. bfezna 2009

Z3klady biostatistiky

(MD710P09) ak. rok 2008/2009



dvojice znaki 40(222)

kvantitativni — kvalitativni
vaha v jednom roce podle pohlavi, data: Detil633

vVvyYVvyVvyy

Ize chdpat jako zavislost spojité veli¢iny na kvalitativni
srovnani soubor( dat (spojita veli¢ina)

krabicové diagramy resp. empirické distribucni funkce
priklad: hmotnost chlapcl a divek v jednom roce
nezavislosti odpovida podobné umisténi krabic resp.
empirickych distribucnich funkci

o 1.0 —
o
14 — (=)
°
° R 0.8
—8 |
. ' '
12 ' ' 0.6 —
< I |
B !
< |
10 — 0.4 —
'
\ '
' . 0.2 —
8 — ' '
, _
— 3
o 0.0 —
T T T T T T
divka hoch 8 10 12 14
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dvojice znaki 41(222

priklad: zavislost vysky otce na vzdélani matky
data: Kojeni

» porovname vysky otcl ve skupinidch podle vzdélani matky
» napravo znazornime priméry a smérodatné odchylky

» intervaly kolem priméru mivaji i jinou interpretaci (jsou jiné)

195 _ 195
—_ '
'
190 _ : : 190 et
' !
' I e T Y RN .
185 ' 185 , |
[ N B e A e (R
, '
]
180 180 ;‘/.‘/T
| '
| N | !
175 - ! 175 | | SR
X . —_ . PRSI
PRSP
170 ! . 170
)
X 1
165 ' 165
—_
°
T T T T T T
zakladni  maturita VS zakladni  maturita vSs
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nahodné jevy

Nahodné jevy

nahodny pokus vysledek predem neurcity

» predpoklada se stabilita relativnich €etnosti moznych

vV vV v vV vV VY

vysledkd, kterd s nezavislymi opakovanimi pokusu roste

nahodny jev tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu
(podmnozina mnoziny Q)

jisty jev ) nastava vzdy

nemozny jev () nenastava nikdy

podjev: B C D znamend B = D

jev opaény: D < neplati D

pranik jevh B N D nastaly oba jevy
sjednoceni jevilt D U B nastal aspoii jeden

nesluéitelné jevy BN D = ()

42(222)
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nahodné jevy 43(222)

znazornéni pomoci Vennova diagramu
cely obdélnik — jev jisty

Bc D= P(B)<P(D) P(B)=1-P(B)

Q Q

velikost plochy odpovida pravdépodobnosti
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pravdépodobnost 44(222)

BND=0)= obecné plati
P(BUD)=P(B)+P(D) P(BUD)=P(B)+P(D)—-P(BND)
Q Q

velikost plochy odpovida pravdépodobnosti
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pravdépodobnost 45(222)

pravdépodobnost

» objektivni Ciselné vyjadreni ,,nad€je”, Ze nastane jev B
» modelovy protéjsek relativni Cetnosti

» pravdépodobnost (pst) by méla mit stejné vlastnosti jako
relativni Cetnost:

» [0<P(B)<1
» [P(Q) =1,P0) =0
> |[BND=0=P(BUD)=P(B)+P(D)]
(s¢itani pravdépodobnosti)

> |[P(BUD) = P(B) +P(D) - P(BN D)]
» |[BC D= P(B)<P(D)

» |P(B)=1-P(B)
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pravdépodobnost 46(222)

» klasicka definice psti

» m stejné pravdépodobnych elementarnich jevl wi,...,wny
> jsou neslucitelné, sjednoceni vSech je jisty jev
» mpg elementdrnich jevl pfiznivych jevu B

(tj. takovych w;, Ze w; € B, je pravé mg)

» priklad
» hazi se dvéma kostkami (modra, zelend)
» B — soucet aspon 10

m=6-6=36; mg=6 = P(B)=—

pFiznivé moznosti: (6,4), (6,5), (6,6), (5,5), (5,6), (4,6)
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pravdépodobnost 47(222)

hypergeometrické rozdéleni

priklad na klasickou pravdépodobnost

> kombinaéni &islo (}) = k!(n"_!k), = "("_,i,)(:;(l’;._..lﬁl)

» v rybniku je N ryb (zpravidla nezndmy pocet)
A ryb vylovime, oznacdime a vypustime zpét

» po néjaké dobé vylovime n ryb, z nich Y je oznacenych
> s jakou pravdépodobnosti je Y = k?

> celkem (”\7’) moznych n-tic vylovenych ryb

> k oznadenych Ize vybrat (%) zptisoby

> n — k neoznalenych Ize vybrat ('~#) zpasoby

(o) (2=
P(Y = k) = ~——, max(0, n+A—N) < k < min(A, n)

()

> nap¥. odhad neznémého N: N = n% (nebot Y/n = A/N)
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priklad rodina

(nejmladsi, prostfedni, nejstarsi)

pravdépodobnost 48(222)

tfi sourozenci, celkem 8 elementarnich jevl wy,...,ws

wj D|B|BnD|BuUD | C
(m, m, m) +
(Ffomom) |+ |+ ] + + |+
(m, f, m) + + +
(f,f,m) | + + +
(f,f, f) | + +
(m,f,f)

(f,mf) | + +
(m,m, f) + +

D nejmladsi je divka, P(D) =4/8 =1/2

B v rodiné je jedina divka, P(B) = 3/8

B N D jedind divka je nejmladsi, P(BN D) =1/8
P(BUD)=P(B)+P(D)-P(BND)=3+4-1=2¢
C nejstarsi je hoch, P(C) =4/8=1/2
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podminéna pst 49(222)

podminénd pravdépodobnost
kdyZ vime, Ze nastalo A (je to jisté, pst A za podminky A je rovna 1), pak podminéna
pst jevu B za podminky A bude rovna relativni velikosti B N A vzhledem k velikosti A

P(AN B)

P(BIA) =~ 50z
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podminéna pst 50(222)

priklad rodina
B — jedina divka, D nejmladsi je divka
> jaka je pst jevu B (v rodiné je jedina divka)
kdyZz vime, Ze plati D (nejmladsi je divka)?

wj D|B|DnB
(m, m, m) P(B|D) = B2 _ ys_1_2
(Ff,mm) | + | + + mp 4/8 4 8
(m, f,m) +
(F.f.m) | + > jaka je pst jevu B (v_rodiné je jedind divka)
(f,f,f) | + kdyZ vime, Ze plati D (nejml. neni divka)?
(m, f,f)
(f,m,f) + P(B|5):m505:%:g:i
(m, m, f) + ms 4/8 4 8
2 3 _ 4
P(B|D)==<P(B)=><P(B|D) =~
(BID) = 2 < P(B)= 2 < P(BID) = «

jev B tedy zavisi na jevu D!
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nezavislost 51(222)
nezdvislost ndhodnych jevi

» kdyz vime, Ze nejstarsi je hoch (C), jaka je

w; D|C pak pst, Ze nejmladsi je divka (D)?
(m, m, m) + » dva ze Ctyf elementarnich jevid, tedy
(f,mm) | + | +

f
((,)7‘771";:)) o4 monc _2/8 _2_ 4 _mp
(m,f,f)
(F.m,f) | + » zde pst jevu D nezavisi na tom, zda plati C
(m,m,f) » nezavislost: pst jevu D nezavisi na tom, zda

C nastal ¢&i nenastal

muzeme upravit na definici nezavislosti nahodnych jevi
mpnc _ Mp mc
m m m

[P(DN C) =P(D)P(C)|
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nezavislost 52(222)

vlastnosti podminéné pravdépodobnost a nezdvislosti

» pravdépodobnost jevu D za podminky jevu C

_ mpnc _ mpnc/m _ P(DNC)
PRI = = Tmejm ~  P(O)

» pravdépodobnost priiniku jevii D, C obecné

P(DN C)=P(D|C)P(C)
P(CND)=P(C|D)P(D)
(ale P(CND)=P(DNC), nebot DNC=DnNC)
» pro nezavislé jevy plati (nasobeni psti)
[P(DN C) =P(D)P(C)|
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Bayes 53(222)

vzorec pro Uplnou pst, Bayesiiv vzorec
poéitdme P(Hi|C), napf. C — spravna odpovéd, H; — spravna zndmka j

7 P(Hy) = 0,231
f S H4 P(H,) = 0,375
NG P(Hs) = 0,219
c P(Hy) = 0,175
P(C|H:) = 0,589
P(ClHy) = 0,362 (prot je P(C|Hp) < P(C|Hy)?)
P(C) =P(CNH1)+P(CNH,)
P(CNHy) =P(C|H)P(H1), P(CNHz)=P(C|H2)P(H2)
P(H1 N C) = P(H1|C)P(C)

P(C)  P(C|H)P(H1) + P(C|H2)P(H2) 2
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Bayes 54(222)

obecny vzorec pro Gplnou pravdépodobnost

(totéz, ale obecné))

> Hi, ..., Hk neslu¢itelné (tj. Hi N H; = 0 pro i # j)
» sjednoceni Hi, ..., Hy da jev jisty (tj. H1 U ... U H, = Q)

z definice podminéné psti plyne P(C N H;) = P(C|H;) - P(H;)

P(C)

CNO)=P(CN(HLUH,U...UHy))
(CNH)U(CNH)U...U(CN Hyg)) (nesluditelné jevy)
CNH)+P(CNHy)+...+P(CN Hy)

Cl|H1)P(H1) + P(C|H2)P(H2) + ... + P(C|Hy)P(Hx)

—~ ~ ~

P
P
P
P

k
tedy obecné |P(C) = Z P(C|H;)P(H;)
j=1

P(C) je vazenym primérem podminénych psti P(C|H;)
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Bayes 55(222)

Bayesiiv vzorec

stejné predpoklady: H; neslucitelné, sjednoceni vsech jisty jev

P(C M H,')

P(H,|C) _ P(H,' N C) P(Hi)

P(C)

odtud je pro libovolné zvolené i

P(C[H;) =

P(H;N C) = P(C N H;) = P(C|H)P(H))

proto pro kazdé i, i =1,..., k plati

P(H,'|C) _ P(H,' N C) _ P(C|H,')P(H;) o P(C|H;)P(H,')

P(C) P(C) 5 P(CIH)P(H))

Hi, ..., Hx —hypotézy, P(H;|C),...,P(Hk|C) — aposteriorni psti
P(H1),...,P(Hk) — apriorni psti (nutné P(Hy) + ...+ P(Hx) = 1)
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Bayes 56(222)

priklad: zkousSeni

H; - student si zaslouzi zndmku j, ucitel studenta (tedy j) nezna
C — student spravné odpovi na poloZenou otazku

P(H;) — apriorni predstava ucitele o neznamém studentovi
P(C|H;) — obtiznost otazky, voli uditel

H; | P(H)j) | P(CIH)) | P(CIH)P(H)) | P(HC) | P(Hi|G) | P(H|G)

1] 020 | 1,00 0,2000 02694 | 0,3451 | 0,4230

2| 035 | 080 0,2800 0,3771 | 0,3865 | 0,3790

3025 | 065 0,1625 02189 | 0,1822 | 0,1452

4] 020 | 050 0,1000 0,1347 | 0,0863 | 0,0529

S | 1,00 0,7425 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
P(C) = 0,7425

podobné C,, (3 spravné odpovédi na dalsi stejné obtizné otazky,
kdyZ pouzijeme predchozi aposteriorni psti jako apriorni
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Bayes 57(222)

senzitivita, specificita, prevalence

» D — subjekt je nemocen, prevalence — podil nemocnych v
populaci P(D), zvolme P(D) = 0,001
» nemoc je skrytd, vyhleddvame ji pomoci testu s vlastnostmi:
» P(P|D) — pravdépodobnost pozitivniho vysledku u nemocného
(senzitivita, pokud mozno velkd, zvolme P(P|D) = 0,98
pozitivné reaguje 98 % nemocnych)
» P(P|D) - pravdépodobnost negativniho vysledku u zdravého
(specificita, pokud mozno velka, zvolme P(P|D) = 0,99
pozitivn& reaguje jen 1 % zdravych)
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Bayes 58(222)

senzitivita, specificita, prevalence

> jaka je pst, ze pozitivné reagujici je opravdu nemocny?

P(P|D)P(D)
(PID)P(D) + P(P|D)P(D)
B 0,98 - 0,001
~ 0,980,001 + 0,01 - 0,999

P(DIP) =

= 0,089

> jaka je pst, Ze jde o zdravého clovéka v pripadé, Ze test byl

negativni?
P(P|D)P(D) + P(P|D)P(D)
0,99 - 0,999

~ 0,990,099 + 0,020,001 0,99998

» porovnej s apriornimi pstmi: 0,001 resp. 0,999
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néh. vel. 59(222)

nahodna veli¢ina

» Ciselné vyjadreny vysledek nahodného pokusu
» predem nevime, ktery vysledek vyjde, zndme jen
» mozné hodnoty
> jejich pravdépodobnosti
» kazdému elementarnimu jevu pfiradime redlné Cislo
» diskrétni rozdéleni nihodné veli¢iny X
» model pro poéty pfipadl (Cetnosti)
» mozné hodnoty x{', x5, . ..
» psti hodnot P(X = x{), P(X = x§), ... (pstni funkce)
> spojité rozdéleni nihodné veli¢iny X
» model pro spojitou veli¢iny (délka, vaha, koncentrace ...)

» obor (mnozina) moznych hodnot X
» hustota f(x)
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néh. vel. 60(222)

priklad: rodina

nahodna veli¢ina X — pocet dévcat
rozdéleni X ddno hodnotami x a pstmi téchto hodnot P(X = x)

J
wi Xi | X} J X' | mj P(X = XJ*)

(mymym)| 0| O 1 0 1 1/8

(mym,f) | 1 2 1] 3 3/8

(mf,m) | 1] 1 3 2| 3 3/8

(Ff,m,m) | 1 4 3| 1 1/8

(F.f,m) | 2 soucet 8 8/8

(f,m,f) 21 2 4

(m,f,f) | 2 _ _

(F,f.f) | 3] 3 " ;m’ °
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distr. fce 61(222)

distribu¢ni funkce

proté&jsek empirické distribuéni funkce (str. 16),

> pst, ze X neprekrodi x ‘ Fx(x) =P(X < x) ‘
» diskrétni rozdéleni: Fix)=> P(X=t)
t<x

> spojité rozdéleni: F(x) = [*__ f(t)dt, kde f(x) = dﬁ(j)

» vlastnosti distribuéni funkce

0<F(x)<1
neklesajici: x1 < xo = F(x1) < F(x2)

‘P(X1 <X <x)=F(x)-— F(Xl)‘

P(X < Xz) = P(X < Xl) + P(Xl < X< X2)
F(x2) = F(x1) + P(x1 < X < x2)
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distr. fce 62(222)

priklad diskrétniho rozdéleni

rozdéleni poctu dévéat X

J x* | P(X =x¥) | Fx(xF)

T 0 s i8] ¥ —

2 1 3/8 4/8 ; -

3 2 3/8 7/8 ; —_

4 3 1/8 8/8 i
soucet 8/8 0 0 1 2 3 x
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distr. fce 63(222)

hustota spojitého rozdéleni
[density function]

» plocha pod celou hustotou je rovna jedné

o0
F(x) >0, / Fx)dx = 1
—00
» plocha pod hustotou nad intervalem xj, x> je rovna
pravdépodobnosti, Zze X je mezi x1, xo

y P(x; < X < x2) Y, P(xp < X < xp +9)

y =) Pl < X < 49 y =)

0
X X1xp + 6 x2xp + 6 x
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distr. fce 64(222)

geometricky vyznam hustoty

Vv,

odtud [Pl < X <x) = F(x) — F(x1)]
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kvantily 65(222)

p-kvantil x,

> X, je hodnota, pod kterou je 100p procent pravdépodobnosti

P(X<x) =p

» populacni protéjsek percentilu
» napf. [qnorm(0.975)] da 1,959964 = 1,96

) y y =fx)
y=Fx)

T
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krit. hodn. 66(222)

kritickd hodnota x(«)

kritickd hodnota x(«) je prekroena s psti «

[P(X > x(a) = |

napf. [qnorm(1-0.025)] d4 1,959964 = 1,96
1- y y = f(x)
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stf. hodn. 67(222)

stredni hodnota

pokradujeme v idealizovanych predstavach

» mira polohy, populaéni pramér

metoda vypocltu se znaci EX

vypoctend hodnota se znadi i nebo Gplnéji px
vazeny pramér moznych hodnot

idedIni proté€jsek vybérového priméru

diskrétni rozdéleni: vahami jsou pravdépodobnosti

vVvyVvyVvyy

Jj

> spojité rozdéleni: misto vah je hustota fx(x)

uX:EX:/ x fx(x)dx
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stf. hodn. 68(222)

priklad rodina

X — pocet dévcéat mezi tfemi détmi

J | X | PX=x) | x-P(X=x])
1 0 0,125 0,000
2 1 0,375 0,375
3 2 0,375 0,750
4 3 0,125 0,375
soucet 1,000 1,500

1 3 3 1
—0-24+1-242.24+3.2

Hx g Tt gte gt s
—0.0,125+1-0,375+2-0,375 + 30,125

=15
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rozptyl

rozptyl o2, smé&rodatna odchylka o

vV v . v. v Y

mira variability, populacni rozptyl, popul. smér. odchylka
udavd velikost kolisani (variabilitu) kolem stfedni hodnoty
metoda vypocltu se znaci var X

vypoctend hodnota o2, (plné&ji af(

Ize vyjadrit pomoci stredni hodnoty

0% =varX =E (X — ux)? = E(X?) — (ux)?

» idedlni protéjsky vybérového rozptylu, smér. odchylky

diskrétni rozdéleni

ok =varX =37 (5 —x)"P (X = %))
J

spojité rozdéleni 0% = [T (x — px)?fx(x)dx

69(222)
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priklad rodina

X — pocet dévéat mezi tfemi détmi, ux = 1,5

rozptyl 70(222)

3. prednaska

10. bfezna 2009

Z3klady biostatistiky

J | x5 [ PX=ox) [ —px | (g —mx)” | (g —px)" PX = x7)
1 0 0,125 -156 2,25 0,28125
2 1 0,375 -0,5 0,25 0,09375
3 2 0,375 0,5 0,25 0,09375
4 3 0,125 15 2,25 0,28125
> 1,000 0,75000

ox = > (¢ —ux)p

J
= (0-1,5)2-0,125+ (1 —1,5)2-0,375
+(2-1,5)%-0,375 4+ (3 — 1,5)% - 0,125 = 0,75
ox = /0,75 = 0,866025

(MD710P09) ak. rok 2008/2009



sdruzené rozdéleni

» abychom mohli popsat zavislost nahodnych veli¢in, zajimame
se o spoleéné chovani dvojice (trojice,. ..) ndhodnych veliin,
tedy chovani ndhodného vektoru

» priklad rodina

» X — poclet dévcat v rodiné s tfemi détmi
> Y — pocet dév€at mezi dvéma starSimi détmi
» Z — pocet hochl v rodiné s tfemi détmi

> zajima nas rozdéleni ndhodného vektoru (X, Y)

» pro¢ nema smysl| vySetfovat vektor (X, Z)?
(protoze Z je uréeno X jednoznacné: Z =3 — X)

4. prednaska  17. bfezna 2009 Zaklady biostatistiky  (MD710P09) ak. rok 2008/2009



sdruzené, marginalni a

sdruzené rozdéleni — popisuje spolecné chovani X, Y

P(X =x{,Y =y/)|resp. | fx v (x,y)

marginalni rozdéleni: chovani jedné bez ohledu na hodnotu druhé

=Y PX=x\Y=y) Vx

P(Y =) ZP =X Y =yf) Wy

: chovani Y pri dané hodnoté X

P(szf,Y:)/j*)
P(X = x¥)

P(Y :yj*|X =x) =
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priklad rodina

X pocet dévcat, Y pocet dévcat mezi dvéma starSimi détmi

sdruzené, marginalni a

_yj*
x; 0 1 2 celkem
wj Xi  Yi 0]1/8 0 0 1/8
(mymm) | 0 0 1]1/8 2/8 0 | 3/8
(mmf) | 1 1 2 0 2/8 1/8| 3/8
(mf,m) |1 1 3] 0 0 1/8| 1/8
(f,mm) | 1 0 2/8 4/8 2/8 1
f,f,m 2 1 v
Ef, m, fg 2 1 X;" 0 i 2 celkem
(m,f,f) | 2 2 0 1
(F.FF) [3 2 L !
2 1
3 1
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kovariance

74(222)

kovariance

protéjsek sy,

kovariance vyjadfuje vzajemnou zavislost ndhodnych veliin:

ox,y = E(X = ux)(Y — py)

UXY—ZZ —ux)(y; —y)P(X =X Y =y)

oznadeni metody vypoctu: cov(X, Y

zfejmé plati ‘ cov(X, X) = var X ‘ tj. |ox x = ai
nahodné veli¢iny jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz plati
(ze znalosti hodnoty jedné nic nevime o druhé)

jsou-li X, Y — nezavislé = (nikoliv obracena implikace)
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kovariance 75(222)

priklad rodina

_)/j*
X/ 0 1 2 celkem
0 0,125 0 0 0,125
1 0,125 0,250 0 0,375
2 0 0,250 0,125 | 0,375
3 0 0 0,125 | 0,125
celkem | 0,250 0,500 0,250 | 1,000

px =0-0,125+1-0,375+2-0,375+3-0,125 = 1,5
pwy =0-0,250 4+ 1-0,500 4+ 2- 0,250 = 1
0% =(0-15)2-0125+... 4+ (3—-1,5)%-0,125 = 0,75
03 =(0-1)2.025+(1-1)2-05+(2—-1)?-025=0,5
oxy =(0—-15)-(0—1)-0,125+...=0,5

X, Y jsou zavislé, nebot napf. 0,25 - 0,125 # 0,125
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popul. charakteristiky

shrnuti vlastnosti populacniho priiméru a rozptylu

srovnej s pozadavky na miry polohy a miry variability

HatX = @+ i, ppx = B px,
2 2 2 2 2
Oa+X = 0X> Opx = B° - ok,
OatX = OX, ogx = |B] - ox,

pro soucet nahodnych veli¢in X 4+ Y ddle plati

HX+Yy = px + py

Okiy = 0k + 0% +20xy obecné
ox,y =0 pro nezavislé X, Y
Oxiy = 0k + 0% pro nezavislé X, Y

76(222)
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popul. charakteristiky 77(222)

ukazka dukazu

Ha+x = E(a+ BX)
= Z(a + Bx7)P(X = x)

=Y aP(X =x7)+ ) _ BxP(X =x])
=a) P(X=x)+8) xP(X=x)

=a+f-EX=a+ 08 px
normovani ndhodné veli¢iny X (populaéni obdoba z-skérii)

_ X
ox
= pnz =0, oz=1

V4 (bezrozmérné!)
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popul. charakteristiky

charakteristiky zalozené na normované verzi

charakteristiky X nezavislé na ux a ox, protéjsky popisnych statistik
» (popula¢ni) korelaéni koeficient

X—px Y —py\ _ oxvy
ox oy oX0y

pxy = cov (
» (populaéni) Sikmost ndhodné veli¢iny X

v =E 7X—,ux 3:7E(X_MX)3
gx O'§<

» (populadni) $pic¢atost ndhodné veli¢iny X (nékdy bez —3)

4

X — 4 E(X — ux)*
— <7MX> _3:M_3
Ox

78(222)
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diskrétni rozdéleni 79(222)

alternativni rozdéleni

nula-jednic¢kové, Bernoulliovo

pouze dvé mozné hodnoty: 1 (zdar), 0 (nezdar)
PX=1)=mnPX=0=1—-n

7 je jediny parametr, 0 < 7w < 1

X — pocet zdar( v jednom pokusu, kde pst zdaru je 7

X ~ alt(m)

ux =EX=1-74+0-1—-7m)=m

ox =varX=(1-m)2-7+0-7m)? (1—7) =n(l—m)

vV v v V. vV VY
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diskrétni rozdéleni 80(222)

binomické rozdéleni

Y ~ bi(n, )

n nezavislych pokustl takovych, ze

P(zdar) = m,P(nezdar) =1 -7, (0 <7 < 1)
Y je pocet zdar( v téchto pokusech

vV v v v

> |P(Y = k) = (Z)H(l )"k, k=0,1,...,n
[dbinom(k,n,pst)]

> napf. ze 7 vajicek se vylihne Y slepicek, Y ~ bi(7,1/2)

» napf. pfi 60 hodech kostkou padlo Y Sestek, Y ~ bi(60,1/6)

» predem nevime, kolik bude slepicek (Sestek), ale v
dlouhodobém priméru je relativni etnost blizkd 1/2 (1/6)
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binomické 81(222)

binomické rozdéleni pomoci alternativniho

v

Y ~ bi(n,)

Y je celkovy pocet zdar(i v n pokusech, tedy
Y:X1+X2+...+XHZZI’-':1X,',

kde X; je pocet zdar( v i-tém pokusu

z vlastnosti stfedni hodnoty (o¢ekdvany pocet zdart)

uy:EY:Ezn:X;:zn:EXi:zn:ﬂ':nﬂ'
i=1 i=1

i=1

v

v

v

» protoZe jsou pokusy nezavislé

n n n
0% = var ZX,- = ZvarX,- = Zw(l —7)=nnw(l—m)
i=1

i=1 i=1
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binomické 82(222)

priklad: kuraci

» mezi dvacetiletymi muzi je (feknéme) 35 % kufakd (m = 0,35)
» je-li dvacetiletych 70 tisic (m = 70 000), pak je kufakd asi
mm = 70 000 - 0,35 = 24 500, ale nevime, ktefi to jsou

» vyberme ndhodné n = 60 dvacetiletych muzi, oznacme jako
Y pocet kurak mezi nimi, je tedy Y ~ bi(60,0,35)

» stfedni hodnota (o¢ekdvany pocet), rozptyl
py =60-035 =21 0% =60-0,35-0,65 = 13,65 = (3,7)?

» ukazky pravdépodobnosti moZnych hodnot
k 15 17 19 21 23 25
P(Y =k) | 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059

» psti pocitany pomoci [dbinom(0:60,60,0.35)]
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Poisson 83(222)

Poissonovo rozdéleni

v

X ~ Po()\) (A>0)

» zakon vzacnych (fidkych) jevd

» kolikrat nastal jev béhem jednotkového casového intervalu,
na jednotkové plose, v jednotkovém objemu ...

ey
> P(X:k):Fe , k=0,1,...

> Lux = A, 0'3( = A
» pro velké n a malé 7 Ize rozdéleni bi(n, ) aproximovat
pomoci rozdéleni Po(n)

» napr. pocet kolonii na Petriho misce

4. prednaska  17. bfezna 2009 Zaklady biostatistiky  (MD710P09) ak. rok 2008/2009



Poisson
piklad

s jakou psti udéld 5 z 55 stejné pripravenych studentt zkousku na vybornou,
je-li pst jednic¢ky 0,17

» binomické rozdéleni Y ~ bi(55,0,1) [dbinom(5,55,0.1)]

P(Y =5) = (555> -0,15.0,9%0 = 0,179

» aproximace Poissonovym rozdélenim

Y ~ Po(55-0,1) = Po(5,5) [dpois(5, 5.5)]

55
~ 5l

5) e % =0,171

4. prednaska 17. bfezna 2009
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normalni rozdéleni 85(222)

normalni (Gaussovo) rozdé&leni N (s, o?)

— 2 _ 2
> X =W, Oy =0

> spojité rozdéleni, symetrické okolo stfedni hodnoty u

» maximalni hodnota hustoty pfiblizné 0,4/c
» N(0,1) (normované normalni rozdéleni):
o(x) = \/%e—%/z (hustota),
®(x) = [*_ (t)dt (distr. fce)
> X ~ N(u,0?), pak Z = X£ ~ N(0,1)

g

P(a<X<b):<I><b;M>—<I><a;M>

» model vzniku: soucet velkého poctu nepatrnych prispévki

» velmi ¢asto modeluje znaky v pomérovém méritku
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hustota N(y, o)

[dnorm(x,mu,sigma)]

w— 30 w— 20 w—o 1% w+o w+ 20 w+ 30
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normalni rozdéleni 87(222

normalni (Gaussovo) rozdé&leni N (s, o?)

vyznam parametri

©
S — N@O,1)
/m — N(,1)
N(0, 0,25)
© —— N(-1,0,25)
S \ — N, 4)
x 34 / )/\
o L
o |
o
o |
o

> spojité rozdéleni, symetrické okolo stfedni hodnoty u
» maximalni hodnota hustoty pfiblizné 0,4/c

» model vzniku: soucet velkého poctu nepatrnych prispévki
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normalni rozdéleni 88(222)

vypocet pravdépodobnosti, ze a < X < b
pouzije distribuéni funkci N(0, 1)

P(a< X < b) = Fx(b) — Fx(a) plati obecné pro spoj. rozdél.

X ~N(p,0?) = Z = % ~N(0,1)

R S G RUSD

o o o o

P(a<X<b):<I><b;M>—<I><a;M>

[pnorm((b-mu)/sigma)-pnorm((a-mu)/sigma)]

v programu R je distribu¢ni funkce N(u,az) s obecnymi parametry:

[pnorm(b,mu,sigma)-pnorm(a,mu,sigma)]
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normalni rozdéleni 89(222)

piklad

» u jakého dilu populace desetiletych hochl namérime vysku
od 135 do 140 cm, kdyz pro vysku desetiletych plati
X ~ N(136,1,6,4%)

» predpokladame zaokrouhlovani na cela Cisla pfi méreni:

140,5 — 136,1 o 1345 — 136,1
6,4 6,4

= 0,754 — 0,401 = 0,353

P(134,5 < X < 140,5) = ® (

[pnorm((140.5-136.1)/6.4)-pnorm((134.5-136.1)/6.4)]

» pomoci distribuéni fce s obecnymi parametry
[pnorm(140.5,136.1,6.4)-pnorm(134.5,136.1,6.4)]
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kritické hodnoty normalniho a Studentova t-rozdéleni

» normalni rozdéleni N(0, 1) [gnorm(1-alpha)]
Z~N(0,1): P(Z>z(a) =«

ze symetrie plati P(|Z| > z(a/2)) = «

» Studentovo t-rozdéleni t;
(podobné normalnimu, protoze misto o pouziva jeho odhad,
m3 vétsi rozptyl)

T~te: P(OT|> tk(a) =«

> jsou to spiSe kritické hodnoty |T| [qt(1-alpha/2,k)]
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nékteré kritické hodnoty

a 050 [ 0,25 [ 0,10 [ 0,05 | 0,01
z(a/2) 1 0,674 | 1,150 | 1,645 | 1,960 | 2,576
thO(a) 0,677 | 1,157 | 1,660 | 1,984 | 2,626
too() | 0,687 | 1,185 | 1,725 | 2,086 | 2,845

ts(a) | 0,727 | 1,301 | 2,015 | 2,571 | 4,032

» T ~ tx ma jediny parametr k (pocet stupiiti volnosti)

» s rostoucim k se chovani blizi normalnimu rozdéleni

» pro Z ~ N(0,1) je 95 % hodnot v intervalu (—1,960;1,960)
» pro T ~ ts je 95 % hodnot v intervalu (—2,571;2,571)

» pro T ~ tpo je 95 % hodnot v intervalu (—2,086;2,086)

» pro T ~ tip0 je 95 % hodnot v intervalu (—1,984;1,984)
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aproximace binomického rozdéleni normalnim

se stejnou stfedni hodnotou a stejnym rozptylem

rozdéleni bi(n, 7) Ize aproximovat pomoci N(nm, nm(1 — ))

—o—  bi(60,1/6)
—2&— bi(60,3/6)
——  bi(60,4/6)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
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dalsi rozdéleni souvisejici s normalnim

» V' ma rozdéleni (musi byt P(V > 0) =1 !I)
logaritmicko-normalni, plati-li |In V ~ N(p,0?)

» Fisherovo F-rozdéleni F ., [gf(1-alpha,k,m)]
F~Fem: P(F>Fem(e) =«

> rozdéleni chi-kvadrat \2 [qchisq(1-alpha,k)]
X2 g PX2>xi(a) =a

> specidlné plati:
> x2(0,05) = 3,841 = 1,9602
> xi(e) = z(e/2)
> Fim(@) = (tm())?
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populace a vybér 94(222)

populace a vybér

» populace (zakladni soubor) soubor jednotek, o jejichz
hromadnych vlastnostech chceme vypovidat (vSechny mozné
vysledky pokusu, vSichni hosi zvoleného véku, vsichni Colci
v rybni¢ku) = rozdéleni ndhodné veli¢iny

» vybér ndhodné vybrand vysetfovand ¢ast populace (vzorek)

> reprezentativni vybér obrazi poméry v populaci
(nutnd vlastnost vybéru, aby mohl vypovidat o populaci)
» nahodny vybér nezavislé ndhodné veliCiny se stejnym
rozdélenim (model pro méfeni na vybéru)

» parametr nezndmé Cislo popisujici néjakou vlastnost
populace, charakteristika rozdéleni nahodné veli¢iny

» statistika funkce ndhodného vybéru (pozorovani)

» odhad statistika pouzitd k odhadu parametru
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populace a vybér 95(222)

primér z ndhodného vybéru

> Xi,...,X, nezavislé, stejné rozdéleni nahodny vybér
px; = EX; = p (stejnd stfedni hodnota) populaéni priimér
afq = var X; = o2 (stejny rozptyl) populaéni rozptyl
1 n
> X=- ;X; vyb&rovy pramér
=

> pux =EX=p
» vyb&rovy priimér X je opét nahodna velidina
> je nestrannym odhadem parametru p
» nestrannym odhadem populaéniho priméru (stfedni hodnoty)
» kdyz porizujeme vybéry opakované, priméry kolisaji kolem
skute¢né hodnoty populaéniho priméru
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stfedni chyba priméru 96(222)

rozptyl priméru z ndhodného vybéru

? o? o \? -
a— = var ZX = %ZvarX; == (ﬁ) = (S.E.(X))2
i=1

» S.EE(X) = % - stfedni chyba priméru

» variabilita primérd (méfend rozptylem) z vybérd rozsahu n je
n-krat mensi, nez variabilita jednotlivych pozorovani o

» stfedni chyba priméru je \/n-krdt mensi nez o

» Cim jsou rozsahy vybéru vétsi, tim méné vybérové priméry
kolisaji (kolem populaéniho priméru)

» specialné pro normalni rozdéleni X; ~ N(,u,a2) nezavislé:

_ X
X ~N(u0?/n) = 7 =""L/n~N@©1)
g

(v8imnéte si zavislosti na n)
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stfedni chyba priméru 97(22

priklad: vék matek (uméld situace)
populace - 10 916 matek, opakované vybéry rozsahu n = 1,10, 100
je patrna variabilita klesajici s rostoucim n

opulace n=1
2000 pop
2 1500 > 150
c c
$ 1000 $ 100
o o
L L
I 500 I 50
0 I T T T T T 1 0 I T T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
n=10 n=100
250 150
~. 200 -
o o
g 150 $ 100
S 100 s
2 I 50
50
) o
I T T T T T 1 I T T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
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stfedni chyba priméru 98(222)

priklad: vék matek — shrnuti

» velkd populace déti (a tedy jejich matek, téméF 11 tisic)

» na rozdil od bézné praxe zname populaéni priimér p

» nahodné vybrano 1000 matek (vlastné priméry vybéri rozsahu
n = 1), nakreslen histogram

» 1000 krat ndhodné vybrdno vzdy n = 10 matek, vzdy spocitan
pramér, nakreslen histogram primérd

» 1000 krat ndhodné vybrano vzdy n = 100 matek, vzdy
spocitan primér, nakreslen histogram priméri

» podle teorie by kazdy dalsi rozptyl ze 100 priméri mél byt
desetkrat mensi

» skuteéné rozptyly (odhady z 1000 realizaci): 23,5; 2,20; 0,21
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CLT 99(222)

centralni limitni véta (CLV, CLT)

» Necht X3, Xo,..., X, jsou nezavislé ndhodné veliiny se
stejnym rozdélenim, se stfedni hodnotou p a rozptylem
02 > 0 (nemusi pochazet z normalniho rozdéleni).
Potom pro velké n ma pramér X priblizné rozdéleni
2 v i
N(u, %) soutet X1 + ...+ X, pak rozdéleni N(nyu, no?).

» prakticky: primér ma pro dost velkd n normalni rozdéleni
s rozptylem n-krat mensim nez jednotlivd pozorovani, a to bez
ohledu na vychozi rozdéleni jednotlivych pozorovani

» CLT je casto divodem predpokladu o normalnim rozdéleni,
vyslednd hodnota je ovlivnéna souctem velikého poctu
nahodilych malych vlivi

e v

» priklad: pramérny vék matek z velkych vybérd ma uz (témér)
normalni rozdéleni
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CLT

priklad: vék matek (nestejnd méfitka!)
populace - 10 916 matek, opakované vybéry rozsahu n = 1,10, 100
je patrno, ze s rostoucim n se histogram blizi histogramu norm. rozdéleni

opulace n=1
2000 pop
2 1500 > 150
5 5
S 1000 $ 100
o o
L L
L 500 L 50
0 T T T T T 1 0 T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40
n=10 n=100
250 150
> 200 -
o o
g 150 $ 100
S 100 s
2 I 50
50
0 0
I T T T T 1 I T T T T T 1
20 22 24 26 28 30 24.0 25.0 26.0 27.0
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CLT

priklad: vék matek

pramérny vék matek v opakovanych vybérech

rozsah primér | smér. odch. | Sikmost Spicatost

vybéru praméri praméri praméri praméri
n

1 24,74 4,848 0,682 -0,040

10 25,14 1,482 0,743 -0,199

100 25,40 0,455 0,087 -0,076

| populace | 1 =2541 |

o =4,932 | 51 =0,771 | 7, =0,189 |

5. prednaska

24. brezna 2009
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interval spolehlivosti (konfidenéni int.) 102(222)

interval spolehlivosti pro 1 (vyb&r z N (1, 02))

> vime, ze X ~ N(u,02/n), tedy Z = %ﬁ ~ N(0,1)

X —
P(|Z| < 1,96) = P (%‘“'ﬁ < 1,96> = 0,95

> co? je totéz, jako (i se od X lisi nejvyse ...)

- g
P(|X—pl<1,96— )=
(\ pl < ,96ﬁ> 0,95

> tedy (vSimnéte si zkracovani intervalu s rostoucim n)

p <>‘<—1,96i <p< >‘<+1,96in

NG f) -0

» dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro parametr 1
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interval spolehlivosti (konfidenéni int.)

103(222)

interpretace intervalu spolehlivosti

v

je to intervalovy odhad hodnoty u

» X je bodovy odhad

zakladni vlastnost: 95% interval spolehlivosti pfekryje s
pravdépodobnosti 95 % neznamé 1 (odhadovany parametr)
kdybychom postup provadéli opakované, pak asi v 95 %
pripadi interval prekryje skute¢nou hodnotu u, ve zbylych asi
5 % zistane skute¢né p mimo interval spolehlivosti

pro obecné a (spolehlivost 1 — «):

P(X—%-z(aﬂ)<u<X+%'Z(a/2)> =1—-a

POZOR na nespravné interpretace, vypovida o neznamé
konstanté i, nikoliv o ndhodnych veli¢inach X nebo X
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interval spolehlivosti (konfidenéni int.) 104(222)

interval spolehlivosti pri nezndmém o
» pro X; s normalnim rozdélenim je tfeba pouzit kritické

hodnoty Studentova t-rozdéleni (pozor na jinak znaéené
kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni)

P ()_( - %t,,_l(a) <p< X+ %tn_l(a)> =1-—«a

> jako odhad o2 se pouZije vyb&rovy rozptyl

1 _
5% = n_lz(x,-—X)2

i=1

» pfi velkych n (n > 50) stadi pouzit z(«/2) misto tp_1(c)
» interval spolehlivosti se pocitd i pri odhadu jinych parametrd

> je to interval, ktery s pozadovanou pravdépodobnosti prekryje
odhadovany parametr — intervalovy odhad
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105(222)

interval spolehlivosti (konfidenéni int.)

priklad: vék matek |

normalni rozdéleni ddno CLT a velkym n

» 95% interval spolehlivosti pro populaéni primér véku vsech
matek na zakladé vybéru 99 matek

4.1 41

25,7 —1,98- ——;25,7+1,98 - — > = (24,9;26,5

< V99 V99 ( )
[confint(Im(vek.m~1,data=Kojeni))]

» 99% interval spolehlivosti pro populacni primér véku vsech

matek na zakladé vybéru 99 matek (bude uzsi nebo $irsi?)

> vétsi jistota zpusobi delsi interval spolehlivosti (méné
vypovidajici tvrzeni)

4,1 4,1
25,7 — 2,63 ——;25.7 + 2,63 —— | = (24,6;26,8
< /99 \/99> ( )

[confint(Im(vek.m~1,data=Kojeni),level=0.99)]
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interval spolehlivosti (konfidenéni int.)

106(222)

priklad: vék matek I

normalni rozdéleni ddno CLT a velkym n

» 90% interval spolehlivosti pro populaéni primér véku vsech
matek na zakladé vybéru 99 matek

4,1 4,1
25,7 — 1,66 - ——;25,7 + 1,66 - —— | = (25,0; 26,4
< /99 \/99> ( )

[confint(Im(vek.m~1,data=Kojeni),level=0.9)]
» priklady nespravné interpretace 90% intervalu spolehlivosti:
> 90 % Zen md vék v intervalu (25,0; 26,4)
napf. mezi nasimi 99 matkami je jen 12 ve véku 25 a 10 ve
véku 26 rokd, navic, s rostoucim n se interval zuzuje

» vybérovy primér véku matek je s pravdépodobnosti 90 %
v intervalu (25,0; 26,4)

vybérovy primér je uprostfed (tedy uvnitf) intervalu vzdy
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interval spolehlivosti (konfidenéni int.) 107(222)

simulované vybéry pro n = 100 (vék matek)

28

23

znazornéno celkem 100 95% interval( spolehlivosti pro p
ve skutecnosti mimoradné vime, ze y = 25,4
v 7 pripadech je u neprekryto
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interval spolehlivosti (konfidenéni int.) 108(222)

centrdlni limitni véta pro Cetnosti

» (CLT obecné:) Necht Xi, Xz, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné
veli¢iny se stejnym rozdélenim, se stredni hodnotou p a
rozptylem 02 > 0. Potom pro velké n ma priimér z nich pribl.

rozdéleni N(u, "—nz) jejich soucet pribl. rozdéleni N(nu, na2).
> Y ~ bi(n,7): Y je absolutni ¢etnost vyskytu jevu s psti 7w v n
nezav. pokusech
» Y =37, X; je souet nezavislych ndhodnych veli¢in X;
s alternativnim rozdélenim, X; ~ alt(m),var X; = 7(1 — )
» podle CLT proto pfiblizné Y ~ N(nm, nm(1 — 7))
> relativni Cetnost Y /n = X je primér velidin s alternativnim
rozdélenim, oznaéme 7 = Y /n
» podle CLT je pfiblizné @ ~ N(7,m(1 — 7)/n)

» 7 je nestranny odhad 7
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interval spolehlivosti (konfidenéni int.)

109(222)

interval spolehlivosti pro pravdépodobnost 7

. ~ s w(1l—m)
» odmocnina z rozptylu odhadu 7 je ~

» stredni chyba relativni ¢etnosti = smérodatna odchylka
relativni Cetnosti

» pravdépodobnost m nezname, odhadneme ji pomoci relativni
etnosti T =Y /n

» odtud je 100(1 — )% pfiblizny interval spolehlivosti pro 7

(fr —z(a/2) - M;ﬁ' + z(a/2) - M)

n

> existuji pfesnéjsi (pracnéjsi) postupy
[prop.test(y,n,correct=FALSE)]
[binom.test(y,n)]
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interval spolehlivosti (konfidenéni int.) 110(222)

priklad: hody s hraci kostkou

» odhadujeme pravdépodobnost Sestky, o = 0,05
» kostka A: n =100,y = 17,74 = 0,17

<0,17 ,/017 083 017 +1,06- \/017 083) (0,10;0,24)

» kostka B: n =100,y = 41,75 = 0,41

/ 41 /0,41 -
(0,41 041-0,59 0 29 ;0,41 +1,96 - 04 -0, 59) (0,31;0,51)

» duilezity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do 95% intervalu
spolehlivosti; u kostky B nikoliv
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statistickd indukce 111(222)

piklad

v

v roce 1951 bylo provedeno rozsiahlé méreni vysky desetiletych

hoch(, byla vySetfena v populaci desetiletych:

u=136,1cm, o =6,4 cm

» na zdkladé vybéru pofizeného v roce 1961 mdme rozhodnout,
zda se po deseti letech vyska populace desetiletych zvysila

» hodnoty zjisténé v roce 1961 [cm]: 130, 140, 136, 141, 139,
133, 149, 151, 139, 136, 138, 142, 127, 139, 147

» x = 139,13, s2 = 6,562, vse v cm

» vybér z roku 1961 mohl obsahovat jinych 15 hochi, tedy mohl
vést k jinému priméru

» staci rozdil 139,13 — 136,1, abychom prokazali zménu?
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statistickd indukce 112(222)

testovani statistickych hypotéz

» nulova hypotéza Hy: tvrzeni o populaci (parametru), o jehoz
platnosti rozhodujeme (neni rozdil, nezavisi, nelisi se od .. .)

» alternativni hypotéza Hj: (alternativa) zbyvajici moznost
(k Ho), ¢asto ,védecka hypotéza", kterou chceme dokazat

» volba mezi Hg, H; dédna, volime o ¢em budou hypotézy

» kriticky obor: mozné vysledky pokusu, kdy Ho zamitame;
zpravidla popsan pomoci statistiky (napf. |Z| > z(«/2))

» obor prijeti: mozné vysledky pokusu, kdy Hg nezamitame

» chyba prvniho druhu: (ndhodny jev) rozhodnuti zamitnout
Ho, kdyz plati Hg, tj. faleSné prokazat ,,védeckou hypotézu*

» chyba druhého druhu: (ndhodny jev) rozhodnuti
nezamitnout Hg, kdyz plati Hj, tj. nepoznat neplatnost Hg
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statistickd indukce 113(222)

statistické rozhodovani

» hladina testu « (zpravidla 5 %, 1 %)
» maximalni dovolend pst chyby prvniho druhu
» voli se pred pokusem, nezavisle na jeho vysledku
» sila testul — 3
» pravdépodobnost zamitnuti neplatné Hyp
> pst, s jakou prokazeme platnou ,védeckou hypotézu“
» zavisi na tom, co opravdu plati
» dosazena hladina testu p (p-hodnota)
» za platnosti Hy uréend pst, ze dostaneme statistiku, ktera
stejné nebo jesté méné podporuje Hy
» nejmensi hladina a, na které Ize jesté Hy zamitnout
» ,stupen davéry" v platnost nulové hypotézy

> Ho se zamita, pravé kdyz (zapamatovat)
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statistickd indukce 114(222)

testovani statistickych hypotéz

skute¢nost
rozhodnuti Ho plati Hg neplati
Ho zamitnout chyba spravné
(reject) 1. druhu | rozhodnuti
(£ (1-5)
Ho nezamitnout spravné chyba
(accept) rozhodnuti | 2. druhu
(>21-0a) (8)

» zamitnuti < vysledek pokusu v kritickém oboru
> prijeti < vysledek pokusu v oboru prijeti

» nikdy spolehlivé nevime, zda Hy plati
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statistickd indukce

115(222)

rozhodovani o populaénim prdméru normalniho rozdéleni
(o zndmé)

> Xi,...,Xp ~ N(u,0?) nezavislé; o > 0 zndme
» X ~ N(p,02/n), tedy S.E.(X) =0/\/n
» Ho : 1 = o (dané Eislo, jiny zapis Ho : pt — g = 0)

—H0 /i ~ N0, 1)
g

_X—MO_X

» plati-li Hg, pak|Z = — =
pratii Mo, pa SE.(X)

> Hi: p # po = kriticky obor: |Z] velké, tj. | |Z] > z(«/2)

» Hi: pu > po: zamitnout pro m

» Hi : < po: zamitnout pro | Z < —z(«)

» volba jednostranné alternativy jen podle zadani Glohy,
nikoliv podle vysledku pokusu
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kriticky obor pro Z

cervené na 5% hlading, dervené a fialové na 10% hladiné

<
S 2(0.025)=1.96
2(0.05)=1.645
o
@
N
N
i
pa g
o _ o
e T T T T T T T
-3 -2 -1 (0] 1 2 3
z
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statistickd indukce

117(222)

priklad: vyska desetiletych chlapci

» zvolime klasickou hladinu o =5 %
» v roce 1951 velky vybér: g = 136,1 cm, 0 = 6,4 cm

» v roce 1961 zméreno n = 15 nahodné vybranych desetiletych
hochi, x = 139,13 cm

» stali tento vzrist k diikazu, Ze nova generace je vyssi?

» vzrostla vyska desetiletych 7 Hg : i = o proti Hy @ 0 > po

139,13 — 136,1
_ 13913136, 364 3.1 /15— 1836

» z(0,05) = 1,645 < 1,836, tedy Hp na 5% hladiné zamitame

» na 5% hladiné jsme prokazali, Ze nova generace je vyssi

» v pfipadé, Ze nova generace neni vyssi, riskovali jsme jen 5%
pravdépodobnost, Ze budeme nespravné tvrdit, Ze vyssi je
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statistickd indukce 118(222)

vyska desetiletych hochi

hustota X za platnosti hypotézy

> p-hodnota — pst, Ze za Ho vyjde Z > 1,836
tj. X > 139,13 [1-pnorm(1.836)]
» p-hodnota — modré plocha napravo od 139,13, p =33 %

hustota X za Hg

0
N
o

0.10
|

0.05
|

0.00
|

132 134 136 138 140 142 144
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statistickd indukce

119(222)

vyska desetiletych chlapci
hustota X za hypotézy (modfe) a pfi 1 = 140 (Cervené)
hladina testu — fialova plocha, sila testu — fialovd + cervena plocha

0
N
o

0.15
|

0.10
|

132 134 136 138 140 142 144

136,1 + 6,4/1/15 - 1,645 = 138,8
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rozsah vybéru 120(222)

volba rozsahu vybéru
Ho : i = po proti Hi @ # po
» pro zvolenou hodnotu 1 # o pozadujeme silu 1 — 3

» 1 — [ je pravdépodobnost, s jakou odhalime neplatnost Hg,
je-li skuteCnost = 1

2

s (22O
M1 — Ko

> pfi jednostranné alternativé by bylo z(a)) misto z(«/2)

» aby pro 3 = 140 byla sila 90 % (tj. 1 — 5 =10,9, 5 =0.1,
z(0,1) = 1,282), bude treba aspon

. (1,96 11,282

2
2 __
140 — 136,1 > 0,47 =283

(misto 15 pozorovani jich potfebujeme aspori 29)
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jednovybérovy t-test 121(222)

jednovybérovy t-test

vybér z N(/z,,(f2), o neznamé

> n nezavislych pozorovani Xy, ..., X, z rozd&leni N(u,0?)

v

Ho : 1 = po (populaéni primér roven dané konstanté)
nutno odhadnout neznamy rozptyl o

1 < .
SE=—=> (X —X)°
i=1

statistika (misto o pouZijeme Sy)

v

v

_ X — pio _)_(—/lo
T SE(X) S v

v

Hi : o # po zamitat pfi |T| > th-1(@)
Hi: > po zamitat pfi T > t,—1(2a)
Hi @ p < po zamitat pfi T < —t,-1(2a)

v

v
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jednovybérovy t-test 122(222)

vysky hochl pro pfipad nezndmého o

» Ho: = 136,1 proti Hy : > 136,1 (a =5 %)
x=139,133 52 = 6,556
139,133 — 136,1
= ’6%6 "~V/15 = 1,792 > 1,761 = t14(0,10)

p=P(T >1792) =0,047 (tj.47%)

» na 5% hladiné jsme prokazali zvy$eni populaéniho priméru
(Ho se na 5% hladiné zamita)

> [t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater" )]
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jednovybérovy t-test 123(222)

vysky hochi pro pfipad neznamého o

(jiné zadani dlohy)

» kdybychom predem neméli uréenu jednostrannou alternativu,
ale zvolili Hy : p # 136,1, pak

|t| = |1,792| < 2,145 = t14(0,05)
p=P(T|>1,792) =0,0048  (tj. 9,48 %)

» hypotézu na 5% hladiné nezamitdme

> [t.test(hosi,mu=136.1,alternative="two.sided" )],
stadi ale [t.test(hosi,mu=136.1)]
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interval spolehlivosti

124(222)

interval spolehlivosti pro u

souvislost s testem o p pfi oboustranné alternativé

» oboustranny interval spolehlivosti pro

) )
<X — \/—Xﬁ tn_l(a),X + \/—Xﬁ tn_l(a)>
> (o patfi do intervalu spolehlivosti, pravé kdyz plati

Sx
NG

> tedy, pravé kdyz se nezamitne hypotéza Hg : u = pg pfi
oboustranné alternativé Hy : u # pg

X — po| < —=tn_1(e)

» interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty g, pro které
bychom nezamitli hypotézu Hqg : 1 = pg

» podobné u jednostrannych intervali spolehlivosti a
jednostrannych alternativ
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interval spolehlivosti 125(222)

vysky hochl pro pfipad nezndmého o

» 95% interval spolehlivosti: (135,5;142,8)
s 95% pravdépodobnosti je skutecny populaéni pramér
(stfedni hodnota 1) v uvedeném intervalu

> je jen 5% riziko, ze lezi mimo uvedeny interval

> 99% interval spolehlivosti (134,1;144,2)
[t.test(hosi,mu=136.1,conf.level=0.99)] (vedlejsi vysledek)
[confint(Im(hosi~1),level=0.99)]

» aby byla zajiSténa vétsi spolehlivost intervalu
(vétsi pravdépodobnost, Ze zachyti skute¢nou hodnotu),
je nutné 99% interval spolehlivosti delsi, nez 95% interval
spolehlivosti

6. prednaska  31. bfezna 2009 Zaklady biostatistiky  (MD710P09) ak. rok 2008/2009



ovéfeni normality 126(222)

ovéreni predpokladu o normalnim rozdéleni

Normal Q-Q Plot

\4

Shapirav-Wilkav test
Ho : normdlni rozdéleni s néjakymi
(nezndmymi) parametry

\4

\4

[shapiro.test(hosi)]
W = 0,966, p = 80 %

hodnoti kvalitu priblizeni bodi
k pfimce na diagramu normality

Sample Quantiles

\4

\4

KR
o
-
v

[qgnorm(hosi);qqline(hosi)]

Theoretical Quantiles
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test o psti jevu 127(222)

pst vyskytu jevu

test hypotézy o parametru m binomického rozdéleni

> Y ~bi(n,m) Ho:m=mp:
Y—nﬂ'o ﬁ'—ﬂ'o ﬁ—ﬂo

C S amelore) SEG)  Vm@—m)in N(0,1)

nékdy s opravou na spojitost (Yates)

v

. |Y—n7ro\ —0,5
n7r0(1 —7T0)

sign(Y — nmp) ~ N(0,1)

H; : m # mp: zamitnout pokud |Z| > z(«/2)
Hi : m > mo: zamitnout pokud Z > z(«)
Hi : m < mo: zamitnout pokud Z < —z(«)

existuje presny postup, bez pouziti aproximace
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test o psti jevu 128(222)

priklad kalous

>

pokusit se prokazat, ze kalous da prednost infikované mysi
pred neinfikovanou

Y — pocet ,zdar(", n =50, m — pst, ze zvoli infikovanou
Y ma binomické rozdéleni

za Ho : m = 1/2(= mp) (mysi se nelisi) Y ~ bi(50,1/2)
alternativni hypotéza: H; : 7 > 1/2

data: z 50 pripadl dal kalous ve 33 pripadech prednost
infikované mysi pred neinfikovanou

kriticky obor: velkd hodnota Y (tj. velké 7 resp. velké Z)

33-50-0,5
= ———— =27263 =P(Z > 2,263) = 0,0118
2= /500505 p=P(Z=>2263) =0,
S opravou na spojitost:
~33-50-05-05

/50-05-0,5

=2121  p=P(Z >2,121) = 0,0169
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test o psti jevu 129(222)

priklad kalous

> prop.test() pocita Z2, kterd ma za Hg : rozdéleni x?
[prop.test(33,50,alternative="greater" ,correct=FALSE)]
[prop.test(33,50,alternative="greater" )]
[binom.test(33,50,alternative="greater" )]

» dosazena hladina: za Hyp pocitana pst, ze dostaneme
vysledek aspon tolik odporujici nulové hypotéze, jako ve
skute¢ném pokusu:

p = P(Y>33)=1-P(Y <32
50

= Y <5k0> 0,5%(1 — 0,5)%0%

k=33
= 0,0164

[1-pbinom(32,50,1/2)]
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parové testy 130(222)

parové testy

(pfevedou se na jednovybérové)

v

(U1, V1), ..., (Un, V,,) — parova pozorovani

nezavislé dvojice (moznd) zavislych ndhodnych veli¢in
tésnd zavislost uvnitf dvojic je vyhodnd

Xi = U; — V; (oznaceni rozdilt)

predpokldddme stejné rozdéleni Xi,..., X,

vV v v Vv

U;, Vi — dvojice méreni na stejnych jedincich, napr. hodnota
zjisténa pred oSetfenim a po ném
» napi. vySka otce a jeho syna nebo vék otce a vék matky
> nezajima nas zda je mezi nimi zavislost, tu pripoustime,
zajima nas zda jsou co do polohy stejné,
nebo napf. synové v (populacnim) priméru vyssi, nez otcové
» Hg tvrdi, Ze napf. mezi vySkami otcl a syni neni rozdil, tedy
ze rozdily X; kolisaji kolem nuly
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parové testy

131(222)

parovy t-test

predpoklad normalniho rozdéleni rozdild

» normalni rozd&leni: X; = U; — V; ~ N(p, 0?), nezavislé

v

vV v v .Y

Ho : 1 =0 (pak je pu = pv)

1 O 2
odhad 02 §% = n_liz;(x,-—x)

X u-vVv
T SE(X) _ﬁ E.(U—-V)
ve prospéch Hy : u # 0, kdyz |T| > th-1()

ve prospéch Hy : n < 0, kdyz T < —t,_1(2c)

ve prospéch Hy : >0, kdyz T > t,_1(2a)
vlastné jednovybérovy t-test pro X; = U; — V;
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parové testy

132(222)

priklad: vysky rodi¢t (parova pozorovanil)
Ho: otcové jsou o 10 cm vyssi matek
U — vyska otce, V — vyska matky, X =U — V — 10
a=0,05Hg:puy —10= py resp. uy — py =10
n=99,0=179,267,v = 166,970
x=u—v—10=2,293,sx = sy_190_v = sy_y = 8,144
t = 5233V/99 = 2,801, tedy |t| > tog(0,05) = 1,9845 =
zamitnout Hg

=P(|T| > t)=0,0061 (0,61 %)
95% interval spolehlivosti pro py — py:

vV v vy Vvy

v Yy

8,144 8,144
(12,293 — 2°201.0845 ; 12, ’ > = (10,67; 13,92)
V99 V99
[shapiro.test(vyska.o-vyska.m)] ovéfeni normality

[t.test(vyska.o,vyska.m, mu=10, paired=TRUE)]
[t.test(vyska.o-vyska.m, mu=10)]
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parové testy

133(222)

znaménkovy test

bez predpokladu normalniho rozdéleni, staci libovolné spojité

» staci znat znaménka rozdilid X; = U; — V;

» pozorovani s U; = V; (tj. X; = 0) se vynechaji, upravi se n
» Y — pocet kladnych znamének X; = U; — V;
>

Ho : rozdéleni U a V jsou stejnd, pak je nutné
P(Ui > V;) =P(X; >0) =1/2, tedy Y ~ bi(n,1/2)

» Hgy zamitame pro velkd nebo mald Y:
Y —n/2
Y2715 (ag2)
\/n/4
» pro mald n je bezpecnéjsi pouzit Yatesovu korekci
Y —n/2|—-0,5
z-Y=np2-0 1Z] > z(a/2)

Yo
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parové testy

134(222)

priklad: vék rodi¢i (péarova pozorovanil)
normalitu véku rodici sotva lze predpokladat
» celkem 99 dvojic (otec, matka), sledujeme jejich vék (U, V)

» Ho: EU = EV + 2 (populaéni mira polohy véku otcli je o 2
roky vétsi, nez matek), H; oboustrannd

» v jedenacti pripadech je vek.o — vek.m = 2, tyto dvojice
nepouZijeme, proto n =99 — 11 = 88

» u 50 dvojic je vek.o — vek.m > 2, proto
— 2
L 50 — 88/

\/38/4

» s Yatesovou korekci: z = 1,172, p = 0,241 (24,1 %)

=1,279, p=0201 (20,1 %)

[n = sum(vek.o-vek.m = 2)] pocet nenulovych X;
[y = sum(vek.o-vek.m > 2)] pocet kladnych X;
[prop.test(y,n,correct=FALSE)] bez Yatesovy korekce
[prop.test(y,n,correct=TRUE)] s Yatesovou korekci
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parové testy 135(222)

parovy Wilcoxonlyv test

(silnéjsi predpoklad, nez u znaménkového testu)

> nutné spojité a symetrické rozdéleni X; = U; — V;
» opét vyloudime pfipady U; = V; (tj. X; = 0)

» ur&ime pofadi R hodnot |X;| = |U; — Vj|
>

W soucet téch poradi, kde bylo U; > V; (tj. X; > 0)

w — n(n—i— 1)/4
\/n )(2n+1)/24

» pod odmocninou byva jesté oprava na vyskyt shodnych
hodnot, ktera jmenovatele ponékud zmensi
[wilcox.test(vyska.o,vyska.m,mu=10,paired=TRUE)]

» pro mald n se Citatel zpravidla priblizuje 0 1/2 k nule:
(v8imnéte si zkracenych nazvl parametrii — jednoznaénost!)
[wilcox.test(vyska.o,vyska.m,m=10,p=TRUE,cor=FALSE)]
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parové testy 136(222)

priklad: porovnani dvou metod uceni nazpamét

» u deviti osob provedeno porovnavani dvou zplsobl predavani
informace (poslouchani, ¢teni)

» rozhodnout, zda je mezi obéma zplsoby rozdil

» Ho: rozdéleni U a V stejnd, tedy populacni median
X=U-V jeroven 0

» znaménkovy test s Yatesovou korekci (mélo pozorovani):

y=>5 n=238
_8/2| —
,—5—8/2 05

¥

up |90 86 72 65 44 52 46 38 43
vi |85 87 70 62 44 53 42 35 46
x |5 -1 2 3 0 -1 4 3 -3
r|8 15 3 5 - 15 7 5 5

=0353 p=724%
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137(222)

parové testy

priklad: porovnani dvou metod uceni nazpamét

» Hp : populaéni median rozdild = 0

» nové predpokladdme symetrii

> Wilcoxoniiv test: —— 2 ‘ > 1 23 1 43 -3
rF]8 15 3 5 15 7 5 5

i

w=8+3+5+7+5=28
28-8-9/4-1/2 95

= = 1,33
\/8-9-17/24 V51

p=183%

» Rdd p=18,1 %, protoze kromé& opravy na spojitost bere
ohled na shody (presny vypocet da p = 19,5 %)

7. pfednaska 7. dubna 2009 Zaklady biostatistiky (MD710P09) ak. rok 2008/2009



dvovybérovy t-test 138(222)

dvouvybérovy t-test

(pfedpoklad normalniho rozdéleni)

» nx nezavislych pozorovani X, ny nezavislych pozorovani Y
> tyto vybéry musi byt nezavislé
(musi vyplynout ze zplsobu pofizeni dat)
> rozptyly 0%, 0% shodné (odhady S%, S% podobné, Ize ovéfit)
» normalni rozdéleni v obou vybérech (lze ovéfit, pro velka
nx, ny nenormalita tolik nevadi)
» spoleény odhad rozptylu (vazeny primér odhadui
z jednotlivych vybérd)
2 nx — 1 2 ny — 1 2
SZnX—I—ny—2X nx—l—ny—25Y

> statistika (pro test hypotézy, ze rozdéleni X a Y jsou stejnd)

)_< — ? X-Y nxny
T: — — =
SE(X-Y) S Vonx+ny
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dvovybérovy t-test 139(222)

dvouvybérovy t-test

> Ho:pux = py
zamitnout ve prospéch alternativy

> Hi:px # py kdyz [T| > toepn,—2(a)

» Hy:px > py kdyz T >ty 40, —2(2a)

» Hy:px < py kdyz T < —tp4ny—2(20)
[t.test(hosi,divky,var.equal=TRUE)] nebo
[t.test(vyska~Hoch,data=Vysky,var.equal=TRUE)]

» zamitame-li Hp, fikdme, Ze rozdil vybérovych priméri je
vyznamny

» pochyby o shodé rozptyli: Welchiv test (modifikace t-testu)
[t.test(hosi,divky,var.equal=FALSE)] (pro ox # oy)
[t.test(hosi,divky)] resp. [t.test(vyska~Hoch)] (pro ox # oy)

» shodu rozptyll Ize ové&fit napf. F-testem (Ho:ox =0vy)
[var.test(hosi,divky)]

» ovéreni normality nutné pro kazdy vybér zvlast!
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dvovybérovy t-test 140(222)

priklad: vysky déti

rozsah primér vyb. rozptyl

hosi 15 139,13 42,98
divky 12 140,83 33,79
15 - 1 12 -1
2 __ SEN— =
=51 3%t gy 533,79 =38.93

139,13 — 140,83 /15 - 12
/38,036 15 + 12

[shapiro.test(hosi)] p =80 %
[shapiro.test(divky)] p =38 %
[tapply(vyska,Hoch,shapiro.test)] (spocitd test pro oba vybéry)
[var.test(hosi,divky)] p =70 %
[t.test(hosi,divky,var.equal=TRUE)]

It| = = | —0,703| < 2,06 = t5(0,05)
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dvovybérovy t-test

141(222)

dvouvybérovy t-test a intervaly spolehlivosti

(pozndmka na okraj)

» zpravidla plati
» disjunktni intervaly spolehlivosti = vyznamny rozdil
» nevyznamny rozdil primérd = prekryv intervall
» rozdil priméri muze byt vyznamny a soucasné se intervaly
mohou prekryvat
» pokud kazdy z intervall spolehlivosti obsahuje vybérovy
priumér druhého vybéru, rozdil priméri neni vyznamny
(nemusi platit v pfipadé, kdy oba rozsahy vybéru jsou do &tyf)
» priklad: vaha v 24. tydnu déti matek maturantek
» 95% interval spolehlivosti pro hochy [kg]: (7,51; 8,25)
» 95% interval spolehlivosti pro divky [kg]: (6,98; 7,59)
> intervaly se ponékud prekryvaji, prestoze t-test dal:
t=252 p=15%,
tedy na odpovidajici 5% hladiné je rozdil vyznamny
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dvouvybérovy Wilcoxon (Mann-Whitney) 142(222)

dvouvybérovy Wilcoxontv test (Manntiv-Whitneyiiv)

(stadi spojité rozdéleni)

dva nezavislé vybéry rozsahu nx, ny

spojita rozdéleni

Ho: rozdéleni jsou stejnd, tedy i mediany jsou stejné
za Hg jsou vybéry ,,dobre promichané”

uréime poradi v ramci spojenych vybérl

kriticky obor: priimérna poradi se prilis lisi

vV vV vV vV VvV Vv Y

Wx soucet poradi hodnot X

_ Wx — nx(nx +ny +1)/2

7 —
\/nxny(nx +ny +1)/12

» shodu zamitni, pokud |Z| > z(a/2) (pfiblizny test)

» citlivy vici posunuti, méné vici nestejné variabilité
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dvouvybérovy Wilcoxon (Mann-Whitney)

hosi divky por.

127 1
130 2
131 3

132 4

133 5
135 6

136 136 7,5
138 9
139 139 139 11
140 13
141 141 141 141 141 16
142 142 19,5
143 21

146 146 22,5

147 24
149 25
151 151 26,5

[wilcox.test(hosi,divky)]

7. prednaska

7. dubna 2009

143(222)

wx =14+24+54+2-75+9

+3-11+13+16+19,5

+24 + 25 + 26,5 = 189

wy =3+4+6+4-16+195

+21+2-225+ 26,5 =189

L, 189 —15- (15 4+ 12+ 1)/2

\/15-12(15—1—124—1)/12
=—1,025
p = 0,3055

presné: p = 0,3149
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Kolmogorov-Smirnov 144(222)

Kolmogoroviv-Smirnoviv test

o
-
» porovna empirické distribucni o
< |
funkce
» citlivy vici vSem neshodam o |
- v Ve ©
(nejen co do populaéniho
praméru i populaéniho < |
s o
medidnu)
» porovnani vysek hochl a N [
, o --
divek
10 _ 3 _ o
» D=1z — 55 =0,4167 S | | | | |
p=197%

130 135 140 145 150

vySky
[ks.test(hosi,divky)]
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jednoduché tfidéni

145(222)

motivacéni pfiklad pro analyzu rozptylu (jatra):

Cu

> pét mist na rece, vzdy vyloveno po 7 rybach
> zjiStovana koncentrace médi v jatrech
» |isi se tato mista svym znecisténim?

» logaritmovani na pravé strané stabilizuje rozptyl

_— -
! !
Q
' N - E
'
' ! ‘ -
_ !
.

-
!
0.5 —
= l
S |
g —_
0.0 —
—0.5 —
T
A
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jednoduché tfidéni

146(222)

analyza rozptylu jednoduchého tridéni (ANOVA)

> Yi1, ..., Yip, ~ N(ul,az) (prvni vybér, praimér \7_1.)
Yo1,..., Yan, ~ N(p2,0?) (druhy vybér, primér Ya,)

Yit, -+ s Yin ~ N(pk, 02) (k-ty vybér, primér Yi,)
> nezavislé vybéry (shodné rozptyly, normalni rozdéleni)
> Ho: i =po = ... = g (:u) H; : neplati Hp
> rozklad souctu &tverchi (celkovy primér Yi,)

k n; k
ZZ(Yit_?oo)zzznl( e — oo +ZZ it — /o
i=1

i=1 t=1 i=1 t=1
(celkova variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnitf)
St=54+ 5.
fr=fa+fe

(n—=1)=(k—=1)+(n—k)
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jednoduché tfidéni

rozklad souctu ctverci
priklad jatra (celkovy primér yee = 0,36)

(celkova variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnitr)

k n; k k n;
ZZ(YM - Yoo)z = Zni()_/io - Yoo)z +ZZ(YIt - Ylo)z
i=1 t=1 i=1 i=1 t=1
o
AR S
L B .
3 © "g' ....... *Z' ............................. i
Q 0 S~ ° -
g 2 ’ 0 0 \\‘\%,/"/ ?
o
0
C|) _

147(222)
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tabulka analyzy rozptylu

jednoduché tfidéni

f
Ho zamitnout, je-li F4 = Sa/fa > Fe r.(a)
Se/fe
variabilita | S f S/f | F|p
vybéry SA fA =k—-1 SA/fA FA PA
rezidudlni | Se¢ | fe=n—k | Se/fe
celkovd | ST | fr=n-1
S — soucty ctvercd, jejich rozklad

f — poclty stupnl volnosti

S/f — primérné Ctverce

F — F-statistika
p — p-hodnota

8. prednaska 14. dubna 2008
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jednoduché tfidéni

priklad jatra

variab. S f S/f F p
mista | 1,796 | 4 | 0,4490 | 5,862 | 0,0013
rezid. | 2,285 | 30 | 0,0762
celk. | 4,081 | 34

F = 5,862 > F430(0,05) = 2,690
na 5% hladiné jsme prokazali rozdil
[summary(aov(InCu~Misto,data=Med))]

nebo také

[anova(Im(InCu~Misto,data=Med))]
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jednoduché tfidéni

v 7/

varianty zdpisu modelu AR jednoduchého tridéni

» model (méFeni = aroven + ,,chyba")

Yii = pi+ Eit 1<t<n, 1<i<k
= u+ (ui—p)+ Ei E;: nezavislé
= p+oa;+ Eq Eir ~ N(0,0?)

» reparametrizace (o; — efekty faktoru A):

k
S0
i=1
> Ho: a1 =ax=... = a (totéz, jako 1 = pp = ... = k)

> pro k = 2 je F4 = T2 (vztah s dvouvybérovym t-testem)

8. prednaska  14. dubna 2008 Zaklady biostatistiky  (MD710P09) ak. rok 2008/2009

150(222)




151(222)

jednoduché tfidéni

ovéreni predpokladi

» nezavislost: dino organizaci (pldnem) pokusu
predpoklad nelze vynechat i nahradit
» shoda rozptyli: (vyvazeny model mélo citlivy na neshodu)
> Levenelv test
(vlastné ANOVA s | Y: — med, Yi|)
p=1648% [levene.test(InCu,Misto)]
> Bartlettliv test
(citlivy na splnéni pfedpokladu o normalnim rozdélenf)
p=453% [bartlett.test(InCu,Misto)]
» normalni rozdéleni: (vyvazeny model mélo citlivy)
test normality nutno uplatnit na rezidua Yj; — Y;
p=6.8%
[shapiro.test(resid(aov(InCu Misto)))]
nebo [shapiro.test(resid(Im(InCu~Misto)))]
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jednoduché tfidéni

mnohondasobna srovnani

(Tukeylv test, Kramerova verze)

» nutnost zachovat zvolenou hladinu testu i pri soucasném
rozhodovani o fadé hypotéz

(napk. Ze p1 = p2, p1 = p3, fi2 = (3, -..)
» které dvojice Grovni faktoru (st¥. hodnoty y; resp. efekty «;)
se lisi?

|Yie = Yie| > qrnk(c)

kde gk n—k(cv) je tabelovana kritickd hodnota

@ Se_ TNV Yay
fe n—k

152(222)
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jednoduché tfidéni

priklad jatra

153(222)

misto | polet | pramér efekt smér.
odchylka

A 7 0,568 | 0,206 0,312

B 7 0,484 | 0,121 0,279

C 7 0,495 | 0,133 0,318

D 7| -0,063 | -0,426 0,290

E 7 0,329 | -0,034 0,144
celkem 35 0,363 | 0,000 0,104

q5,30(0705)\/

0,0762

2

1 1
7T 7

s+ ‘) =4,10-0,104 = 0,428

—0,063 + 0,428 = 0,365 = na 5% hladiné se mista D s nejmensim
pridmérem liSi vSechna mista s priméry aspon 0,365, tedy mista A,

B, C, nikoliv E

[TukeyHSD(aov(InCu~Misto,data=Med))]
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priklad jatra

funkce [TukeyHSD(aov(InCu~Misto,data=Med))]
da tabulku porovnani vsech dvojic
pomoci knihovny Rcmdr dostaneme také graf

95% family-wise confidence level
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Kruskal-Wallis

155(222)

Kruskaltuv-Wallistiv text

(neparametricky test)

» zobecnéni dvouvybérového Wilcoxonova testu
(pouzije opét poradi misto pivodnich hodnot)
» predpoklady:
> k nezavislych vybéri
> spojitd rozdéleni
» Hp: rozdéleni jsou stejna (tedy i medidny jsou stejné)

» T; - soucet poradi v i-tém vybéru

k 2

12 T
e e Y

Ho se zamita pfi Q > x3_,(a)
(velkd variabilita primérnych poradi)
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Kruskal-Wallis 156(22:

s 7/

priklad kojeni — vék matek podle vzdélani

o
o
1S o
b a— 1
1
8 — o] 1 '
- 1
p]
>
[To R T 1
N ' i
E ! -
1
1
o
~ — : —_—
—_—
T T T
zakladni maturita VS

vzdé lani

7o

je patrna nesymetrie, zejména u zakladniho vzdélani
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Kruskal-Wallis

157(222)

s 7/

priklad kojeni — vék matek podle vzdélani

vzdélani | n; | primérny | stfedni | soucCet | primérné
vék | chyba | poradi poradi
zakladni | 34 23,412 | 0,638 1025 30,15

maturita | 47 26,278 0,543 2618 55,70
VS | 18 28,500 0,877 1307 72,61
celk. | 99 25,697 4950 50,00

=% 10\ 32 T & 18

x2(0,05) =599  p < 0,0001

[kruskal.test(vek.m~Vzdelani,data=Kojeni)]

12 10252 26182 13072
(05 018 + 307 )—3-100:29,25
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N&hodné bloky

158(222)

motivacni priklad diety: vahové prirtistky za danou dobu

dieta
vrh A B C D | pramér
6,6 52 7.4 9,1 7,075
10,1 11,4 13,0 12,6 | 11,775
58 4,2 9,5 8,8 7,075
12,1 10,7 11,9 13,0 | 11,925
5 82 88 9,6 9,4 9,000
pramér | 8,56 8,06 10,28 10,58 9,370

A OO =

» r = 4 oSetfeni (pevné efekty, zvolili jsme je sami)
» k =5 vrhi (ndhodné efekty, zvolila je ndhodné pfiroda)

» jsou patrné rozdily mezi priméry pro jednotliva oSetfeni i pro
jednotlivé vrhy

» kdyby byly jen dvé diety (r = 2), pouzili bychom parovy test
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N&hodné bloky

159(222)

nahodné bloky

» zobecnéni parovych testll na r-tice
» nahodny blok
» homogenni skupina r objektl
> pocet objektll ve skupiné = pocet osetfeni nebo jeho nasobek
» oSetreni se priradi uvnitf bloku ndhodné
(kaZzdému oSetfeni stejny polet objekti)
> bloky — ndhodné efekty A; ~ N(0,03) (vliv bloku)
oSetreni — pevné efekty [3; (3°;=18j=10)  (vliv o3etFeni)

Yij = p+Ai+Bj+E;, Ej ~N(0,62), j=1,...,r, i=1,...,k

predpoklada se aditivni vliv, symbolicky zapisovany A + B
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N&hodné bloky

160(222)

nahodné bloky

> testované hypotézy
» Hg: 1 =...=3,=0 (o3etFeni B nem3 vliv)
» piipadn& Ha : 03 = 0 (nulova variabilita mezi bloky)

» rozklad variability

St =55+ S+ Se

» vliv dvou faktorui
» A — ndhodny: nastavuje priroda, pfi opakovani pokusu budou
Urovné jiné
» B — pevny: nastavuje experimentator, pfi opakovani pokusu
budou rovné stejné
» rozhodovani zda A je pevny nebo nahodny efekt zavisi na cili
vyzkumu, na interpretaci
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N&hodné bloky

priklad diety

161(222)

» tabulka ANOVA
variabilita S| f S/f F p
vrhy 91,932 | 4 | 22,983 | (22,26) | (<0,0001)
dieta 23322 | 3| 7,774 7,53 0,0043
rezidualni 12,388 | 12 1,032 - -
celk. 127,642 | 19 - - -

na 5% hladiné jsme prokézali rozdil mezi dietami (p = 0,4 %)
variabilita mezi vrhy je také prikazna (p < 0,1 %)
[summary(aov(prirustek~Error(Vrh)+Dieta,data=Mysi))]

vV v . v .Y

pro takto jednoduchy model vyjde tabulka stejné i kdyz
povazujeme faktor A za pevny (nendhodny); porovnavame
pak konkrétnich pét vrhi, vrhy nechdpeme jako vzorek vsech
moznych vrh(
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N&hodné bloky

priklad diety

162(222)

» kdybychom nespravné nevzali v (ivahu zdvislost nékterych
pozorovani zplsobenou ndhodnymi bloky (vrhy), dostali
bychom model ANOVA jednoduchého tfidéni

variabilita S| f| S/f F p
dieta 23,332 | 3| 7,774 | 1,193 | 0,344
rezidudlni | 104,320 | 16 | 6,520 - -
celk. 127,642 | 19 - - -

» [summary(aov(prirustek~Dieta,data=Mysi))]

» porovnani se spravnou tabulkou analyzy rozptylu

Se = 91,932 + 12,388 = 104,320, f. =4+ 12 =16
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Friedman 163(222)

Friedmantv test, zobecnéni znaménkového testu

(neparametricky test, bez pfedpokladu normality)

» model Y = pu+ A; + ; + Ejj (ndhodny Fadkovy efekt)
nebo Yj = p+ o + B + Ejj (pevny radkovy efekt)

Ejj nezavislé, spojité rozdéleni (nemusi byt normalni)
Ho : 1 = ... = [, (nezavisi na oSetfeni)

uréi poradi v ramci kazdého bloku (fadku) Rj

vV v v Vv

za hypotézy je v kazdém radku ndhodnd permutace Cisel
1,...,r, soucty ve sloupcich (pro oSetfeni) jsou podobné

=D r+1 Z<ZR’J> —3kr+ 1)

» zamitat Hg : pro Q@ > Xr 1(a)
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Friedman

164(222)

priklad diety

[friedman.test(prirustek~Dieta|Vrh,data=Mysi)]

dieta
vrh A B C D pram.
1 6,6 52 74 91| 7,075
2 101 11,4 130 12,6 | 11,775 k=5
3 58 42 9,5 8,8 | 7,075 F—4
4 12,1 10,7 11,9 13,0 | 11,925
5 82 88 96 94| 9,000 0-_* (@ + 7
pram. | 856 8,06 10,28 10,58 | 9,370 5.-4.5
dieta +17% +17°) —=3.5-5
vrh A B C D
1 2 1 3 4 =9,96
2 12 4 3 Q > x3(0,05) = 7,8147
3 2 1 4 3
4 3 1 2 4 P = 0,0189
5 1 2 4 3
soucet 9 7 17 17
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dvojné t¥idéni

165(222)

dvojné tridéni s interakcemi

opét normalni rozdéleni

» vliv dvou faktorti nemusi byt aditivni (1 <t < T)
Yije = p+ o + B + i + Eje Eie ~ N(0,0?)

» symbolicky A+ B + AB
> > jai=0

efekty faktoru A odpovidajici jeho k Grovnim
. Zj pi=0
efekty faktoru B odpovidajici jeho r Grovnim
> > =0, X7 =0
interakce vyjadruji neaditivitu obou faktort
(vliv A zavisi na arovni B, vliv B zavisi na Grovni A), pak
dvojné tfidéni bez interakci (s opakovanim pro T > 1)
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dvojné tFidéni 166(222)

v 7

testy ve dvojném tridéni

» Hag : v = 0 (aditivita obou faktorii)
vliv Grovné faktoru A je stejny pri vSech Grovnich faktoru B
vliv irovné faktoru B je stejny pfi vSech (rovnich faktoru A

» Ha: a;j = 0 (faktor A nema vliv)

» Hp : 3; = 0 (faktor B nema vliv)

» pokud zamitneme Hag, nema smysl| testovat Ha, Hg, nebot
prostfednictvim interakci oba faktory vliv maji

» v takovém pripadé je Iépe prejit k modelu jednoduchého
tfidéni s kombinovanymi Grovnémi
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dvojné tFidéni 167(222)

priklad Howells

> lebky exhumované na tfech mistech (A)
» lebky jsou rozliSovany podle pohlavi (B)
> méFime nejvétsi délku mozkovny GOL

[anova(Im(gol~Gender*Popul))] nebo
[anova(Im(gol~Gender+Popul+Gender:Popul))]

o

37 Gender
0 — M
- --- F

GOL

] pag = 0,8872

0
~ -
—

o
(S|
—

AUSTR BERG BURIAT
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dvojné t¥idéni

priklad Howells (GOL)

168(222)

pohlavi | misto njj Yij Sjj
M Berg 40 | 180,300 | 7,293
F Berg 40 | 170,450 | 6,641
M Australie | 40 | 190,375 | 5,555
F Austrdlie | 40 | 181,375 | 6,632
M Sibif 40 | 181,175 | 6,468
F Sibi¥ 40 | 172,175 | 5,228
variabilita S f S/f F p

mista 52421 2621,1 65,2 | <0,0001
pohlavi 5170,8 5170,8 | 128,6 | <0,0001
interakce 9,6 2 4.8 0,1 0,8872
rezidudlIni 9410,6 | 234 40,2
celkova | 19833,2 | 239

= N
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dvojné tFidéni 169(222)

priklad Howells

> lebky exhumované na tfech mistech (A)
» lebky jsou rozliSovany podle pohlavi (B)
» méfime tylni dhel OCA

[anova(Im(oca~Gender*Popul))] nebo
[anova(Im(oca~Gender+Popul+Gender:Popul))]

~ -
~ R
= - Gender

- F
— M

116
Il

OCA

pag = 0,0222

114
|

AUSTR BERG BURIAT
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dvojné t¥idéni

priklad Howells (OCA)

170(222)

pohlavi | misto njj Yij Sjj
M Berg 40 | 116,675 | 5,567
F Berg 40 | 116,850 | 5,682
M Australie | 40 | 115,025 | 4,382
F Austrélie | 40 | 114,800 | 4,286
M Sibif 40 | 113,450 | 4,782
F Sibi¥ 40 | 117,200 | 4,973
variabilita S f S/f F p

mista 150,908 75,454 | 3,05 | 0,0493
pohlavi 91,267 91,267 | 3,69 | 0,0560
interakce 191,608 2 | 95,804 | 3,87 | 0,0222
rezidudlni | 5789,550 | 234 | 24,742
celkova | 6223,333 | 239

= N
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dvojné t¥idéni

porovnani populacnich mér polohy

171(222)

rozdéleni normalni spojité
populaéni parametr populaéni populaéni median
(o ¢em je hypotéza) pramér (distribuéni funkce)

jeden vybér

jednovybérovy t-
test

jednovybérovy Wilcoxon

vybér dvojic

parovy t-test

znaménkovy, Wilcoxon

dva nezavislé vybéry | dvouvybérovy Mann-Whitney

t-test (Kolmogorov-Smirnov)
k nezavislych vybéri analyza rozptylu Kruskal-Wallis

jedn. tfidéni
vybér r-tic analyza rozptylu Friedman

nahodné bloky
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zavislost

172(222)

vysetfovani zavislosti

nezavisle zavisle proménna
proménna(é) | spojita | nominalni
spojita regrese | (logistickd
korelace regrese)
nomindlni | analyza | kontingencni
rozptylu tabulky

priklady:

» hmotnost na vysce

» rakovina plic na poctu vykourenych cigaret
» hmotnost obilky na Zivném roztoku
>

barva odi a barva vlasu
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Zzévislost 173(222)

korelace a regrese

» korelace (dvojice nahodnych veli¢in)
» méfi silu (tésnost) vzajemné zivislosti spojitych veli¢in
> lze pouzit k prokazovani existence vzajemné zavislosti X, Y
» k porovnavani sily (tésnosti) zavislosti v nékolika populacich
» symetricka vlastnost veli¢in X a Y
> regrese (ndhodna veli¢ina na nendhodné veli¢ing)
» udava jak zavisi stfedni hodnota spojité veli¢iny Y na
nezavisle proménné (proménnych) x
nesymetricka vlastnost (zdvislost Y na x # zavislost X na y)
Ize pouzit k prokazovani existence zavislosti
zavisle proménné Y na nezavisle proménné x
» umoziuje pfedpovidat stf. hodnotu Y pro zvolenou hodnotu x
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korelace 174(222)

korelaéni koeficient

(zavedeni vybérového korelaéniho koeficientu)

v 7 v 7 .. _ o
» (populaéni) korelaéni koeficient pxy = UXXUYY
(zaveden na obr. 78)

> lpxv| <1
» pro nezavislé X, Y je pxy =0
» méfi silu linearni zavislosti

> (vybérovy) korelacni koeficient ry, (zaveden na obr. 34)
Sxy _ Z(XI_)_()(YI_ \_/)
Sy /(X = X)230(Y; - V)2

» odhaduje pxy
» presnost odhadu zavisi na n
» alternativni oznaceni: Pearsonuiv korelaéni koeficient,
momentovy korelac¢ni koeficient,
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korelace 175(222)

dokazovdni zavislosti X, Y

» k prokazani zavislosti nutno normalni rozdéleni (X, Y)

» Hp : pxy = 0 se na hladiné a zamita:

r
T:ﬁvn—z |T| > th-a()
—r
(r je dost daleko od nuly)
» Spearmantiv koreladni koeficient
» mé¥i silu monotonni zavislosti

» zalozen na poradich R;, Q; hodnot X, Y;

n

S 6
ho =1- =Y (R — @)’

n(n?—1) —

> k testu nezdvislosti nepotfebuje normalni rozdéleni
» Ho: (nezavislost) se zamit3, je-li |r)((‘§,) Vn—=1] > z(a/2)
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korelace 176(222)

zavislost vahy na vysce u muzi

data: Policie

[plot(weight~height)] [cor.test(weight,height)]
[« o OO (Z)
5 8- S .8 ’
g g T2 r =0,648
ed "%, ° o t =5,814
o % o ° p <0,001

T T T T T T T
165 170 175 180 185 190 195

height
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korelace 177(222)

zavislost vahy na pulsu u muzi

data: Policie

[plot(weight~pulse]

[cor.test(pulse,weight)]

8
- o ® o
o
o | o ° o
>
o OO o oO o
— ° o
= o _] é) o
2 ©
g o ceo 5 e r =-0,245
o e}
o
R 0 o o o o t = —1,752
o
oo ©° 2 °© 1% = 8,6 %
o |
o©
o
T T T T T T
50 60 70 80 90 100
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z-trafo

178(222)

Fisherova z-transformace

(pfiblizi chovéani vybérového korelaéniho koeficientu r normalnimu rozdélenf)

test shody dvou nezavisle odhadovanych korel. koeficientt
priklad Kojeni: vyska rodi¢t chlapct a divek

1. 14 0,5687

divky: n = 0,27 = =_—Inh———— =02

» divky: n = 0,279, n; =50, z; > n1—0,5687 0,286

. B 1, 140,150

» hoSi: n = 0,150, n, =49, z, = > In 10150 0,151
» test Hp : p1 = p2 (odhady r1, r; jsou nezavislé!)

286 — 0,151

oo 028670151 460

\/ 1 N 1
50—-3 49-—3

srovnej s kritickou hodnotou z(0,05/2) = 1,960, p = 51,6 %
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z-trafo

179(222)

interval spolehlivosti pro p

opét potfebujeme normilini rozdéleni (X, Y)

» ve dvou krocich:
> interval spolehlivosti pro ¢ = 3 In }jg
» pomoci inverzni transformace pak int. spol. pro p
» interval spolehlivosti souéasti funkce cor.test()
» nas priklad:
skupina r (bodovy odhad ) 95% int. spol. pro p p
divky 0,279 (0,000;0,517) 5,01 %
hoSi 0,150 (—0,137;0,414) 30,3 %
» u chlapcl nelze prokdzat na 5% hlading zdvislost
» u dévcat je zdvislost na 10% hladiné prikazna, na 5% hladiné

tésné nikoliv (interval spolehlivosti je jen priblizny!)
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regrese

180(222)

regrese
(ptivod pojmu)

» tendence (ndvrat) k primérnosti
F. Galton (1886) vysetfoval dédi¢nost vysky postavy

» uvazujme otce, jejichZ vyska je rovna primérné vysce generace
vSech otcli; primérna vyska synt otcl této vysky bude rovna
primérné vysce vSech synl

» uvazujme otce o 10 cm vysSi, nez je primérnd vyska generace
otcid: primérna vyska synil téchto otcli bude jen asi 0 5 cm
vySsi, nez primérna vyska generace synli

» uvazujme otce o 10 cm nizsi, neZ je primérna vyska generace
otcid: primérna vyska synil téchto otcli bude jen o asi 5 cm
nizsi, nez primérna vyska generace synil

» pramérné vysky synl nereprodukuji celou odchylku vysky otce
od praméru, je tu navrat k priméru (regrese)
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regrese 181(222)

regresni primka

» predpokladana zavislost stfedni hodnoty Y na nendhodné x:

EY = Gy + (ix
» k danym xg,...,x, zjistime Y1,..., Y,
» predpoklady:
» nezavisla pozorovani Yi,...,Y,

» stejny rozptyl o
» normalni rozdéleni (potfebné aZ pro testy, normalitu nelze
ovéfovat testovanim pfimo Yi,..., Yy,!)

» neznamé populaéni parametry 3y, 51 odhadujeme metodou

nejmensich ¢tvercu:
n

minimalizovat pfes (g, 81 vyraz Z(Y, — By — 51x,-)2
i=1

v

odhady oznacime bg, by
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metoda nejm. &tverch 182(222)

metoda nejmensich Ctvercl

odhadovana zdvislost: y = o+ 1 -x (populace)
odhad zavislosti: y = by + by - x  (vybér)
i-td vyrovnana hodnota Y = by + b1x; (vybér)
i-té reziduum  U;=Y;—Y; (vybér)
celkovd plocha &tvercti:  Se=>"7_; U2 (vybér)
o
N
y =bg+bx
LQ - N
- [Xi;Yi]
o |
by
o | T
° L] b [x:Y]
o 0
e T T |
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metoda nejm. &tverch 183(222)

» b; — odhad smérnice (31
» b; — odhad zmény stredni hodnoty zavisle proménné Y
pri jednotkové zméné nezavisle proménné x
> i-té reziduum U; = Y; — Y; = Y; — (by + b1x;)
> Yi=Yi+U
> (vysvétlovano)=(vysvétleno zavislosti)+(nevysvétleno)
» rezidudlni soucet Etvercu (nevysvétlena variabilita):
n n n
Se=> (Yi— V2= (Yi—bo—bix;)> = > U?
i=1 i=1 i=1
» rezidualni rozptyl
E—
n—2
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metoda nejm. &tverch 184(222)

alternativni formulace

» uvazovanou zavislost lze psat ve tvaru

Yi = (o + Bix) + Bi(x; — X) + E;
= BE; +51(X,' —)_() + E,'

> [ vyjadfuje stfedni Groven vysvétlované proménné Y pfi
primérné hodnoté nezdvisle proménné x

» 31 vyjadruje citlivost, s jakou reaguje stfedni hodnota
vysvétlované proménné Y na jednotkovou odchylku nezavisle
proménné x od jejiho priméru x

» E; vyjadruje ndhodnou slozku i-tého pozorovani,
E: ~ N(0,0?)

» odhadem zdvislosti je (b je stejné jako pfi klasickém
vyjadreni)

Yi =Y+ bi(x— %)
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metoda nejm. &tverch 185(222)

prokazovani zavislosti

» modelujeme zdvislost EY na x pomoci EY = [y + f1x
» nezavislost y = By + P1x na x znamend (1 =0
» hypotézu Hg : 31 = 0 testujeme pomoci statistiky
b
T = 71
S.E.(b)
» hypotézu zamitame, je-li |T| > t,—2(«)
tj. je-li prislusnad p-hodnota < «
» pokud Hg zamitneme, fikdme, na hladiné « je zavislost
prikazna
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koef. determinace 186(222)

koeficient determinace

» podil variability Y vysvétlené uvazovanou zavislosti
(jakou ¢ast variability Y se podafilo zavislosti na x vysvétlit)

2 variabilita vysvétlend S(Y; —
variabilita vysvétlovand > (Y

Y

Y

_ variabilita nevysvétlend 1 >
variabilita vysvétlovana >

> R? je bezrozmérné &islo, &asto vyjadieno v procentech

» R? ukazuje, zda ma smysl predpovidat pomoci regrese
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koef. determinace

187(222)

priklad zavislost procenta tuku na vysce

data: Policie

regresor b; | S.E.(bj) t p
abs. ¢len | 53,870 | 24,657 | —2,185 | 0,0338
height 0,379 0,138 | 2,742 | 0,0086

» predpovéd: Y; = —53,870 + 0,379x;

» fat=— 53,870 + 0,379 - height

» zavislost procenta tuku na vySce je na 5% hladiné prikazna

» na kazdy centimetr vysky v priméru pribude 0,379
procentniho bodu tuku

v

[summary(Im(fat~height))]
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koef. determinace 188(222)

tabulka analyzy rozptylu

varia- | soucet | st. pram. F p
bilita | ctverch | vol. | Ctverec
regrese | 362,54 1| 362,54 | 7,519 | 0,0086
rezid. | 2314,41 | 48 48,22
celk. | 2676,95 | 49 | (54,63)

> 52 = 48,22

>
362.54 2314.41
R2 — ’5 — 1 !

T 2676,95  2676,95
» zdvislosti na vysce jsme vysvétlili jen 13,5 % variability
procenta tuku
» [anova(Im(fat~height))]

= 0,135
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mnohondasobna linearni regrese

189(222)

mnohonasobnd linedrni regrese

» zavislost na dvou (nebo vice) nezavisle proménnych
» pozorovani (xi,vi, Y1), ..., (Xn, Va, Yn)
> predstava (model)

Y; = Bo + B1x;i + Bavi +E;
EY;

» stfedni hodnota Y; (tj. systematickd, nendhodna slozka Y;)
vysvétlena pomoci x;, v; jako Gy + B1x; + Gov;

> E1,...,E, (také Yi,...,Yy) jsou nezavislé nahodné veli¢iny

» E; ~ N(O,az) (normalni rozdéleni se stejnym rozptylem)

» bg, b1, bp — odhady parametri S, 81, 52
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mnohondsobnad linearni regrese 190(222)

Interpretace

» b; — odhad zmény stfedni hodnoty Y pfi jednotkové zméné x
a nezménéné hodnoté v

v

» by — odhad zmény stfedni hodnoty Y pfi jednotkové zméné v
a nezménéné hodnoté x

» U; — reziduum
U=Y— )A/,-: \/,—(b0+b1x;+b2v;)

» rozklad variability S+ = Sg + S,

n n n

S - VP =3 (V- V)2 + 3 (Y - Vi)

i=1 i=1 i=1
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mnohondasobna linearni regrese

191(222)

» koeficient determinace R?
podil celkové variability, ktery se podafilo vysvétlit zavislosti Y
na x, v (jakou &ast variability Y se podafilo vysvétlit)

SR Se
RP="T"=1-2°
St St
» Hy: 51 =03=0 (chovéni Y nezdvisi ani na x ani na v)
Sr/2
F=—R<% _>F,

» p-hodnota tohoto testu byva uvadéna spolu s R?
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mnohondsobnad linearni regrese 192(222)

testy o prinosu jednotlivych regresor(

» model y = Bo + Pix + [av
| 4 HO : ﬁg =0
k vysvétleni chovdni Y stadi x, tj. y = By + [1x
T b2 itat | To| > th—3()
= zamitat pro > thos(a
2 S.E.(by) p 2 n—3
4 HO . ﬂl =0
k vysvétleni chovani Y stadi v, tj. y = By + fov
T- by zamitat pro |T1| > t,—3(«)
= —, = _2l
1 SE.(by) p 1 n—3
» Hg : Bo = 0 zpravidla nema readlny smysl
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mnohondsobnad linearni regrese 193(222)

priklad: zavislost procenta tuku na vysce a vaze

data: Policie

regresor b; | S.E.(b)) t p
abs. ¢len | 11,327 | 16,682 | 0,679 | 0,5005
height | -0,262 0,110 | -2,376 | 10,0216
weight | 0,624 | 0,0690 | 9,050 | <0,0001

v

[summary(Im(fat~height+weight))]

> pri stejné vysce oCekdvame na kazdy kg hmotnosti o 0,6
proc. bodu vice tuku

» u muzl, ktefi se lisi vySkou o 10 cm a maiji stejnou
hmotnost ocekdvame, ze ti vyssi maji v priméru o 2,6 proc.
bodu méné tuku

» na 5% hladiné nelze vyloudit vysku, prikazné pfispiva k
vysvétleni pomoci vahy

» na 1% hladiné nelze vylou¢it véhu, prikazné prispiva k

vysvétleni pomoci vysky
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mnohondasobna linearni regrese

tabulka analyzy rozptylu

variabilita | souc. ¢tv, | st. vol. | prim. Ctv. F p

regrese 1833,11 2 916,55 | 51,050 | <0,001
rezid. 843,85 47 17,95
celk. 2676,95 49 (54,63)

R? = 1833,11/2676,95 = 1 — 843,85/2676,95 = 0,685

> zavislosti na vySce a vaze jsme vysvétlili 68,5 % variability
procenta tuku

> 52 =17,95

» na kazdé rozumné hladiné zamitdme hypotézu, podle které
procento tuku nezavisi ani na vySce ani na vaze
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mnohondsobnad linearni regrese 195(222)

regresni diagnostika
zda byly splnény predpoklady

a) zvolili jsme spravné tvar zavislosti?

b) je rozptyl viude stejny?

c) je pfiméfené splnén predpoklad o normalnim
rozdéleni?

d) jsou opravdu pozorovani nezavisla?
problém casto tam, kde pulsobi Cas

» Casto pomiize transformace (a), b), c), napf. logaritmovani
zavisle proménné
> [plot(Im(fat~height+weight))]
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multinomické rozdéleni

196(222)

hodnoceni kvalitativnich znaka

vV v Vv Yy

znaky v nomindalnim méritku
nékdy i v ordindlnim méritku, ale usporddani zde prehlizime
postupy pro ordinalni znaky existuji, ale zde neni na né misto
priklady

» pocty osob s krevnimi skupinami A, B, AB, 0

» poclty déti narozenych v jednotlivych mésicich v Praze

» pocty matek se zdkladnim, stfednim, vysokoskolskym
vzdélanim

» statistické jednotky tfidime do k neslucitelnych kategorii

» vysledkem je k-tice (vektor) Cetnosti

modelem pro tento vektor je multinomické rozdéleni
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multinomické rozdéleni

197(222)

multinomické rozdéleni

v

v dil¢im pokusu k moznych vysledki (jeva) Ay, ..., Ak
neslucitelné jevy, sjednoceni vSech je jev jisty

7j je pst, ze vyjde A; (mp+m+...+7=1)
n nezavislych dil¢ich pokusii (opakovani)

N; — pocet dilCich pokusi, kdy nastalo A;

(N1, ..., Ng) md multinomické rozdéleni s parametry
n,my,...,Tk

v

pravdépodobnost toho, Zze Ny = nyg, ..., Ny = ng

n!
P(lenl,...,Nk:nk):

n ng
— T ... T
n1!...nk! 1 k
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multinomické rozdéleni 198(222)

souvislost s binomickym rozdélenim

» pro k = 2 jsou v dil¢im pokusu jen dva mozné vysledky,
binomické rozdéleni je specidlnim pripadem multinomického

n! m_m

P(lenl,szng): 7T1 7T2

n1!n2!

je totéz jako (plati prece ny + ny = n)

P (Nl = n1) = <’Z>7T1717T5_n1

> kazdé N; (samotné, proti ostatnim cetnostem) ma binomické
rozdéleni, tedy

Niji(ﬂ,?Tj), ENJ':mrj
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multinomické rozdéleni

199(222)

vlastnost x? (chi-kvadrat)
(X? - velké x?)

» plati pro velkd n, napf. pokud nm; > 5 pro vSechna j

k
N; — nr;)? -
X? = E u m4a priblizné rozdéleni Xi—l
- n7Tj
Jj=1

test shody Hg : 71 = 71'?,...,71’,( = 71'2

(pravdépodobnosti hypotézou dany jednoznaéné)
plati-li Hp, oCekdvame Cetnosti blizké hodnotam EN; = mrj(-):

v

v

k 0\2
N; — nm;
Ho zamitame, je-li X2 > \2_,(a), [ X% = Z M

v

v

N; — experimentalni Cetnosti,

n7rJ(-J — ocekavané (teoretické) &etnosti

v

statistika X2 porovnava experimentélni a teoretické Cetnosti
(méfFi jejich neshodu)
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multinomické rozdéleni 200(222)

pocty studenti biologie narozenych v jednotlivych mésicich

nulova hypotéza: déti se rodi béhem roku rovnomérné

[chisq.test(nn,p=c(31,28,31,30,31,30,31,31,30,31,30,31) /365)]

mésic n; nm} | pFinos k chi-kvadrat
1] 11 9,43 0,2623

2 9 8,52 0,0276

3| 13 9,43 1,3539

41 11 9,12 0,3861

5 8 9,43 0,2161

6 5 9,12 1,8635

7] 10 9,43 0,0348

8 6 0,43 1,2461

9| 13 9,12 1,6473

10 8 9,43 0,2161

11 8 9,12 0,1383

12 9 9,43 0,0194
celkem | 111 | 111,00 7,4115

X2 =74115 < x3, 1(0,05) = 19,675 p=765%
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multinomické rozdéleni

201(222)

priklad: reprezentativnost vybéru

(porovnat procenta v populaci a vybéru nestaéi)

|

ve vySetfované populaci jsou krevni skupiny 0, A, B a AB
v poméru 35 %, 35 %, 20 % a 10 % (to uréi Ho)

ve vzorku pacientll byly pocty osob s krevnimi skupinami
0, A, B a AB po fadé 56, 72, 54, 18 (tedy n = 200)

Ize povaZovat tento vybér za reprezentativni vzhledem
k vyskytu krevnich skupin?

56 — 70)2 (72 —70)2 (54 — 40)2 18 — 20)2
s )+( )+( )+( )

X =770 70 40 20
=7,96 p=47%

vybér nelze povazovat za reprezentativni

» pfi polovi¢nich etnostech ve vybéru (28, 36, 27, 9) by vyslo

x? = 3,98, p = 26,4 % (lze povaZovat za reprezentativni)
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multinomické rozdéleni

priklad: barva kvétl a tvar pylovych zrnek

segregace dvou typl gend (C. R. Rao: Linedrni metody statistické indukce ..

» barva kvétl — purpurova :

» tvar pylu — ovalny : kulaty v poméru 3 : 1 (déno)

» plati-li nulova hypotéza (Hp : jde o nezavislou segregaci),
pak ctyfi mozné kombinace musi byt v poméru 9:3:3:1

202(222)

., str. 439)

Cervend v poméru 3 : 1 (dano)

barva | pupurovd Cervend purpurova Cervend | celkem
tvar ovalny ovalny kulaty kulaty
n; 296 27 19 85 427
0;j 3843/16 1281/16  1281/16  427/16 427
(el | 1297 3517 4657 12741 | 222,12
J

x? = 222,12 > x3(0,05) = 7,81

> nezdvislost jsme zamitli
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multinomické rozdéleni

203(222)

priklad: barva kvétl a tvar pylovych zrnek

» co zpusobilo zamitnuti hypotézy?

barva | purpurovd cervend | celkem
ovalny tvar 296 27 323
kulaty tvar 19 85 104
celkem 315 112 427

» jsou barvy v ocekdvaném poméru 3 : 17
[chisq.test(c(315,112),p=c(3/4,1/4))]

x>=03443 p=557%
» jsou tvary v olekdvaném poméru 3 : 17
x> =0,0945 p=759%

» davodem zamitnuti urcité zavislost
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multinomické rozdéleni 204(222)

slozena nulova hypotéza (hypotéza o strukture)

» hypotéza urduje vztahy mezi pravdépodobnostmi 71, ..., 7
nékteré parametry zistavaji volné, je tfeba je odhadnout

v

pfiklad antigen: (Hardy-Weinberg equilibrium)
model pro fenotypy AA, Aa, aa

P(AA) = 11() = 62
P(Aa) = m(0) =20(1 —0)
P(aa) = m3(0) = (1 -6)?

v

neureny parametr 6 — pravdépodobnost alely A

v

jsou zjisténé Cetnosti fenotypt ny =18, np =17, n3 =6
v souladu s modelem, tj. s H-W rovnovahou?
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multinomické rozdéleni 205(222)

» odhad 6 maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce
6(9) = In(P(Nl = n, N2 = ny, N3 — n3))

—In (cl (62)™ (20(1 — 0)™ ((1 — 9)2)"3)
=+ (2n1 + ) In6 + (n2 + 2n3) In(1 — 0)

T 5 = O,646>

» obecné se Hy zamitd, pokud (# ma g nezavislych slozek)

2 _ (N; = ”Wj(é))z 2 o
X = 2 nﬂj(é) > Xk—1—q(@)

» priklad antigen: x> = 0,355 < x3_;_;(0,05) = 3,84
p=551% hypotézu na 5% hladin& nezamitdme
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kontingenéni tabulka

206(222)

nezavislost nominalnich znaki

vV v . vY

nominalni znak s hodnotami Ay, ..., A,
nominalni znak s hodnotami B;, ..., B.
Njj kolikrat soucasné A; a B; (sdruzené cetnosti)

marginalni Cetnosti

nezavislost znaki: pro vsechny dvojice i, plati
P(Ai N Bj) = P(Aj)P(B;)

charakteristika nezdvislosti: z marginalnich psti jevii A;, B;
dokaZeme rekonstruovat sdruzené psti jevii A; U B;
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kontingenéni tabulka

207(222)

test nezavislosti dvou kvalitativnich znaka

> teoretické Cetnosti (protéjsek Njj) —
Cetnosti, které v priméru oCekavame, plati-li hypotéza

_— — Nie Noi  NioN,j
o;j:n'P(A,-ﬂBj):n-P(A,-)-P(Bj):n-T'-TJ:%

» Hg : znaky jsou nezavislé

> nezdvislost se zamita pokud X2 > X?r—l)(c—l) (@)

» stupné volnostin—1—qg=r-c—1—(r—1)—(c—1) =
r-c—r—c+1=(r—1)(c—-1)
» musi byt 0 > 5V (i,j) (tj. pro vdechny dvojice)
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kontingenéni tabulka 208(222)

priklad: koureni u muz{
data: Ichs

empirické sdruzené a marg. Cetnosti

vzdélani | zdkl. odb. mat. VS | celk.
nekurak | 14 55 55 73 | 197 o (14 —243)
byvaly k. | 11 28 44 42| 125 XT3

kurak 14 24 24 17 79

silng k. 78 180 175 106 | 548 +..

celkem | 117 206 298 238 | 949 (106 — 137,4)2

ocekavané sdruzené a marg. Cetnosti 137,4
vzdélani | zakl. odb. mat. VS | celk. — 38.68
)

nekufdk | 243 614 61,9 49,4 | 197
byvaly k. | 154 39,0 39,3 31,3 | 125 _ _

ku¥ak 97 246 248 198 79 f=4-1)4-1)=9
S|Iny k. 67,6 170,9 172,1 137,4 548 p < 0’0001
celkem 117 296 208 238 | 949

[chisq.test(matrix(c(14,11,14,8,55,28,24,189,55,44,24,175,73,42,17,106),nr=4,nc=4))]
zavislost jsme na 5% hladiné prokazali
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kontingenéni tabulka

priklad Baden

barva odi barva vlast celkem
svétld | hnéda | cernd | rysava
modra 1768 807 189 47 2 811
Seda/zelend 946 | 1 387 746 53 3132
hnéda 115 438 288 16 857
celkem 2829 | 2632 | 1223 116 6 800
» barva oéi r = 3, barva vlasil ¢ = 4, n = 6800
> 011 = 2811 - 2829/6800 = 1169. ..
> 034 = 116 - 857/6800 = 14,62 > 5
> (1768 — 1169)2 (807 — 1088)2
= ...=1073,5
X 1169 088 ’
> x2(0,05) = 12,5916
p < 0,0001

zavislost je na kazdé rozumné hladiné prokazana
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kontingenéni tabulka 210(222)

test homogenity

» hodnoty znaku By, ..., Bc

» r nezavislych vybérd z rliznych populaci
» Ho : populace se nelisi

» dal stejné jako pro nezavislost

» priklad krevni skupiny

populace skupina celkem
0 A B AB

C 121 | 120 79 | 33 353

D 118 95 | 121 | 30 364

celkem 239 | 215 | 200 | 63 717

, (121 —353.239/717)2 )
= ... =11,742 > x3(0,05) = 7,815
353.230/717 ’ X3(0.09) =7,

nejm. teoretickd Cetnost: 353 -63/717 = 31,02 > 5, p=0,8 %
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McNemar 211(222)

McNemaruv test (test symetrie)

nezaménovat s testem nezavislosti!

» parovy test pro nomindlni veli¢inu s hodnotami Bj, ..., By

» zjistujeme hodnoty nominalniho znaku na stejnych objektech
za dvojich okolnosti (pfed osetfenim, po oSetfeni)

> N poclet objektil, u nichz prvni méfeni B; a druhé méreni B;

» nulova hypotéza: pravdépodobnosti moznych hodnot znaku
jsou stejné za obojich okolnosti (pred oSetfenim i po ném)

-y
Nj; + NJ,
> hypotézu zamitneme pii X2 > Xi(k—l)/2 (@)

» vyrazy ve jmenovateli musi byt kladné!

» nezdvisi na poctu objektl, kdy vysly oba vysledky stejné
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McNemar

212(222)

priklad stromy

1994 1995 celkem
1 2 3

1 4 3 3 10

2 712111 39

3 115 35 51

celkem | 12 | 39 | 49 100

v

stav tychz stromi ve dvou sezénach

v

celkem 100 stromua

, (3-72% (3-1)2% (11-15)2
— = 3,215
X =377 " 31 TTias Y

v

x3(0,05) = 7,8147, p=36,0%
rozdil mezi sezénami jsme neprokazali
[mcnemar.test(matrix(c(4,7,1,3,21,15,3,11,35),3,3))]

v

v
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&tyFpolni tabulka 213(222)

Ctyrpolni tabulka

znovu test nezdvislosti ¢i homogenity

a b a+b
c d c+d
at+c| b+d n

» specidlni pripad kontingen¢ni tabulky pro r = ¢ =2
> test nezdvislosti i test homogenity
statistiku |ze upravit na pohodIngjsi vyjadreni

n(ad — bc)?

X2 =
(a+c)(b+d)(a+ b)(c+d)

zamita se pro X2 > x3(a) = z(a/2)?
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Fisheriv exaktni test 214(222)

pripad malych cetnosti

> je-li nékterd ocekdvana cCetnost mald, pak lze u Ctyrpolni
tabulky pouzit upraveny postup: Yatesova korekce
2 n(|lad — bc| — n/2)?
Y " (a+c)(b+d)(a+ b)(c+d)

» Fisheriv exaktni test pocitd pfimo dosazenou hladinu p

» pro tabulku s velkymi Cetnostmi je vypocet Fisherova testu
vypocetné naroény (pamétové naroky, trvani vypocltu)

> existuje zobecnéni Fisherova testu i pro vétsi tabulky, nez je
Ctyrpolni
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Fishertiv exaktni test

215(222)

priklad hrabos

Frenkelia Sarcocystis spp. celkem
Spp- + -

+ 4 27 31

— 11 473 484

celkem 15 500 515

» souvisi spolu ndkazy dvéma cizopasniky?

» nulovad hypotéza: nezavislost

,  515(4-473 —11-27)?
- 15-500-31-484

= 11,643, p=0,06%

» [chisq.test(matrix(c(4,11,27,473),2,2),correct=FALSE)]
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Fisheriv exaktni test 216(222)

priklad hrabos

> nejmensi oCekdvana Cetnost: 15-31/515=0,9 <5
> Yates: 2=8,187 p=042%
[chisq.test(matrix(c(4,11,27,473),2,2))]

» Fisherav test: p=092%
[fisher.test(matrix(c(4,11,27,473),2,2))]

» na 5% hladiné zdvislost prokazana

» vyskytuji se dvoji cizopasnici se stejnou psti?
(zcela jina otazka, nez na nezdvislost)

» odpovéd dd McNemar(v test:

» (11 —27)2
= "~/ —6,7368 =0,94
X 11 +27 Y ) p Y %

[mcnemar.test(matrix(c(4,11,27,473),2,2),correct=FALSE)]

12. pfednaska 12. kvétna 2009 Zaklady biostatistiky (MD710P09) ak. rok 2008/2009



Fishertiv exaktni test

217(222)

priklad: barva kvétl a tvar pylovych zrnek
(jiny postup)

> pripoménme data

barva | purpurovd cervend | celkem
ovalny tvar 296 27 323
kulaty tvar 19 85 104
celkem 315 112 427

» kdybychom neznali predem teoretické poméry u barvy a tvaru,
pouzijeme bézny postup pro Ctyfpolni tabulku

»  427-(296 -85 — 19 -27)?
- 315-112-323-104

—218,9

» porovnat s x3(0,05) = 3,84 a nikoliv s x3(0,05) = 7,81

» nyni margindlni psti odhadujeme, kdeZto v 11. prednasce
(obrazek 203) jsme je znali
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pouZiti statistiky 218(222)

jak statistiku pouzijeme

v

co o problému zjistili jini? (precti, sepis)

co chces zjistit?
» zformuluj otdzku (to uréi mozné statistické metody)
» zformuluj nulovou a alternativni hypotézu

zvol hladinu testu «

» zvol rozsah vybéru (presnost, délka int. spolehlivosti, sila

testu)

pofid data
» proved méfeni (podrobné zdznamy!)
» preved do elektronické formy (kédovani)
» vydisti data (grafy, popisné statistiky,. . .)

proved vypoclty, kresli grafy

» pouzij vysledky a grafy, interpretuj
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dvoji pivod dat

» planovany (organizovany) pokus

aktivné zasahujeme

fixujeme okolnosti (stdl4 teplota, svételny reZim)
nastavujeme Grovné zvoleného faktoru (napf. Zivné roztoky)
jedincim nahodné prifazujeme osetreni

zjistime-li rozdil, zndme jeho pfricinu

v

v

v

v

v

> Setfeni (sledovani déni)
» pouze sledujeme, nezasahujeme
» rozdéleni do skupin nemizeme ovlivnit
» rozdil mezi skupinami mze byt zplisoben matouci
(confounding) veli¢inou, kterd souvisi s rozdélenim do skupin i
s méFenym znakem (pfiklad: pldnované téhotenstvi na vzdélani
matky, matouci je vék matky)
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pouziti statistiky

220(222)

jaké alohy resime

> popsat stav
» poloha (primér, median, kvartily,...)
» variabilita (smér. odchylka, rozptyl, kvartilové rozpéti)
» zavislost (korelaéni koeficient, Spearmantv korel. koeficient)
» tvar rozdéleni (Sikmost, Spi¢atost)
» prokazat vliv osetfeni
» zména polohy (t-testy, analyza rozptylu)
» zména variability (Levene, F-test, Bartlettiv test)
> jind zména rozdéleni (Kolmogorov-Smirnov)
> prokazat zavislost
> obé spojité (korela¢ni koeficient, regrese)
spojitd na kvalitativnimi (ANOVA)
obé kvalitativni (kontingenéni tabulka)
predikce spojité veli¢iny na spojitych & kvalitativnich (regrese)

v

v

v
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vybér metody

» jakou ulohu Fesime?
> jsou vybéry nezavislé?
» Zz organizace pokusu
» |ze predpokladat normalni rozdéleni?
> Ize ovéFovat (ve skupindch pozorovani, z rezidui)
» Ize soudit z grafu (normalni diagram)
> je rozptyl staly?
> Ize ovéFovat (ve skupindch pozorovani, z rezidui)
» Ize soudit z grafu (rozptylovy diagram)
> u regrese Ize ovéfit pomoci Breuschova-Paganova testu
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pouziti statistiky

222(222)

volba nulové a alternativni hypotézy

» Ho zjednodusuje model
» populace se nelisi (vybéry se lisi jen ndhodné)
> velidiny jsou nezavislé
» Hg zpravidla chceme vyvratit abychom prokazali svoji védeckou
hypotézu
» H; je opak nulové hypotézy
» zpravidla obsahuje tvrzeni, které chceme dokazat
» pokud existuje jednostrannd alternativni hypotéza, musime ji

zvolit pfed pokusem na zakladé Gvah, které nejsou zalozeny
na pouzitych datech

» pouze zamitnutim Hg néco dokazujeme
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