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statistika:

e popisna (data stru¢né popsat, néco z dat ,vydolovat")
e induktivni (tvrdit néco nového, zobecnit na vétsi soubor, zalezi
na interpretaci)

priklady dat:

e vySky (vyska desetiletych chlapc@/divek)

e déti (pohlavi, porodni hmotnost a délka, hmotnost a délka v jed-
nom roce, vék otce a matky, poCet onemocnéni otitidou v prvnim
roce véku)

e kojeni (hmotnost a délka porodni a ve 24. tydnu, vék a vyska

obou rodic¢a, zda téhotenstvi planovano, zda dudlik, porodnice)
3

cvi¢eni na pocitacich

— od Ctvrtka 24. Ganora ve Vinicné 7, 1. patro B5

— V paralelce 16—18 student(

— nutno se prihlasit, prednost maji studenti bez zapoctu

— zdpocet za aktivni a¢ast (vC€etné odevzdani soubort podle po-
Zadavk@ cviciciho)

— nutno mit aktivni GCet na siti, znat svoje heslo

— NCSS (Number Cruncher Statistical System)

e zkouSka v B5

— jen se zapocCtem, prihlaSovani pres SIS
— kombinace pisemné a ustni

e literatura

— K. Zvara: Biostatistika. Karolinum

e konzultace patek 10:00—11:00, 2. patro, Sokolovska 83, Kazrll’n

e

co mérime (zjistujeme) a kde

mérime na mnoha statistickych jednotkdach (osoba, obec, stat,
pokusné pole ...)

meérime (zjistujeme) hodnoty znakut

znak - vlastnost mérena na objektu (statistické jednotce)
zjisténou hodnotu vyjadfujeme ve zvoleném méritku (stupnici)
na jedné jednotce m@zeme méfit nékolik znak@ (moznad zavislost)
meérime na skupinach jednotek — souborech

zajimaji ndas hromadné vlastnosti (les, ne jednotlivé stromy)

mAzeme porovnavat viastnosti znaku mezi soubory



meritka

e nula-jednickové (muz/Zena) pouze dvé mozné hodnoty meéritka (2)

e nominadlni (porodnice, pohlavi, odr@ida) seznam vSech rozlisitel-
nych hodnot, faktor

kvalitativni: nula-jednickové, nominalni, ¢asto i ordinalni

e U kvalitativnich se zpravidla udavaji Cetnosti jednotlivych hodnot

e ordinalni (vzdélani matky,..., stupen bolesti) hodnoty nominal- (kolikrat ktera nastala)

niho méritka usporadany, usporadany faktor

kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, nékdy ordindlni

e intervalové (rok narozeni, teplota ve °C) stejné vzdalenosti sou- (nenf spojité)

sednich hodnot, ,,0 kolik je mensi?"

hodnoty kvantitativnich — &isla
e pomérové (hmotnost, vyska, vék) srovnani se zvolenou jednot-

kou, ,kolikrat je vétsi?“

popisné statistiky

veli¢ina z1, o, Tn zjigt&né hodnoty
1 3 . mozné hodnoty (rtizné

e Ciseln& vyjadreny vysledek méFeni, pokusu 1 2 ’ Fm v ( )
ni, no, ce Nm Cetnosti hodnot

e hodnoty znakll v intervalovém, pomérovém mérfitku jsou husté —

spojita veli€ina m
3 . o o NNyt Anm =Y nj=n
e Cetnosti hodnot znak@ v nula-jedniCkovém, nomindlnim (C&i ordi- =1

nalnim) méritku — diskrétni veliCin ny n n o .
a ) méfitku — diskrétni velicina L2 ™  _ relativni Cetnosti
n

n n

e U veliCin pouzivame charakteristiky nékterych hromadnych vlast-
nosti (charakteristiky polohy, variability)

J
N; => n; kumulativni cetnosti
i=1

e statistika (téz) funkce pozorovanych hodnot

pro kumulativni €¢etnosti nutno aspon ordinalni méritko



histog Fam (histogram, barplot)
e grafické znazornéni Cetnosti (poct@ hodnot kvalitativni veliCiny)

e plocha (vyska) obdélniku Gmérna Cetnosti

e relativni Cetnosti daji jen jiné méritko

e podobné vysecovy diagram pro relativni ¢etnosti (podily né&ja-
kého celku)

priklad kojeni (vzdélani 99 matek):

vzdél. zakil. maturita VS celkem | pozn.

x;‘ 1 2 3 mozZné hodnoty

n; 34 47 18 99 absolutni Cet.
nj/n | 0,343 0,475 0,182 | 1,000 | relativni Cet.
n;/n | 34,3 % | 47,5 % | 18,2 % | 100 % | relativni Cet.

N; 34 81 99 kumulativni Cet.

histogram u spojité veliCiny — tfidéni: vSechny
intervalu (t;_1,t;) nahradime prostfedni hodnotou

J

hmotnost déti (priklad déti)

9

hodnoty z daného

33; = (tj—l + tj)/Q

* .
T t;

nj/n N;

Nj/?’L
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(47.5%)

40
|

zéakladni

4.3%)

30
|

Y%
(18.2%)

10
|

zékladni maturita \Y

10

absolutni a kumulativni Cetnosti

kumulativni Cetnosti ukazuji vzdy podil déti, jejichz hmotnost je nej-

vysSe rovna t;
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empiricka distribu€ni funkce: relativni Cetnost hodnot, které jsou

nejvyse

Fy(z)

n

_ pocet (z; <)

0,8
0,6
0,41

0,2

0,0 ‘

usporadany seznam hodnot, variaCni rada

\ ! I !
7 8 9 10 11 12 13 hmot.

13

poradi na které misto se dané pozorovani v usporadaném seznamu

dostane (pfi shodé pramérné poradi)

Mmiry polohy pozadavky na miry polohy:

pla+ X) = a+ u(X)
ulb-X) = b- p(X)

— pricteme-li ke kazdé hodnoté konstantu a, pricte se stejna kon-

stanta kK mife polohy

— vynasobime-li kazdou hodnotu kladnou konstantou b, vynasobi se

mira polohy stejnou konstantou

15

x — VySky desetiletych hoch(

i 1 2 3 4 5 6 7 8
x; | 130 | 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151
i 9 10 11 12 13 14 15
x; | 139 | 136 | 138 | 142 | 127 | 139 | 147

Fab)

vysky

chiapcu

1 1 &
T=—(z1+a9+...+aTn)=—> =
n n i

e vazeny prameér s vyuzitim Cetnosti (n = 3;n;)

T = —(niz] +noxs + ... + nmay,) =
n

SEES

> nj

J

1

*

J

e obecnéji s nezapornymi vahami wj hodnot m;‘

T =

2 Wit

2.5 Wy
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e median (dolni a horni polovina hodnot) e p-ty percentil (dolnich 100p % hodnot)
(Fada postup@, zde interpolace)

w(n_H) n liché

2

i r=[(n+1)p| cela ¢ast (n+1)p
CC(%) + CC(%_H)) n sudé

n
g=Mn+1lp—r zlomkova ¢ast (n+1)p

&

I
D[ —
TN

e MinNiMum, Mmaximum

Tmin =Z(1) Ip = (1 - q)x(r) + 4T (r41)

Tmax =T
(n) e dolni kvartil (hodnota odd&lujici dolni &tvrtinu):

e horni kvartil (hodnota oddé&lujici dolIni tFi &tvrtiny):

e variacni primeér

1 1
Q(x(l) + x(n>) - §(xmi” +amax) e modus & mejcast&jsi hodnota (s nejvétsi Cetnostr)
17 18
priklad vysky divek (n=12)
kra biCOVS/ diagram (box-plot, box and whisker plot) J 1 2 3 4 5 6 7 3
y; 131 132 135 141 142 143 146 151
[E— | o n; 1 1 1 4 1 1 2 1
/ POF. 1 2 3 55 8 9 10,5 12
odlehlé pozorovani 1
1 1 1 1 1 1 gzﬁ(131+132+...+151):140,83
() Q F Qs Z(n-1) Z(n) 1
i=; (y6) + y(r)) = (141 + 141) = 141
pozorovani je odlehlé, je-li vzddleno od bliZz&iho kvartilu o vice ne "= g(n +1)/4 =3 ¢=(12+1)/4=3=1/4
3 Q1= "yg) Ty = 0,75+ 135+ 0,25 141 = 136,5
§(Q3 - Q) Q3 = 0,25- 143+ 0,75 - 146 = 145,25

19 20



miry variability
pozadavky na miry variability (méfitka):

ola+X)=0(X)
ob-X)=b-o(X) b>0

— pri¢teni konstanty miru variability neovlivni

— vynasobeni vSech hodnot kladnou konstantou b znamena vynaso-

beni miry stejnou konstantou

e smérodatna odchylka

21

priklad vysSky divek

1
2 _ _ 2 =1 2
=11 ((131 — 140,837 + ... + (151 — 140,83)°)

= 33,788
sy = /33,788 = 5,813
R=151—-131=20
Rg = 14525 — 136,5 = 8,75
priklad vztah muza ke koufeni (zakladni vzdélani):

H=—(foms b ) = 1000680
117 117 117 117

ostatni kategorie vzdélani: 1,025939; 1,109783; 1,217334

23

e rozptyl s (nespliiuje druhy pozadavek, si = b%s2

e rozpéti R = Tmax — Tmin

e kvartilové rozpéti R = Q3 — Q

e variacni koeficient (nespliuje ani jeden poZadavek)
porovnani variability pri r@znych arovnich

Sz
Vx:i

T
e entropie (pro nominalni, poZadavky nemaji smysl)
Mo, n;
H=-% 2
S

(nezavisi na oznaceni hodnot)

z-SKOr (normovana velicina)

r; — X

2 = =z=0, s;=1

Sx

hodnoceni vlastnosti na poloze a variabilité nezavislych
e Sikmost (pr@mé&r 3. mocnin z-skor@l)
1 n

po LS (e

1
" i=1 Ni=1" 5z

e Spicatost (prdmér 4. mocnin z-skor@l, nékdy bez —3)

n .o\ 4
gngsz—S:fZ(xz a:) -3

Sz

g1, g9 S€ pouzivaji k posouzeni normality

22
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e normaini diagram nahore porodni délka: g; = —0,893, g = 3,511

— k ové&Fovani predpokladu normalniho rozdé&leni dole v€k matek: g; = 0,760, go = 0,013
— pomoci srovnani bod@ s pfimkou s - B — -
— reakénf doba: g; = 0,521, go = —0,321 m < - /“‘;”/
25 26
srovnani soubor@ dat (spojita veli¢ina)
e |ze chapat jako zavislost spojité veli€iny na nula-jedniCkové
. .. o
e krabicové diagramy resp. empirické distribu€ni funkce zavislost dVO.“Ce znakd
e priklad: hmotnost chlapctl a divek (vlevo) v jednom roce) e dvojice znakti — (neni totéz co dva znaky!)

— moznost porovnani hodnot jednoho pfi rGznych hodnotach dru-
1T e hého
5 1 — zkoumani zavislosti

1
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e kontingencni tabulka
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I
Fn()
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— Cetnosti vS8ech kombinaci obou kvalitativnich znak@
— v procentech v dané skupiné (pro danou hodnotu jednoho
ER znaku)
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priklad koureni u muzu

vzd&lani zakl. odb. mat. VS |celk.| o
nekurak 14 55 55 73| 197 | <7

byvaly kurdk 11 28 44 42| 125 |
kuiak 14 24 24 17 79 | &7

silny kufak 78 189 175 106 | 548 | _
celkem 117 296 208 238 | 949 | 2

(zdola: nekufak, byvaly kufrak, kufrak,

silny kurak)

50
|

100
|

Z&kl. odb. st@.

e zavislost spojitych veli¢in (bodovy diagram)
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9000

hmotnost ve 24. tydnu
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e
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porodni hmotnost

4000
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procenta vztahu ke koureni podle vzdélani

vzd&lani zakl. odb. mat. VS celk.
nekurak 12,0% 18,6% 18,5% 30,7% | 20,6%
byvaly kufak | 9,4%  9,5% 14,8% 17,6% | 13,2%
kurak 12,0% 8,1% 8,1% 7,1% 8,3%
silny kurak 66,7% 63,9% 58,7% 44,5% | 57,8%
celkem 100% 100% 100% 100% 100%

10

06 08

04

0 50 100 150 200 250

!.
00 02

(zdola: nekufak, byvaly kurak, kufrak, silny kurak)
30

Nahodné jevy

nahodny pokus vysledek nejisty, s opakovanim roste stabilita
frekvence moznych vysledka@

nahodny jev tvrzeni o vysledku nadhodného pokusu, podmnoziny
mnoziny €2

jisty jev ) nastava vzdy

nemozny jev () nenastava nikdy

podjev: BC D znamena B= D

jev opacny: D < neplati D

pranik jevta BN D nastaly oba jevy
sjednoceni jevd D U B nastal aspon jeden

neslucitelné jevy BN D =10 -



BC D= P(B)<P(D,) P(B)=1-P(B) BNnD=0=

P(BU D) = P(B) + P(D) P(BU D) =P(B)+P(D) - P(BN D)

2

velikost plochy odpovida pravdépodbnosti
velikost plochy odpovida pravdépodbnosti

33 34

Pravdépodobnost P(B) e klasicka definice psti

e Objektivni Ciselné vyjadreni ,,nad&je", ze nastane B — m stejné pravdépodobnych elementarnich jevd w;
e modelovy protéjsek relativni ¢etnosti — mp elementarnich jevl priznivych B
e vilastnosti psti P(B) = mpB
~lo<PB) <1 UL
e priklad
— [P() =1,P(0) =0
— hazi se dvéma kostkami (modra, zelend)
~ |BND=0=P(BUD)=P(B)+P(D) , ,
— B — soucet aspon 10
— |P(BUD) =P(B) +P(D)— P(BND)| 6
~|BCc D= P(B) <PD) m=6-6=3; mp=6 = PB)=g

— |P(B)=1-P(B) (pfiznivé moznosti: 6+4,6+5,646,5+5,546,4+46)

35 36



priklad rodina: tri sourozenci, celkem 8 elementarnich jevd wy,...

w; D | B |BnNnD | BUD
(m,m,m)
(f,m,m)
(m, f,m)
(f7f7m)
(fi £, 1)
(ms f, f)
(f7m7f)
(m,m, f) +

+ o+
+

++++H0O

+ ++ +

++ ++++

D nejmladsi je divka, P(D)=4/8 =1/2
B v rodiné je jedina divka, P(B) =3/8
BN D jedina divka je nejmladsi, P(BN D) =1/8

P(BUD)=P(B)+P(D)~P(BND)=3+4- 1=

priklad rodina: (B — v rodiné je jedina divka, D — nejmladsi je divka)

1 3 4
P(BND) = # 2 o =P(B)-P(D)= B,D zavisle

_P(BND) 1/8 1
PP o) T
. _P(BnD) 2/8 1
v R VER
HB%zg

P(B|D) < P(B) < P(B|D)

37
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» W8

C nejstardi je hoch, P(C)=4/8=1/2
Kdyz vime, Ze nejstarsi je hoch (C), jaka je pak pst, Ze nejmladsi je

divka (D)?

pst jevu tedy D nezavisi na tom, zda plati C
nezavislost: pst jevu D nezavisi na tom, zda B nastal i nenastal
podminéna pst (pst D za podminky B)

__mpn _mpnp/m P(DNB)
PDIB) = mp  mp/m  P(B)

nezavislost D, B

|P(DN B) = P(D)P(B)]|

D, B nezavisl€ jevy
38

prfiklad HWE (zakon Hardy@v-Weinbergtv)

e diploidni populace
e na daném lokusu dvé alely: A, a

e pst dominantni alely A v populaci: p

pst recesivni alely a v populaci: g=1—p

e nezavislé sdruzovani alel znamena

40



déti (otitidy a zanéty HCD)
podminéno HCD

HCD bez HCD | celkem
bez otitidy | 5168 2088 7256
otitida 2747 163 2910
celkem 7915 2251 10166
HCD bez HCD | celkem
bez otitidy | 0,508 0,205 0,714 bez
otitida | 0,270 0,016 | 0,286 otitidy
celkem 0,779 0,221 1,000
HCD bez HCD | celkem
bez otitidy | 0,653 0,928 0,714
otitida 0,347 0,072 0,286 otitida
celkem 1,000 1,000 1,000

predpoklady:

— Hy,..

vzorec pro uplnou pst

Bayestiv vzorec

Hy,..

., Hy, neslucitelné
— sjednoceni Hy, ...

, Hj, — jev jisty

HCD bez HCD
65,3 % 92,8 ¢
34,7 %

J=

k
P(C) = 3 P(C|H;)P(

1

H.:

)

P(H;|C) =

P(C|H;)P(H;)

P(C|H;)P(H;)

P(C)

Sk P(CIH;)P(H))

., Hp — hypotézy

P(Hy),...,P(H}) — apriorni psti
P(H,|C),...,P(H|C) — aposteriorni psti

41

43

déti (otitidy a zanéty HCD)

podminéno otitidou

HCD bez HCD | celkem

bez otitidy | 5168 2088 7256
otitida 2747 163 2910
celkem 7915 2251 10166
HCD bez HCD | celkem

bez otitidy | 0,508 0,205 0,714
otitida 0,270 0,016 0,286
celkem 0,779 0,221 1,000
HCD bez HCD | celkem

bez otitidy | 0,712 0,288 1,000
otitida 0,944 0,056 1,000
celkem 0,779 0,221 1,000

Hy
Hy
H,y Hy
C

otifids

otitida

HCD bez HCD

71,2 % 28,8 %

94,4 %

42

P(H||C) = P(H,IC) =
P(H|C) =0
P(H;|C) = 0

44



priklad déti C — otitida
H; - vyskyt zanétu HCD

H; P(H;) | P(C|H;) | sou€in

bez HCD 0,221 0,072 0,016
jednou HCD 0,223 0,276 0,061
opakované HCD | 0,555 0,376 0,208
soucet 1,000 0,286

P(C) = 0,286 P(H;3|C) =
pst opakovaného zanétu HCD u otitid ‘ ‘

pst opakovaného zanétu HCD u vSech ‘

pst opak. zanétu HCD u NEotitid

nahodna veliCina

0,376 - 0,555

0,286

= 0,728

P(H5|C) = 0,728‘

\ P(H3) = 0,555 \

\ F(H3|€) = 0,485

e Ciselné vyjadreny vysledek nahodného pokusu

e kazdému elementarnimu jevu priradime realné c&islo

e diskrétni rozdéleni

— model pro pocty pripad@ (&etnosti)

— mozné hodnoty z*

— psti hodnot P(z}) (pstni funkce)

e spojité rozdéleni

— model pro spojitou veli¢iny (délka, vaha, koncentrace . ..

— interval moznych hodnot
— hustota f(z)

45
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priklad: senzitivita, specificita testu

D, D — nemocna/zdrava osoba

P, P — pozitivni/negativni vysledek testu

P(P|D) — senzitivita testu (0,98)
P(P|D) — specificita testu (0,99)

P(D) — incidence nemoci (apriorni pst) (0,001)

P(DIP) = P(P|D)P(D) _ P(PID)P(D)
P(P|D)P(D) + P(P|D)P(D) P(P)
0,98 - 0,001 0,00098
= ! ’ = = 0,089
0,98 - 0,001 + 0,01 - 0,999  0,01097
— 0,99 - 0,999
P(D|P) = . ’ = 0,99998
0,99 - 0,999 + 0,02 - 0,001
46
Priklad rodina: nahodna veliCina — pocet dévcat
rozdéleni X dano hodnotami :c;‘ a pstmi téchto hodnot
wj x; x’;
(m,m,m) | 0| O J xi | my | P(X =a%)
(m7 m7 f) 1
1 0 1 1/8
(m,f,m) | 1] 1
2 1 3 3/8
(fym,m) | 1
3 2 3 3/8
(f: fs m) 2 4 3 1 1/8
(f)ma f) 2 2 soucet 8 8/8
(m, f, f) | 2
(f,.f,f) | 3] 3 4
m = Z ’I’I’Lj =
j=1

48



distribueni funkce | Fx(z) = P(X < x)|

e diskrétni rozdéleni |F(z) = Y P(X =t)
t<x

e spojité rozdé&leni F(z) = [T f(t)dt zfrejmé pak: f(z) =
e vlastnosti distribu¢ni funkce

0< F(z)<1
neklesajict: z] < 29 = F(x9) > F(x1)

[P(z1 < X <m9) = Flzy) — Flay)]|

P(X <) =P(X <zp) + P(z; < X < a9)
F(z9) = F(z) + Pz < X < x9)

geometricky vyznam distribu€ni funkce

x1

x2 x

(x1 < X < a9)

P(X < x9) P(X <z)+ Pz < X < x9)
F(zy) = F(z)+ Pz <X <)
P21 < X <ay) = Flag) — Flay)|

dF(z)
dz

49
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priklad pro diskrétni rozdéleni: rozdéleni poCtu dévCat X

J ot [my [ P(X =2) | Fx(z]) | Flx)
1 o 1 1/8 ] 1/8 ! _
2 1| 3 3/8| 4/8 i
3 2| 3 3/8 7/8 : —_
4 3 1 1/8| 8/8 i
soucet 8 8/8 o

vyznam hustoty spojitého rozdélent:

flwy =0, [ °; fl@)de =1

Yy P(x2<X<$2+5)

Plz1 < X < 2 9) v=71@

Tixy 46 L2139+ § T

50
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p-kvantil z), je urCen pozadavkem ‘P(X < xp) :p‘

P y = F(z)

Tp X

53

stfedni hodnota p

e mira polohy, populacni prdmeér
e metoda vypocltu se znaci EX
e vypocCtena hodnota se znaci pu
e vazeny prdmér moznych hodnot

e diskrétni (vahami jsou pravdépodobnosti)

px =y xP(X = zj)
J

spojité (misto vah je hustota)

px = [ af(@)da

55

kriticka hodnota z(a) je ur¢ena pozadavkem |P(X > z(a)) = af

1 .
1—a y = F(z)
0
z() x
Tl—a = x<a)7 Tp = x(l - p)
54
priklad rodina
J | mj w; P(X :w;) x;‘ -P(X :w;
1 1 0 0,125 0,000
2 3 1 0,375 0,375
3 3 2 0,375 0,750
4 1 3 0,125 0,375
soucet 1,000 1,500
1 3 3 1
—0--+41-54+2-43.2
HXZHgmirgmag™ory
=0-0,1254+1-0,375+2-0,3754+3-0,125
-15
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rozptyl o2 (smér. odchylka o)

e mira variability, popula¢ni rozptyl

velikost kolisani kolem stfedni hodnoty

e metoda vypocltu se znaci var X

pomoci stfedni hodnoty

ok =E (X —px)’ = EX?— 42

diskrétni ok =Y (f - MX)Q P (X =)
j

Spojité o3 = [ (x — pux) fx(z)dz

sdruzené rozdéleni:

zajimame se o spole¢né chovani dvojice (trojice,. ..

licin, tedy chovani nahodného vektoru

Priklad rodina

X — pocet dévcCat v rodiné s tfemi détmi

Y — pocet dév€at mezi dvéma starSimi détmi
Z — pocet hoch@ v rodiné s tremi détmi

rozdéleni nahodného vektoru (X,Y)
pro€ nema smysl vySetfovat vektor (X, Z)?

57

) ndhodnych ve-

59

: ) p
jl=i| pj | T —px (fcj—ux) (fc;‘f—ux) pj
1100125 1,5 2,25 0,28125
2| 10375 -0,5 0,25 0,09375
3| 210375 0,5 0,25 0,09375
430125 1,5 2,25 0,28125
> 1,000 0,0 0,75000

px = 1,5

o = ch - nx)’

(0 —1,5)2- 0,125+ (1 —1,5)*- 0,375

+(2—1,5)2%-0,3754 (3—1,5)>- 0,125
= 0,75

ox = /0,75 = 0866025

58

sdruzené rozdéleni:
popisuje spoleCné chovani X,Y pomoci jejich sdruzen€ého rozdéleni:

P(X =z}, = y;) resp. ‘fXX(fE:y)‘

marginalni rozdéleni — chovani jedné veliCiny

P(X:xf):ZP(X:wf,Y:y}‘) V)

_y] ZP f)Y:y;.‘) Vy;

60



Priklad rodina
X pocet dévcCat v rodiné s tfemi détmi

Y pocet dév€at mezi dvéma starSimi détmi

w; T Yi Z

(m,m,m)| 0 0 3 yj

(m,m,f) | 1 1 2 x} 1 2 celkem
(m,fm) | 1 1 2 0 0125 0 0 | 0,125
(fymym) | 1 0 2 1 |0,125 0,250 O | 0,375
. fom) |2 1 1 2 0,250 0,125 | 0,375
(Fom.f) | 2 1 1| 3 0 0,125 0,125
(m, f, f) 2 2 1||celkem| 0,250 0,500 0,250 | 1,000
F5f) 13 20

61

priklad déti: vypocet stredni hodnoty, rozptylu a kovariance

Yi
7 0 1 2 celkem
0 0,125 0 0 0,125
1 0,125 0,250 0 0,375
2 0 0,250 0,125 | 0,375
3 0 0 0,125 | 0,125
celkem | 0,250 0,500 0,250 [ 1,000

pyx =0-0,125+1-0,375+2-0,375+3- 0,125 = 1,5
py =0-0,250+1-0,500 4+ 20,250 = 1
% = (0—1,5)%-0,1254 ...+ (3—1,5)%-0,125 = 0,75

o3 =(0—-172-025+(1—-172-05+(2-1)2%-025=05

oxy =(0—1,5)-(0—1)-0,125+ (1 —1,5)- (1 —1)- 0,250 + . ..

X,Y — zavislé, nebot napr. 0,25-0,125 # 0,125

0,5

63

kovariance vyjadruje zavislost nah. veli€in:

oxy = E(X —ux)(Y — py)

oxy = Z Z(ﬂﬁf — pux)(y; — py)P(X =27, Y = yj)
i

oznaceni metody vypoctu: cov(X,Y)

zfejmé plati |cov(X, X) = var X | t. |ox x = 0%

pro nezavislé nahodné veliCiny plati

P(X =}, Y =y}) = P(X = 2])P(Y =),

(], v5)

jsou-li X,Y — nezavislé = (nikoliv obrdcen&)

vlastnosti populaéniho préméru a rozptylu
(srovnej s pozadavky na miry polohy a miry variability)

Hat+X = @+ X,

2 _ 2
Tat+X = 0X>
Oa+X = 0X,

pro soucet nahodnych veli€¢in X +Y plati

BX+Yy = px + By

o4y = 0% + 0% +20xy
oxy =0
29 _ 9 2

oxyty =0x toy

pax = Brx,
A =50k,
ogx = |Blox,

pro nezavislé XY

pro nezavislé X,Y
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ukazka d@kazu: normovana verze veliCiny umoznuje vySetfovat vlastnosti nezavislé na

poloze px a variabilité (méfitku) o%:

tatpx = E (o + BX) (populacni) korelacni koeficient (correlation coefficient)

=) (a+Bz])P(X ==z)
%: Z Z PXy—cov<X_“X Y_“Y>—UXY
=> aP(X =z})+ > BziP(X =zj) ox oy oXoy
i i (popula¢ni) Sikmost nahodné veliCiny X (skewness)
=a) P(X =aj)+8) 2{P(X =uzj)
i i

3
= E (X—MX) _E(X —px)?

=a+BEX=a+8ux

ox O'gf
normovani nahodné veli¢iny X (populacni obdoba z-skord) (populagni) Spicatost nahodné veliCiny X (kurtosis, nékdy se neode-
X _ ¢ita 3)
7=""HX (bezrozmérné!) 4 4
ox g (X okx _E(X —px)
Yo = — ] 3=—7"-3
= pz =0, oz =1 ox oy
65 66
Dulezita diskrétni rozdéleni e vyjadreni binomickeého rozdé&leni pomoci alternativniho
L . . . o - Y=3m,X; X;— zda zdar v i-tém pokusu
e alternativni (nula-jedniCkové) rozdé&leni

—~EY=E(C,X)=Y" EX;=nn

— zdar nebo nezdar (pouze dv& mozné hodnoty) — varY =var (X0, X;) =YX ,var X; = nn(l —m) (nezavislost X;!)

- PX=1)=7mPX=0=1-7, (0<7<1)

e Poissonovo rozdéleni X ~ Po())
—EX=1740-(1—-m)=m . . e :
—varX =(1— W)Q (. ﬂ)z (A-7)=7(1—7) — zakon vzacnych (fidkych) jeva
i o g B ) — kolikrat nastal jev béhem jednotkového Casového intervalu, na
e binomické rozdéleni Y ~ bi(n, ) . s . . .
jednotkové plose, v jednotkovém objemu . ..

— n nezavislych pokus takovych, Ze 2R
_ _ L —IP(X =k)="-e?| k=0,1,...

P(zdar) =, P(nezdar)=1—m, (0 <w < 1) Kl
— Y je pocCet zdaru v téchto pokusech — EX =X varX =2\
— P(Y =k) = <Z)7rk(1 _ W)nfky k=0,1,...,n — pro velké n a malé & Ize rozdé&leni bi(n,w) aproximovat pomoci

rozdéleni Po(n)
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03 04
|

P

01

bi(10,0,1) (GseCky) aproximované pomoci Po(1) (tecky)

hustota N (,u, 02)

69

71

normalni (Gaussovo) rozdéleni X ~ N(y,,0'2>

- ‘EX:M, varX:UQ‘
— N(0,1): () = \/LQ_We_xQ/Q, d(z) = [* @(t)dt (hustota, distr. fce)

— X ~N(n,0%), pak Z =22 ~ N(0, 1)

(o

Cr s e () ()
g g g g

— V ma logaritmicko-normalni rozdélent:

P(a<X<b):P(

InV ~ N(,u,¢72>

— aproximace binomického rozdé&leni bi(n,7) normalnim
N(nm,nm(l — m)) (pouZitelné, pokud nr(l —m) > 9)

70

kritické hodnoty

e normalni rozdé&leni N(0,1)

Z ~ N(0,1) : P(Z > z(a) =«
ze symetrie plati P(|Z] > z(a/2)) = «

e Studentovo ¢-rozdéleni t, (podobné normadlnimu, ale pouZziva

odhad s parametru o, proto ma vétsi rozptyl)

T ~t: P(|T| > tp(a)) = «

o 0,10 | 0,05 | 0,01
z(o/2) | 1,645 | 1,960 | 2,576
two(a) | 1,660 | 1,984 | 2,626
twla) | 1,725 | 2,086 | 2,845
ts(o) | 2,015 | 2,571 | 4,032
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e Fisherovo F-rozdé€leni Fy ,,

e rozdéleni chi-kvadrat x7

porovnani binomického a normalniho rozdéleni

F ~ Fk,m : P(F > Fk’m(a)) =«

X2~ X% : P(X2 > X%(a)) =«
specidlné plati x7(0,05) = 1,960% = 3,841 (viz 2(0,025) = 1,960)

bi(60,1/6), bi(60,3/6), bi(60,4/6)

k)

000 002 004 006 008 010 012 01

{
/
j

A

X
\ ]/

T
30

T
a0

T
s0

T
&0
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srovnani normalniho a Studentova t¢-rozdéleni
¢arkované t;, teckované tjp, plnd &ara N(0,1))
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populace — vybér

populace (zakladni soubor) soubor jednotek, o jejichZ hromad-
nych vlastnostech chceme vypovidat (vSechny moZzné vysledky po-
kusu, vdichni hoSi zvoleného véku, vdichni ¢olci v rybniCku) =
rozdéleni nahodné veliCiny

vybé&r nahodné vybrana vy3etfovana ¢ast populace (vzorek)
reprezentativni vybér obrazi pomeéry v populaci (vlastnost)

nahodny vybér nezavislé nahodné veliiny se stejnym rozdélenim
(namérené na vybéru)

parametr neznamé Cislo popisujici néjaky rys populace, charakte-
ristika rozdéleni nahodné veliCiny

statistika funkce nahodného vybéru (pozorovani)

odhad statistika pouzita k odhadu parametru e



vlastnosti vybérového praméru e pro normalni rozdéleni X; ~ N(u, 02)

e X,..., X, nezavislé, stejn€ rozdéleni nahodny vybér X — X —
oo s 8 7 — K B /m~N(0,1)
EX;,=u populacni prdmeér 2 o
2 - o°/n
var X; =o populaéni rozptyl

1, e interval spolehlivosti pro pu: P(|X — u|/S.E.(X) < 2(a/2)) =1 -«
e X=-)X; vybérovy préimeér
Ti—1

e EX =y vybérovy pramér je nestrannym odhadem (unbiased ‘(X —S.E.(X) - 2(a/2); X +S.E.(X) - Z(O‘/Q))‘

estimator) populaéniho prémeéru

(X — % a2 X+ z<a/2>)

e pozadujeme int. spolehlivosti Sirky 2¢; k tomu staci

2 2
o varx =7 = <i> = (S.E.(X))?| = (stfedni chyba pramé&ru)>

n \vn

(standard error of mean) variabilita pr@mér@ z vybérfl rozsahu n )
je n-krat mensi, nez u jednoho pozorovani, stfedni chyba praméru n> <Z(a/2)o>

je v/n-krat mensi nez o c

7 78
priklad: vék matek priklad: vék matek
e velka populace rodic@ (11 tisic) e nahodné vybrano 100 matek (pr@méry rozsahu n = 1)
prpPopulace m =21
— B — — p— l
I T T T T T 1 I T T T T T 1
1s 25 B8s a5 1s =25 =S a5
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priklad: vék matek

e nahodné vybrano 100 krat po n = 10 matkach, préméry:

Nn=10

81

priklad: vék matek

e velkd populace rodict (11 tisic)

e nahodné vybrano 100 matek (vlastné préméry vybérd rozsahu
n = 1), nakreslen histogram

e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 10 matek, spoclitan prémér,
nakreslen histogram préméra

e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 100 matek, spocitan prémér,
nakreslen histogram préameéra

e podle teorie by kazdy dalsi rozptyl ze 100 pré@mérf mél byt 10 krat
mensi

e skutecnost (odhady ze 100 realizaci): 23,5; 2,20; 0,21

83

priklad: vék matek

e nahodné vybrano 100 krat po n = 100 matkach,

Nn=100

prémeéry:

populace

1000 1500 2000

50

0

25

505

0

25 =S5

as

15060860%

82

1505B0830%

as

s

as
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centralni limitni véta

e Necht X, Xo,..., X, jsou nezavislé ndhodné veliiny se stejnym
rozdélenim, se stfedni hodnotou p a rozptylem o > 0. (Nemusi
byt normalni rozdéleni.) Potom pro velké n ma pr@mér z nich

2
rozdéleni N(;L, %) jejich soucet rozdéleni N(n#,n02>.

e prakticky: pro dost velkda n ma pramér normalni rozdéleni s roz-
ptylem n-krat mensSim nez jednotliva pozorovani

e priklad: pramérny vék matek z velkych vybért ma uz (témér) nor-
malni rozdéleni

85

prémeérny vék matek v opakovanych vybérech:

rozsah prédmér | smér. odch. | Sikmost SpiCatost

vybéru praméra praméra praméra praméra
n

1 24,74 4,848 0,682 -0,040

10 25,14 1,482 0,743 -0,199

100 25,40 0,455 0,087 -0,076

1000 25,40 0,146 0,156 -0,212

| populace | p=25,41] o0 =4,932 ]~ =0,771 [ 79 =0,189 |

87

populace n=1

1000 1500 2000

50
1505050%

0

1s 2s =25 as s =20 2s =0

Nn=10 Nn=100

neExNB

5

150B089%

0

=19

ao

r T T
== =2a =26 =28 =20 =2a.0 5.0 z6.

interval spolehlivosti (1)

e protoZe je X ~ N(u,02>, plati X ~ N(u, (o/ﬁ)2>

p (1K= 4~ 106) = 0,05
o/vn| ’
tedyP(X—1,96-ﬁgug)’(+1,96-ﬁ):0,95

e dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro pu

86

— ! — ! [+
X —-1,96— X X+1,96—
n x Jn

88



interval spolehlivosti (2)
e 95% interval spolehlivosti pfekryje s pravdépodobnosti 95 % ne-
znamé . (odhadovany parametr)

e kdybychom postup provadéli opakovang, pak asi v 95 % pripadd
prekryjeme skutecnou hodnotu u, ve zbylych asi 5 % zf@stane sku-
teCné p mimo interval spolehlivosti

e pro velké n Ize neznamé o nahradit odhadem s,

e pro obecné a (spolehlivost 1 — a):

P(X—%-z(a/Q)S,uSX—i— ~z(a/2)>—1—a

NG

89

priklad: vék matek

e 95% interval spolehlivosti pro populani pramér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek

4,1 4,1
25,7 — 1,98 ——: 257+ 1,98 —— | = (24,9:26,5
( V99 \/99> ( )

e 99% interval spolehlivosti pro popula&ni pramér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek (bude uzsi nebo S§irsi?)

4,1 4,1
25,7 — 2,63 ——: 25,7+ 2,63 —— | = (24,6:26,3
( V99 \/99> ( )

e VEtSi jistota « VvEtsi Sirka

91

interval spolehlivosti (3)

e pro malén (asi do 50) a pro X; s normdinim rozdélenim Iépe pouZit
kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni (pozor na jinak znacené
kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni)

P (x (R EVEE tn_1<a>) —1-a

e interval spolehlivosti I1ze pocitat i pro jiné parametry

e je to interval, ktery s poZzadovanou pravdépodobnosti prekryje od-
hadovany parametr — intervalovy odhad

90

priklad: simulované vybéry pro n = 100

28

21

24 25 26
| | |

23

celkem 100 95% interval@ spolehlivosti pro p (ve skutec¢nosti mimo-
radné vime, Zze pu=25,4), v 7 pripadech p neprekryto
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statistické rozhodovani

nulova hypotéza H tvrzeni o populaci (parametru), o jehoZ plat-
nosti chceme rozhodnout (zamitnout)

alternativni hypotéza H; (alternativa) zbyvajici moznost (k Hg)
Casto ,védecka hypotéza*“

kriticky obor mozné vysledky pokusu, kdy Hy zamitame;
zpravidla popsdan pomoci statistiky (napf. |T| > ¢,_1(«))

obor prijeti mozné vysledky pokusu, kdy Hy nezamitame

chyba prvniho druhu rozhodnuti zamitnout Hg, kdyZz plati H
faleSné prokazat ,védeckou hypotézu*

chyba druh€ého druhu rozhodnuti nezamitnout Hy, kdyz plati H;

hladina testu o (zpravidla 5 %, 1 %) maximalni dovolena pst
chyby prvniho druhu; voli pred pokusem, nezavisle na vysledé%u

rozhodovani o populacnim pr@dmeéru normalniho rozdéleni, o znamé

X1, Xn ~ N(u,02> nezavislé; o > 0 zndme
X ~N(p,0%/n), tedy S.E.(X) = N
Hp : = po (dané &islo)

X—p X

= = ;“O\/EN N(0, 1)

Hy: p # py = kriticky obor: |Z| velké, tj. ||Z] > z(a/2)
Hi:p > pg: zamitnout pro m
Hy:p < pg: zamitnout pro m

plati-li Hy, pak | Z

95

e sila testu 1 — g pravdépodobnost zamitnuti neplatné Hy;, proka-

Zeme platnou ,védeckou hypotézu*

e dosazena hladina testu p (p-hodnota) za platnosti Hy urcena

pst, Ze dostaneme statistiku, ktera stejné nebo jesté méné pod-
poruje Hy (neimensi hladina «, na které lze jesté Hy zamitnout),
napr. p=P(|T| > t), kde ¢ je skutecné realizovana hodnota statis-
tiky T'

e Hy se zamita, kdyz

skutecnost

rozhodnuti Ho plati Ho neplati

Hy zamitnout chyba spravné
(reject) 1. druhu rozhodnuti

(£ (1-5)

Hp nezamitnout spravné chyba
(accept) rozhodnuti | 2. druhu
>1-a) ()

94

Hustota Z za platnosti Hy
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priklad vySky desetiletych hoch@ ([cm]) mérené v roce 1961

o =6,4 cm (znamo z drivéjska), a = 0,05,
Hp: = 136,1 cm (pfed 10 lety, v roce 1951), Hy: u # 136,1 cm

130 | 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151
138 | 142 | 127 | 139 | 147 | 139 | 136

z= %5(130+ 140 + . .. + 147) = 139,133
L 139,1324— 1361 = 835
|z| = 1,835 < 2(0,05/2) = 1,960 = H nelze na 5% hladiné zamitnout
ale |z| > 2(0,10/2) = 1,645 = Hy se na 10% hladiné zamita
= p-hodnota mezi 5 % a 10 %
97

vysky desetiletych hochd (opét uvazujeme oboustrannou alternativu)

z 2(0,05)
—2(0,025) p

1324 134 136 138_1140 142 144
132,86 _ 139,34

a) Hustota Z za platnosti Hy b) Hustota X p¥i Hg a pfi Hy : p =140, 0 = 6,4

—
i 2%0,025)
=183

_ 42
S.E.(X) = ,/61’5 =1,6525 = 136,1 — 1,6525 - 1,96 = 132,86
= 136,1 + 1,6525 - 1,96 = 139,34

99

p=P(|Z] >1,835) =2-P(Z > 1,835) = 0,067, tedy p=6,7 %
v nasi Gloze je rozumné&jsi predem zvolena jednostranna alternativa
(vime totiZ, Ze po né&jakou dobu plati, Ze kazda nasledujici generace
je Vveétsi nez ta predchazejici; pokousSime se totéz dokazat i z téchto
dat):
Hy:p>136,1: 2=1835>1,645 na 5 % zamitnout

p=P(Z > 1,835) =0,033 (< 0,05)

98

sila testu 1 —

pravdépodobnost, Zze zamitneme nulovou hypotézu, kdyz testovany
parametr je roven ... (zavisi na skutecné hodnoté parametru)
priklad vysSky, n =15, pg=136,1, c =64

1-8
1,00

0,75 —
(0,655)

0,50 —

0,25 -

0,00 ‘ ‘
130 135 | 140 w

136,1

100



jednovybérovy t-test

volba rozsahu vybéru: e n nezavislych pozorovani Xy, ..., X, z normalniho rozdélent N(u, 02>
pro zvolenou hodnotu py pozadujeme silu 1 — 3 (volime pravdépodob-

e Hy: p=po (populaéni prmeér roven dané konstanté)
nost, s jakou odhalime neplatnost Hy, je-li skute¢nost pu = puq):

e nutno odhadnout neznamy rozptyl o

2
z(a/2) + 2(B) 9 1 & S
M1 — KO n—15
1=
aby pro p; = 140 byla sila 90 % (z(0,1) = 1,282), bude tfeba aspon
_ X —pu X —
2 . _ 0 _ Ko
1 1.982 e statistika (misto o S T = n =
L (L9012 ( ) s V"TsEX)
140 — 136,1 y
° : zamitat pri |T| > t,,—1(«
(misto 15 pozorovani jich potfebujeme aspoih 29) LR T o P [T} 2 tn 1 (o)
e Hy:p > pyzamitat pfi T > t,,_1(2«)
e Hy:p < pgzamitat pfi T < —t,,_1(2a)
101 102

interval spolehlivosti pro u
95% interval spolehlivosti (t14(0,05) = 2,145):

_ S _ S
X—tn1<a>,x+tn1<a>> :
< 6,556 6,556 27145>

vn vn

(139,133 - -2,145, 139,133 +

priklad vySsky hochut pro pfipad neznamého rozptylu (Hy : o # 136,1) V15 V15
(135,5, 142,8)
n n
(@i —2)? = a? —n-22 =130 +... + 1472 — 15 139,133% = 601,733 interval obsahuje ug = 136,1 = Hj se na 5% hladiné nezamita
i=1 i=1
601,733
st = 1 42,981 = 6,556° jednostranna alternativa Hy : > 136,1:
139,133 — 136,1
= 66 V15 = 1,792 < 2,145 = 114(0,05) t>114(2-0,05) = 1,761 = zamitnout Hy(a = 5%)
’ _ It __ 10
p= P(|T| > 1,792) = 0,0048 (1] 9,48 %) t < t14(2-0,01) =2,624 = nezamitnout Hy(a = 1%)

p=P(T >1t)=0,0474 = (4,74 %)
Hy se na 5% hladiné nezamita
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parové testy

e (U, V1),...,(Un, Vn) nezavislé dvojice (zavislych) nahodnych veli-

¢in (parova pozorovani)
vyhodna je tésna zavislost uvnitf dvojic

X; =U; —V; (oznaceni rozdil@)
Xi,...,Xn maji stejn€ rozdéleni

dvojice méreni na stejnych jedincich (hodnota pred oSetfenim a

po ném)
vék otce a vék matky

vySka otce a vyska syna

priklad: vysky rodic@ (pdrova pozorovani!)

U — vySka otce, V — vySka matky
a=0,05,Hy: py — 10 = py resp. py — py =10

n =99, u = 179,267, v = 166,970
T=u—v—10=2293,sx =sy_jg_y = sy_y = §,144
t = 2I5vV/09 = 2,801

t9g(0,05) = 1,9845 = zamitnout
p=P(|T| > t) =0,0061 (0,61 %)

95% interval spolehlivosti pro puy — py:
8’\/1%11,9845 ; 12,293 + 8\,/1%4

99% interval spolehlivosti: (10,14; 14,44)

(12,293 - 1,9845> = (10,67:13,92)
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parovy t-test

normalni rozdgleni: X; = U; — V; ~ N(p,0?) nezavisle
1 n

§% = 1Z(Xi—X)2

=l

X X U-V
T=sex sV sew-v

Ho:p=0 (pak je py = py)

ve prospéch Hy:p # 0, kdyZ |T| > t,_1(a)
ve prospéch Hyiip < 0, kdyz T < —t,,_1(2a)
ve prospéch Hy:p > 0, kdyz T > t,_1(2a)

— Jjednovybérovy t-test pro X; =U; —V;

znaménkovy test

stacCi znat znaménka rozdilt X; =U; —V;

pozorovani s U; =V; (tj. X; =0) se zpravidla vynechaji

Y — pocet kladnych znamének X; =U, —V;

Hy : rozdéleni U a V jsou stejnd, pak je nutné Y ~ bi(n,1/2)
Hy zamitame pro velkd nebo mala Y

Y —n/2
n/4

zZ= 1212 2a/2)

Hy zamitame pro velkda nebo mald Y (Yatesova korekce):
Y —n/2[-0,5

Jfi

2 1Z] > 2(a/2)
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parovy Wilcoxonuv test
— nutné symetrickeé rozdéleni X; =U, —V;
— vylou¢ime pripady U; =V; (tj. X; =0)
— ur¢ime poradi R} hodnot |X;| = |U; — V|
— W souclet poradi, kde U; > V; (ti. X; > 0)

W —n(n+1)/4

\/n(n +1)(2n+1)/24

— nékdy pod odmocninou jeSté oprava na vyskyt shodnych poradi
— nékdy (nové verze NCSS) ponékud jinak s nulovymi X;

109

centralni limitni véta pro Cetnosti

e Necht Xy, Xo,..., X, jsou nezavislé ndhodné veliiny se stejnym

rozdélenim, se stredni hodnotou p a rozptylem o2 > 0. Potom
2

pro velké n ma pr@mér z nich rozdéleni N(u, %) jejich soucet

rozdéleni N(TL/L,TLO’Q).

e absolutni Cetnost YV

— Y — soucet veliCin s alternativnim rozdélenim
— Y ~ bi(n,n), proto priblizné& Y ~ N(nm,nw(l — x))

e relativni Cetnost 7 =Y/n

— 1 — pr@mér veli€in s alternativnim rozdé&lenim
— 7~ N(m,7w(1 —m)/n)

111

priklad rozdily dvou metod uceni nazpamét:

5,—1,2,3,—1,4,3,—3

e H;: popula¢ni median rozdild =0
e Znaménkovy test: y =5 n =8 z = % = 0,3536; p = 0,7237
e Wilcoxon@v test (predpokladame symetrii)
ui—v; |5 -1 2 3 -1 4 3 -3
r//8 1,5 3 5 15 7 5 5

w=8+3+5+7+5=28

®—8-9/4 1
,_8-894 10,

T Re9-1rj2a VAL

p=0,1614

interval spolehlivosti pro podil (1)

e populace: podil = prvkl@l s danou vlastnosti
e 7w — pravdépodobnost, Ze viastnost ma nahodné vybrany prvek
e vybér: relativni cetnost # = ¥ ve vybéru

n
e relativni Cetnost je prdmér nula-jedniCkové veliCiny — pro velké n
ma priblizné normalni rozdéleni
e nula-jednic¢kova veli€¢ina ma rozptyl w(1 — «)

m(l—m)

e relativni Cetnost (=prmeér) ma rozptyl =
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interval spolehlivosti pro podil (2)

e stfedni chyba relativni Cetnosti = smérodatna odchylka relativni

m(l—m)

Cetnosti = odmocnina z rozptylu je tedy —

e pravdépodobnost # nezname, odhadneme ji pomoci relativni Cet-

nosti # = ¥
n
e odtud je 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro =
N 1=
-7 7r);7i'+z(oz/2)- i Gl ﬂ-))
n n

(ﬁ' —z(a/2) -

e existuje presné&jsi (pracné&jsi) postup

pst vyskytu jevu (binomické rozdéleni) Y ~ bi(n, )
Y—nmny  w-—m
nmp(l — m) ~ S.E.(%)
e nékdy s opravou na spojitost

Y —nm| = 0,5

~ N(0, 1)

e Hy:m=my Z =

Z sign(Y — nmy) ~ N(0,1)

nmy(l — mp)
e Hy:m # my zamitnout pokud |Z| > z(a/2)
e Hy:m > my: zamitnout pokud Z > z(«)
e Hy:m < my: zamitnout pokud Z < —z(«)
e existuji presny postup, bez pouziti aproximace
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priklad: hody s hraci kostkou

e odhadujeme pravdépodobnost Sestky, a = 0,05
e kostka A: n=100,n4 = 17,14 = 0,17

0,17 - 0,83 0,17-0,83
0,17 — 1,96 - | =———"2:0,17 + 1,96 - | =——" | = (0,10;0,24)
100 100

e kostka B: n=100,ng =41,5= 0,41

0,41 0,59 0,41 - 0,59
0,41 — 1,96 - [ ~——"200,41 + 1,96 - | -——" | = (0,31;0,51)
100 100

e dlleZity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do 95% intervalu spo-
lehlivosti; u kostky B nikoliv

priklad kalous
z 50 pripad@ dal kalous ve 33 pripadech prednost infikované mysi pred
neinfikovanou
Y — pocet ,zdar@", n = 50, = — pst, ze zvoli infikovanou = Y ma
binomické rozdéleni
za Hy: w=1/2 (mysi se nelid) Y ~ bi(50,1/2)
alternativni hypotéza: H; : = > 1/2:
kriticky obor: velkda hodnota Y (tj. velké & resp. velké Z)
33 —50-0,5
p= oY 9963 p=P(Z > 2263) = 0,0118
50-0,5-0,5
s opravou na spojitost (NCSS):
- 33—-50-0,5-0,5

=2,121 p=P(Z>2,]121) = 0,0169
V50-05-0,5
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dosazena hladina: za Hy pocitana pst, ze dostaneme vysledek aspon
tolik odporujici nulové hypotéze, jako ve skuteCném pokusu:

p = P(Y >33)
X 50 ;
> (})0.55 10,50k
k
k=33
= 0,0164

P(Y > 32) (NCSS, Prob. Calc.)
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e Hy:px =py
zamitnout ve prospéch alternativy

— Hytpx # py KAYZ |T| >ty iy —o(e)
— Hytpux > py KAYZ T >ty iy —2(20)
— Hyipx <py kdyZ T < —t ypy—2(20)
e Welch@v test pfi pochybach o shodé rozptyld (modifikace T)

e shodu rozptyl@ lze ovérit napr. F-testem nebo testem Leveneho

119

dvouvybérovy t¢-test
e nx nezavislych pozorovani X, ny nezavislych pozorovani Y
e tyto vybéry nezavislé
e rozptyly 0%, 05 shodné (odhady S%, S podobné, Ize ovéfit)

e normalni rozdéleni v obou vybérech (lze ovérit pro velkda nx,ny,
jinak podle zkuSenosti)

e spolecny odhad rozptylu (vazeny pr@mér odhad@ z jedn. vybéra)

go_mx=l o nmy-l o
nX+ny—2X ’I’LX+’I’Ly—2Y

e statistika (pro test hypotézy, Ze rozdéleni X a Y jsou stejna)

. X—Y 7X—Y nxny
CSE(X-Y) S \nx+ny

priklad vysky déti (opét v [cm])

hosi: ng = 15, £ = 139,133, s% = 42,981

divky: ny = 12, y = 140,833, 3% = 33,788

Hp: shodné populacni préméry, Hi: neshodné
2 14 11

= 42 981 + 33 788 = 38,936

/ 15+ 12
odhad S.E.(X —Y): 38936 5+ = ,/5,8404 = 2,4167

139,133 — 140,833 [15-12  —1,7
_ - = 0,703
/38,936 15+ 12 24167

[t| < t95(0,05) =2,0595 = na 5% hladin& nezamitat, p = 0,488
95% int. spol. pro rozdil popul. pr&mért (patfi tam nula?):

(—1,700 — 2,4167 - 2,0595, —1,700 + 2,4167 - 2,0595) = (—6,7, 3,3)
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e test Mannuv-Whitneytv (dvouvybé&rovy Wilcoxon@v)

e test Kolmogorovuav-Smirnovav

nahrad pozorovani jejich poradimi

dva nezavislé vybéry rozsahu nx,ny
spojita rozdéleni

Hp: rozdéleni jsou stejna

za Hg jsou vybéry ,,dobfe promichané"
urci poradi vsech (promichanych)
kriticky obor: r@zna prdmérna poradi
Wx soucCet poradi hodnot X

B Wx —nx(nx +ny + 1)/2
\/any(nX +ny +1)/12

shodu zamitni, pokud |Z| > z(«/2) (pFiblizny test)
citlivy vaci posunuti, méné vAaci nestejné variabilité

Z

121

)

porovna empirické distribucni funkce
citlivy vaci vdem neshodam H
vék matky, zda koji v 24. tydnu sos x
D = 0,354, p = 10,95 %(NCSS)

123

wy=1+2+5+2-

hosi divky por.

127 1| 754+9+3-11+13+16

130 131 21 +195+24+25+
132 4| 206,5=189

133 5

136 136 75| 16+195+21+2-

138 91 225+26,5=189

139 139 139 11 ) )

140 13 _15.

141 141 141 141 141 16 - 189 — 15 (15+12+1)/2

142 142 19,5 \/15 S12(15+ 12+ 1)/12
143 21
146 146 22,5 = —1,025

147 24 _ =

146 5| P= 0,3055

151 151 26,5 | presné&: p = 0,3149

permutacni testy - dva vybéry
e Hj: identické rozdé&leni v obou populacich
e priklad hnojeni

— x: 50,45,42,54 (klasicky)
— y: 59,56,58,51,52 (nové)
— Hy stejné vynosy; H; vynosy jsou nestejné
e porovnejme pr@méry: T —y = 47,75 — 55,2 = —7,45

e celkem = permutaci — moznosti, kolikrat vybra odnoty
Ik 2 126 t Znosti, kolikrat vybrat 4 hodnot

xr z 9 hodnot
e mezi nimi 4 takové, Ze rozdil pramér@ nejvyse —7,45 (3,17 %)

e pri oboustranné alternativé dalsi dvé kombinace, kdy rozdil aspon
7,45, coz je 1,59 % permutaci

442 6
celkem p=—— = — = 10,0476 4,76 %
y P= 96 T 126 ( 0) e



T Y T—y | wg
50 45 42 54 |59 56 58 51 52 -7,45
3 2 1 6 9 7 8 4 5 10
* * * * -8,80 | 10
* * * * | -8,35 | 11
* * * * | =7,90 | 12
R w W —7,45 12
R R * —7,00 | 13
¥k * | 6,55 | 14
* * * * -0,25 | 20
* * * * 6,50 | 27
* * * * 6,95 | 28
* * * * 6,95 | 27
koK & X 7,40 | 28
* * * * 7,85 | 29
* * * * 8,75 | 30
442 4+4
Pperm = ———— = 0,0476 PwW = — = 0,0635
126 126
t=—2,5238 p = 0,0396
data T w
z| 5 -1 2 3 -1 4 3 -3
7 8 15 3 &5 15 7 5 5
T1=-5 -1 —2 =3 -1 -4 =3 =3 | =2,75 0
2/-5 -1 -2 -3 1 -4 -3 -3|-2,50| 1,5
3|-5 i 2 -3 -1 -4 -3 -3|-250| 1,5
4|-5 -1 2 -3 -1 -4 -3 -3|-2,25 3
5|-5 1 2 -3 1 -4 -3 -3|-2,25 3
18 | -5 i 2 -3 -1 -4 -3 3|-1,75| 6,5
19| 5 -1 -2 -3 -1 -4 -3 -3|-1,50 8
23|-5 -1 -2 -3 1 4 -3 -3|-1,50| 85 27+27
24 | -5 1 -2 3 1 -4 -3 -3|-1,50 8 |Pperm 7256
25 | -5 1 =2 -3 -1 4 -3 -3|-150| 85 .
26 | -5 1 2 -3 1 -4 3 -3|-1,50 8 25+ 25
27 | -5 1 —2 -3 1 -4 -3 3|-1,50 8 W =——
28| 5 -1 2 -3 1 -4 -3 3| -125| 95 256
229 | -5 1 2 3 -1 4 3 3 1,25 | 26,5 t=15
230 5 -1 2 3 -1 4 3 —3| 1,50 28 — 01773
231 5 -1 2 3 -1 4 3 3| 1,50 28 p=VY,
232 | 5 -1 2 3 1 -4 3 3| 1,50 275
233 5 -1 2 -3 -1 4 3 3| 1,50 28
234 | 5 1 2 3 -1 -4 3 3| 1,50| 27,5
235 | 5 1 —2 3 1 4 3 -3| 1,50 28
236 | 5 1 —2 3 1 4 -3 3| 1,50 28
237 | 5 1 -2 -3 1 4 3 3| 1,50 28
238 | -5 1 2 3 1 4 3 3| 1,50 28
239 | 5 -1 2 3 1 4 3 -3| 1,75 29,5
255 | 5 1 2 3 -1 4 3 3| 250|345
256 | 5 1 2 3 1 4 3 3| 2,75 36

125
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permutacni testy - jeden vybér (pfiklad u€eni nazpamét)
[ ] Hol

e rozdily dvou metod uceni nazpamét:

rozdéleni je symetrické kolem nuly

5,—1,2,3,—-1,4,3,—3 pr@mér =1,5

pokud jsou obé& metody ekvivalentni, pak maji rozdily nahodna
znaménka; pripadnou nulu nutno predem vyloucit

pro znameénka celkem 28 = 256 moznosti

ideal pro pr@mér 0

e VvV 27 pripadech pr@mér aspon 1,5, v 27 pripadech nejvyse -1,5

T2 _ 949109
256

21,09 ¢
256 ( %)

Pperm =

priklad: jatra pét mist na rece, vZdy vyloveno po 7 rybach, zjisto-
vana koncentrace médi v jatrech; lisi se tato mista svym znecisténim?
(logaritmovani na pravé strané stabilizuje rozptyl)

In(cy)
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analyza rozptylu jednoduchého tridéni (ANOVA) Sa/fa

e Hy zamitnout, je-li Fy = > ()
° YH,...,YMIN N(ul,o‘Z) Se/fe fa.f
~ 2
1/'21,...,)/'2”2 N<,u2,(7) 1,0 -
Yir, - Yin, ~ N(uk, 02> 0,8 |-
e nezavislé vybéry (shodné rozptyly, normalni rozdélen) 06 . .
e Hy:py=...=pu (=p) H; : neplati Hy 0,4 ' : :
e rozklad souctu Ctverctl 092 &
SN (Yie — Yoo) = D nil(Vie — Yao)* + 3 D (Vip — Yia)? 0,0 -
(celkova variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnitf) 0.2 )
St =S4+ Se ’
fr="ra+fe 04
m—1)=(k—-1)+(n—k)
129 A B c D E 130

e model (mé&rFeni = aroven + chyba)
tabulka analyzy rozptylu
variabilita | S f S/f F|p Yie = i+ Ei 1<t<n;, 1<i<k
vybéry | Sp| fa=k—1 SA?JCA Fa|pa = p+ (g —p)+ Ey E;; nezdvislé
rezidualni | Se | fe=n—k | Se/fe _ . . . 2
celkova | Sp | fr=n—1 = proit By By ~ N(0,0°)

e reparametrizace (o; — efekty faktoru A):
priklad jatra

variab. | S f 1 S/f F p k

mista | 1,796 | 4 | 0,4490 | 5,862 | 0,0013 ,Zo‘i =0

rezid. | 2,285 | 30 | 0,0762 =l

celk. 4,081 | 34 ° H0:Oz1:a2:...:ak (totéZ, jako M1:M2:...:Mk)

e prok=2je F=T>2
F = 5,862 > Fy 30(0,05) = 2,690 na 5% hladiné jsme prokazali rozdil L S o S
) e zobecnéni udlohy dvouvybérového t-testu na nékolik nezavislych
vybéra
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e mnohonasobna srovnani (které dvojice u; (resp. «;) se lisi?)
(Tukeytiv test, Kramerova verze)

_ _ SZ/1 1
|Yie — jol > Qk,n—k(a) <+)

Se _ L 5(Yit — Yie)?
fe n—=k
(nutnost zachovat zvolenou hladinu testu)

s? =

e OVEéreni shody rozptyld

— Leveneflv test (vlastné ANOVA s |Y;; — med:Yy|)
— Bartlettav test (citlivy na splnéni predpokladu o normalnim
rozdélent)

133

Kruskaltv-Wallistiv text

e zobecnéni dvouvybérového Wilcoxonova testu
(poradi misto p@vodnich hodnot)

e predpoklady:
— k nezavislych vybéra
— spojita rozdéleni
— Hg: rozdé&leni jsou stejna

e T, - soucCet poradi v i-tém vybéru

12 Fo1?

Z—i—S(n—i-l)

@= n(n + 1)1.:1 n;

Hy se zamita pfi Q > x3_,(a)

(velka variabilita pramérnych poradri)
135

misto | pocet | prlmér efekt sméer.
odchylka

A 7 0,569 | 0,206 0,312

B 7 0,484 | 0,121 0,279

C 7 0,496 | 0,133 0,318

D 7| -0,063 | -0,426 0,290

E 7 0,329 | -0,034 0,144
celkem 35 0,363 | 0,000 0,104

q5,30(0,05) W (1 + %) =4,10-0,104 = 0,428

2 7

—0,063 + 0,428 = 0,365 = na 5% hladiné se mista D s nejmensim pra-
meérem lisi vSechna mista s prdméry aspon 0,365, tedy mista A, B, C,

nikoliv E

priklad kojeni (vék matek podle vzdélani)

vék

35

30

25

20

zakladni vysokoskolské
s maturitou
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nahodné bloky

vzdélani | n; | pram. str. | souCet | prém.
VEK | chyba | poradi | poradi e zobecnéni parovych testd na r-tice
zakladni | 34 | 23,412 | 0,638 1025 | 30,15
maturita | 47 | 26,278 | 0,543 2618 | 55,70
VS | 18| 28,500 | 0,877 1307 | 72,61 — homogenni skupina objektd
celk. | 99 | 25,697 4 950 50 — pocet objektd ve skupiné = pocet oetFeni (nebo jeho ndasobek)
— oSetfeni se priradi uvnitr bloku nahodné
(kazdému osetfeni stejny pocet objektf)

e nahodny blok

Q

12 (10252 26182 13072

= —3-100 = 29,25
9100\ 31 47 18>

e bloky — nahodné efekty A; ~ N(o,q%‘)
oSetreni — pevné efekty 3; (X8;=0)
X3(0,05) = 5,99 p < 0,0001 )
Y%j:N+Ai+ﬁj+Eij EijNN(O,J)
aditivni vliv, symbolicky A+ B
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priklad diety

nahodné bloky

3 } e vahove prir@stky za danou dobu
e testované hypotézy

— r =4 o3etfeni (pevné efekty)

— Hy: 034 =0 (nulova variabilita mezi bloky) _ k=5 vrhel (ndhodné efekty)
— Hp:B1=...=6-=0 (B nema vliv) _ iots Y
e rozklad variability vrh A B C D | pram.
Sy =S4+ Sp+ Se 1 6,6 5,2 7,4 9,1 7,075
2 10,1 11,4 13,0 12,6 | 11,775
e vliv dvou faktort 3 58 4,2 9,5 88| 7,075
(A = nahodny, B — pevny) 4 12,1 10,7 11,9 13,011,925
5 8,2 8,8 9,6 9,4 9,000
prdm. | 8,56 8,06 10,28 10,58 9,370
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e tabulka ANOVA

variabilita S| f S/f F P
vrhy 91,932 4 122,983 | 22,26 | <0,0001
dieta 23,332 3| 7,774 | 7,53 0,0043
rezidualni 12,388 | 12 1,032 - -
celk. 127,642 | 19 - - -

e nespravné jednoduché tridéni ANOVA
kdybychom zapomnéli na zavislost nékterych pozorovani zptso-
benou nahodnymi bloky (vrhy):
Se = 91,932 + 12,388 = 104,320, fe=4+12=16

23,332/3
_ 283323 1,193, p=0,344
104,320/16
141
priklad diety
dieta
vrh A B C D prém.
1 6,6 5.2 7.4 9,1 7,075
2 10,1 11,4 13,0 12,6 | 11,775
3 58 4,2 9,5 8,8 | 7,075 e k=5,r=4
4 12,1 10,7 11,9 13,0 | 11,925
5 8,2 8,8 9,6 9,4| 9,000| e Q=
prém. | 8,56 8,06 10,28 10,58 | 9,370 r1425 (92 + 724172+ 172> _
=TI
dieta 3:5-6=996
vvh [A B C D
T 152 e Q> x3(0,05) = 7,8147,
2 1 2 4 3 p = 0,0189
3 2 1 4 3
4 31 2 4
5 1 2 4 3
soucet | 9 7 17 17
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Friedmanuv test
e model Yj; = u+ A; + 8; + E;; (nahodny fadkovy efekt) nebo Y;; =
p+ o+ B+ E;; (pevny fadkovy efekt)
e F,; nezdavislé, spojité rozdé&leni
e Hy: 31 =...= 03, (nezavisi na oSetreni)
e urci poradi v ramci kaZzdého bloku (fadku)

e 7a hypotézy je v kazdém radku nahodna permutace Cisel 1,...,r,
tedy soucty ve sloupcich (pro oSetfeni) podobné

19 T k 2
Q= mz (;sz) —3k(r+1)

7=1

e zamitat Hy: pro Q > x2_,(a)
142

dvojné tridéni s interakcemi
e vliv dvou faktor@ nemusi byt aditivni

Yije = p+ i+ B +vij + Eijy
Eijt ~ N (0, 0'2>

symbolicky A+ B+ AB

— >0, =0 efekty faktoru A odpovidajici jeho k Grovnim

— Zj ﬁj =0 efekty faktoru B odpovidajici jeho r Grovnim

- 2% =0, Xjv; =0 interakce vyjadruji neaditivitu obou
faktora@ (vliv A zavisi na Grovni B, vliv B zavisi na Grovni A)
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e testy
— Hup: Yij = 0 (adlthlta)
— Hy :a; =0 (faktor A nema vliv)
— Hp: Bj =0 (faktor B nema vliv)
— pokud zamitneme H,p, nemad smysl testovat Hy,Hp, nebot
prostfednictvim interakci oba faktory vliv maji; pak je |€pr prejit
k modelu jednoduchého tridéni s kombinovanymi Grovnémi

145
e tyIni thel (pap = 0,0222)
OCA
117~
zeny
115+~
113 muzi
| | |
Berg Australie Sibir
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priklad Howells:

lebky exhu

mované na tfech mistech (A)

rozliSsované podle pohlavi (B)

e nejveétsi délka mozkovny

190

180

170

GOL

zeny

| |
Berg Austrdlie Sibir

priklad Howells nejvétsi délka mozkovny (GOL)

(pap = 0,8872)

146

tabulka ANOVA

rezid. 9410,6 | 234 40,2

pohlavi | misto n;; Yij Sij
M Berg 40 | 180,300 | 7,293
F Berg 40 | 170,450 | 6,641
M Australie | 40 | 190,375 | 5,555
F Australie | 40 | 181,375 | 6,632
M Sibir 40 | 181,175 | 6,468
F Sibir 40 | 172,175 | 5,228
var. S I S/f F D
mista | 5242,1 212621,1 | 65,2 | <0,0001
pohl. | 5170,8 1|5170,8 | 128,6 | <0,0001
inter. 9,6 2 4,8 0,1| 0,8872

celk. | 19833,2 | 239
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priklad Howells tyIni Ghel (OCA)

pohlavi | misto N5 Yij Sij
M Berg 40 | 116,675 | 5,567
F Berg 40 | 116,850 | 5,682
M Australie | 40 | 115,025 | 4,382
F Australie | 40 | 114,800 | 4,286
M Sibir 40 | 113,450 | 4,782
F Sibir 40 | 117,200 | 4,973

tabulka ANOVA

var. S f S/f F p
mista 150,908 2| 75,454 | 3,05 | 0,0493
pohl. 91,267 1| 91,267 | 3,69 | 0,0560
inter. 191,608 2| 95,804 | 3,87 | 0,0222
rezid. | 5789,550 | 234 | 24,742
celk. | 6223,333 | 239

porovnani populacnich mér polohy (prehled)

rozdéleni normalni spojité

populacni median
(distribu¢ni funkce)

populaéni parametr | populacni
(o ¢em je hypotéza) | pramér

jeden vybér jednovybérovy znameénkovy
t-test Wilcoxon

vybér dvaojic parovy t-test znameénkovy
Wilcoxon

dva nezavislé vybéry | dvouvybérovy Mann-Whitney
t-test (Kolmogorov-
Smirnov)

k nezavislych vybér@ | analyza rozptylu | Kruskal-Wallis
jedn. tridéni
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pevné efekty

— urovné faktoru voli experimentator

— pri opakovaném pokusu je lze zvolit stejné
— vypovidame o konkrétnich drovnich faktoru
— Hg: nulové efekty

nahodné efekty

— arovné faktoru voli pfiroda

— pri opakovaném pokusu jsou jiné

— vypovidame o populaci moznych Grovni faktoru
— Hp: nulova variabilita efektu

testy obecné zavisi na charakteru efektu

doporucuji se vyvazené modely

vySetrovani zavislosti

nezavisle zavisle proménna
proménna(é) | spojita | nominalni
spojita regrese (logisticka
korelace regrese)
nominaini analyza | kontingencni
rozptylu tabulky

priklady:

hmotnost na vysce
rakovina plic na poCtu vykourenych cigaret
hmotnost obilky na zivhém roztoku

barva oli a barva vlasi 1o



Korelace a regrese

korelace

— méri silu (tésnost) vzajemné zavislosti spojitych velicin

— lze pouzit k prokazovani existence vzajemné€ zadvislosti X,Y

— k porovnavani sily (tésnosti) zavislosti v nékolika populacich

— symetricka vlastnost v X,Y

regrese

— udava jak zavisi stfedni hodnota spojité veliCiny Y na nezavisle
proménné (proménnych) =

— nesymetricka vlastnost

— lze pouzit k prokazovani existence zavislosti zavisle proménné
Y na nezavisle proménné x

— umoznuje predpovidat hodnotu Y pro zvolenou hodnoty =z
153

k prokazani zavislosti nutno normalni rozdéleni X,Y

Hp: pxy =0 se na hladiné a zamita:

ro i

1—7r

|T| > tn—Z(O‘)

Spearmantv korelacni koeficient
— méri silu monotonni zavislosti
— zalozen na poradich R;, Q; hodnot X;,Y;

& _,__ 6

_0,)?
Xy = n(n2 — 1) (Rz Qz)

M=

=1

~
Il

—

— Hy: (nezavislost) se zamita, je-li [r'Shv/n =1 > 2(a/2)
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korelacni koeficient

e (populagni) korela¢ni koeficient pxy (zaveden na obr. 66)

— |lpxy| < 1; pro nezavislé X,Y je pxy =0
— mé&iT silu linedrni zavislosti

e (vybé&rovy) korelaéni koeficient ruy

Sxy (X = X)(V;-Y)

e %2 (X - XPR(Y; - 1)
| (X — X\ (Y- Y )
-1 ; < Sx ) ( Sy ) (z-skor)
1 & _ _
Sxy = — 2 (Xi=X)(Yi-Y)

priklad tuk (v zavorce po vynechani oznaceného pozorovani)

w
100- . o o,
90 ° % vysSka vers. hmotnost
oc® ©
801 . % .8, * r o= 0,643 (0,654)
ol e o . t o= 5814 (5921)
ol® © co 00 p < 0,000 (p < 0,0001)

1 1 1
160 170 180 190 H
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priklad tuk (v zavorce po vynechdani oznaceného pozorovani)

D

90+ ° ®p

80 © o o vysSka vers. diast. tlak
g 08 o

70- 2o S0 o o r = —0,145 (—0,018)

601 © 0 t —1,019 (—0,124)

504 p = 03135 (0,9017)

1 1 1
160 170 180 190 H
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Fisherova Z-transformace (pfiblizi chovani r normalnimu rozdélent)

z-tp it (i lite !
2 1—r 2 1—=pn-3

e priklad déti: porodni délka, hmotnost

1.1
— divky: r{ = 0,5687, ny =51, z; = éln#’zgiz

— hosi: r9 = 0,5967, ng =49, z9 = 0,6880
— test shody (odhady 7y, jsou nazavislél)

L 0,64156 — 0,68180 0,205,

= 0,6456

+
51—-3 49-3
srovnej s kritickou hodnotou z(0,05/2) = 1,960, p = 0,8376
159

priklad tuk (v zavorce po vynechani oznaceného pozorovani)

w

1000 _ % 5

90 ° e ’ e puls vers. hmotnost

80| . % fpooo 3 r o= —0245 (—0,241)

ol 8%0:0 N t = —1,752  (=1,701)

60 oo © ® g0 p = 0,0862 (0,0955)
50 70 9 P

1.1
— 95% interval spolehlivosti pro ¢ = 51111+p u divek
—pP

1,960 1,960
0,6456 — ——; 0,6456 + — | = (0,363; 0,929
( Vol —3 Vol — 3) ( )
— 95% interval spolehlivosti pro p; inverzni transformaci
eX -1
P= e

tedy

020,363 _ 1 20,920 _ 4
<62-(),363 11 e2092 1 1) = (0,348, 0,730)
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regrese (ptvod pojmu)

tendence (navrat) k pr@mérnosti (F. Galton (1886) vySetfoval dé-
di¢nost vysky postavy)

uvazujme otce, jejichz vySka je rovna pr@mérné vysce generace
vSech otcl; pr@mérna vysSka synd téchto otc@ bude rovna prl-
meérné vysce vsech syn(

uvazujme otce o 10 cm vySSi, nez je prmérna vysSka generace
otcl: prtmérna vyska syn@ téchto otct bude jen asi 0 5 cm vySsi,
nez prmérna vyska generace syn(
uvaZzujme otce o 10 cm nizsi, nez je pr@mérna vysSka generace
otcli: primérna vyska syn téchto otcll bude jen o0 asi 5 cm nizsi,
nez pr@mérna vyska generace syn(

161

y=by+ bz

by

1
b = 1vi - ¥

N [, Y]

163

regresni primka

e odhadovana zavislost: EY = () + Bz

e k danym =zy,...,xn Zjistime Yy,...,Y,

— nezavisla pozorovani
— stejny rozptyl o2
— normalni rozdéleni (pro testy)

e by, by — odhady metodou nejmensich Ctvercua:

n

S (Y — By — Brai)?

i=1

minimalizovat

odhad zavislosti EY = Gy + Bz

Y = by + bz
by — odhad smérnice 3, odhad zmény stredni hodnoty zavisle
proménné Y pri jednotkové zméné nezavisle proménné z
reziduum U; = Y; — Y; = Y; — (by + byz;)

reziduadlni soucet ctverclu:

n ) n 2 S
Se =3 (Y; =¥y = 3 (Y; = by — bzy)* = Y U}
i=1 i=1 o~

rezidualni rozptyl
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priklad zavislost procenta tuku FAT na vy3ce HEIGHT u mladych muz@

regresor b; | S.-E.(b;) t p|
abs. ¢len | =53,870 | 24,657 | —2,185 | 0,0338
e koeficient determinace (podil variability Y vysvétlené uvaZzova- HEIGHT 0,379 0,138 | 2,742 | 0,0086
nou zavislosti, zda ma smysl| prfedpovidat pomoci regrese) predpovéd: Y; = —53,870 + 0,379x;,
) S, tedy FAT= 53,870 + 0,379-HEIGHT
R*=1- SIS (na kazdy centimetr vysky v praméru 0,379 procentniho hodu)
‘ varia- | soucet | st.[ prém. F P
e nezdvislost EY na z znamend Hy : 8, = 0 (zda je zavislost pro- bilita | Ctvercl | vol. | Ctverec
kazna) regrese | 362,54 1| 362,54 | 7,519 | 0,0086
by rezid. | 2314,41 48 48,22
T=——-—— T| > t,— celk. | 2676,95 | 49 | (54,63
362,54 2314,41
RZ=27" = 0,135
2676,95 2676,95
165 166
mnohondsobna linedrni regrese e by — odhad zmény strfedni hodnoty Y pri jednotkové zméné v a

nezmeénéné hodnoté z

e zavislost na dvou nezdvisle proménnych e U; — reziduum

ozorovani Yy),... Y; %
LY (z1,v1,Y1),. .., (Zn, vn, Yn) U = Y- Y,
e Yq,..., Y, jsou nezavislé nahodné veliCiny = Y; — (by + brz; + bovy)
e stejny rozptyl o2 e rozklad variability S; = Sp + Se
e normalni rozdéleni Y; pro dané z;,v; n 9 n "9
redni - , S (Y= VP2 =Sp+ Y (¥ - Vi)
e strfedni hodnoty Y, vysvétleny pomoci x;,v; i—1 i—1
EY; = By + Bz + Bov; e koeficient determinace R?
(podil celkové variability, ktery se
e by, by, by — odhady parametra 3y, 51, 5o podarilo vysvétlit zavislosti Y na z,v)
e by — odhad zmeény stfedni hodnoty Y pfi jednotkové zméné z a R — Sr _ 1_ Se
nezménéné hodnoté v St St
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uvaZujeme zavislost ‘ EY =06+ Bz + ,6’21;‘

e Hy: 8y=0 (k vysvétleni Y stacl x)
by
TH=—", zamitat pro |15 > t,,_3(«
e Hy:5,=0 (k vysvétleni Y staci v)
by
TN=——"— zamitat pro |T1| > t,,_3(«
e Hy: 81 =03=0 (nezdvisi ani na z ani na v)
Fe Sp/2

m > F2,n—3(04)
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Y -testy

e pro znaky v nominalnim méritku
e nékdy i v ordindInim méritku, ale bez ohledu na usporadani
e postupy pro ordindlni znaky existuji, ale zde neni na né misto
e priklady

— pocCty osob s krevnimi skupinami A, B, AB, 0O

— pocty déti narozenych v jednotlivych mésicich v Praze

— pocCty matek se zakladnim, strednim, vysokoSkolskym vzdéla-

nim

171

priklad z3vislost FAT na HEIGHT a WEIGHT

regresor b; | S.E.(b;) t P
abs. Clen | 11,327 | 16,682 0,679 0,5005
HEIGHT | —-0,262 0,110 | —2,376 0,0216

WEIGHT 0,624 | 0,0690 9,050 | <0,0001

pfi stejné vysce olekavame na kazdy kg hmotnosti o 0,6 proc.
bodu vice tuku
u muz, ktefi se lisi vySkou o 10 cm a maji stejnou hmotnost

oCekdavame, ze ti vyssi maji v pr@méru o 2,6 proc. bodu méné
tuku

R? = 1833,11/2676,95 = 1 — 843,85,/2676,95 = 0,685

variabilita | souc. ¢tv, | st. vol. | prém. ctv. F p
regrese 1833,11 2 916,55 | 51,050 | <0,001
rezid. 843,85 47 17,95
celk. 2676,95 49 (54,63)
170
multinomické rozdéleni
— v dil&im pokusu k moZznych vysledk@ Aq,..., A, (neslucitelné,

sjednoceni vsech je jev jisty)
— m; je pst, Zze vyjde A; Em=1)
— n nezavislych dil¢ich pokust
— Nj — pocet dil€ich pokust, kdy nastalo Aj
— (Ny,...,N;) ma multinomické rozdéleni s parametry n, m,..., T
— samotné N; ma binomické rozdéleni, tj. | N; ~ bi(n,vrj)

J

pravdépodobnost toho, ze Ny =ny,..., N =n;
n! n
1 g
77‘(1 RPN 7Tk
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e hlavni viastnost (pokud nm; >5 pro V j) X% = >

< ~: .« ~ ~ - 2
ma priblizné rozdélent xz_,
e test shody Hj: 7 = W?,...,ﬁk :71'2
(pravdépodobnosti hypotézou dany jednoznacné)

— plati-li Hy, oCekavame Cetnosti blizké hodnotam E N; :nﬂgi

— Hy zamitame, je-li X? >3 ()
— Nj — experimentadlni Cetnosti

— nw? — teoreticka Cetnosti

— statistika X2 porovnava experimentalni a teoretické Cetnolsgi
7

slozena nulova hypotéza

e hypotéza, ktera urcuje vztahy mezi pravdépodobnostmi (hypotéza
o strukture), nékteré parametry zt@stavaji volné,je tfeba je odhad-
nout

e priklad antigen: souvisi vyskyt antigenu A s jistou nemoci?
e Cetnosti fenotypl n; =18, ng =17, n3 =6
e model pro fenotypy AA, Aa, aa (neurCeny parametr 6))
P(AA) = m(0) = 6°
P(Aa) = m(0) = 20(1 — 0)
P(aa) = m3(0) = (1 0)°

175

priklad mésice:
pocty studentd@ biologie narozenych v jednotlivych mésicich
hypotéza: déti se rodi béhem roku rovhnomeérné
mésic | n; nm} | pFinos
1] 11 9,43 | 0,2623
9 8,52 | 0,0276
13 9,43 | 1,3539
11 9,12 | 0,3861
8 9,43 | 0,2161
5 9,12 | 1,8635
10 9,43 | 0,0348
6 9,43 | 1,2461
13 9,12 | 1,6473
10 8 9,43 | 0,2161
11 8 9,12 | 0,1383
12 9 9,43 | 0,0194
celkem | 111 [ 111,00 | 7,4115

© W NOUAWN

X2 =74115 < x35_(0,05) = 19,675 p = 0,765

e odhad 6 minimalizaci logaritmickeé vérohodnostni funkce
£(0) = In(P(Ny = ny, N2 = ng, N3 = n3))
ni n3
= In (e (67)" (2001 = 0)™ ((1 - 0)*)")

=co+ (2n] +n9)In b + (ny + 2n3) In(1 — 6)

.1 Nj;—Nj ( 18—6 >
=—-—4—"—= =05+ —— =0,646
> o T
e zamitat pokud (g pocet slozek 0)
k AV\2
N, — 0

e antigen: x2=10,355, p=0,551
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kontingencni tabulka

e nominaini znak s hodnotami A;,..., Ay

nomindlni znak s hodnotami By,..., B¢

N;; kolikrat souCasné A; a B; (sdruzené€ Cetnosti)

marginalni Cetnosti

C
Nie =2 Nij  Nej=3>_ Ny
5=l '

nezavislost znakQ: pro vSechny dvojice 4,5 plati

P(A; N Bj) = P(A;)P(B;))

177

priklad Baden

barva oci barva vlast celkem
svétla | hnéda | Cerna | rySava

modra 1768 807 189 47 2 811

Sedd/zelend 946 | 1 387 746 53| 3132

hnéda 115 438 288 16 857

celkem 2829 | 2632|1223 116 6 800

e barva oCi r = 3, barva vlast@l ¢ =4, n = 6800
e 0] = 2811-2829/6800 = 1169, o019 = 2811 - 2632/6800 = 1088. . .
e 034 = 116 -857/6800 = 14,62 > 5

5 (1768 — 1169)% (807 — 1088)?

= ...=1073,5
X ey 188 T
> x2(0,05) = 12,5916
p < 0,0001

zavislost je na kazdé rozumné hladiné prokazana
179

e teoretické Cetnosti (proté&jsek Nj;)

ojj=mn-P(A;) -P(Bj)=n- T;o‘ 7:]: z.n o]
e Hj: znaky jsou nezavislé
T C 9
2 _ (Nij — 0ij)
XPoyy ol
i=1j=1 1%

e nezdvislost se zamitd pro X2 > X%T_l)(c_l)(a)

e musi byt 044 >5HV (Z,j)

178
e test homogenity
— hodnoty znaku By, ..., B¢
— r nezavislych vybérd z rlznych populaci
— Hy : populace se nelisi
— dal stejné jako pro nezavislost
populace skupina celkem
0 A B | AB
e priklad krevni skupiny C 121 [ 120 | 79| 33 353
D 118 | 95| 121 | 30 364
celkem [ 239 | 215|200 | 63 717
121 — 353 - 239/717)2
x2 = ( /T17) +...=11,742 > x§(0,05) =7,.815, p=0,008

353 -239/717
nejmensi teoretickd Cetnost: 353 -63/717 = 31,02 > 5
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McNemardv test (test symetrie)

e parovy test pro nominalni veliCinu s hodnotami By,..., B

e zjistujeme hodnoty nomindiniho znaku na stejnych objektech za
dvojich okolnosti (pfed o3etfenim, po oSetfen)

e N;; pocCet objektll, u nichz prvni méreni B; a druhé méreni B;

e hypotéza: pravdépodobnosti moznych hodnot znaku jsou stejné
za obojich okolnosti (pred oSetfenim i po ném)

2
X2 _ Z Z (Nij - Nji)
i<y Nij T Nji
e hypotézu zamitneme pii X2 > Xi(k—l)/Q(O‘)
e vyrazy ve jmenovateli musi byt kladné!

e nezavisi na poltu objektl, kdy vysly oba vysledky stejné .

a b a+b
Ctyrpolni tabulka c d c+d
atc|b+d n ‘

e specialni pripad kontingencni tabulky pro r=c=2
e test nezadvislosti/homogenity

9 n(ad — be)?
“{at )bt datb)ctd
zamita se pro X2 > x3(a) = z(a/2)?
n(lad — be| — n/2)?
(a+c)b+d)(a+b)(c+d)
e Fisherav faktorialovy (exaktni) test

e Yatesova korekce Xi —

— pocita primo dosazenou hladinu p

— malé Cetnosti nevadi
183

priklad stromy

1994 1995 celkem
1 2 3
1 4 3 3 10
2 712111 39
3 11535 51
celkem | 12 | 39 | 49 100
stav tychz strom@ ve dvou sezénach
celkem 100 stroma@
_ 72 -1 2 11 — 15 2
2 (=77 G112
347 3+1 11+15

X3(0,05) = 7,8147,  p = 0,3597

rozdil mezi sezénami jsme neprokazali

priklad hrabos

Frenkelia Sarcocystis spp. celkem
spp. + —

—+ 4 27 31

- 11 473 484

celkem 15 500 515

souvisi spolu nakazy dvéma cizopasniky?

nulova hypotéza: nezavislost

o 515(4-473 —11-27)

X = 15500 - 31 - 484
ale: 15-31/515 = 0,9 < 5
Yates: X% = 8,187 p = 0,0042

11,643, p = 0,0006
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e Fishertiv test:

p = 0,0002

e na 5% hladin& zavislost prokazana

e (zcela jina otazka) vyskytuji se cizopasnici se stejnou psti?

McNemar@v test:

11 — 27)2
XQ::E—————ZL—::6J368

p = 0,0004
11 + 27
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dvoji puvod dat

planovany (organizovany) pokus

— aktivné zasahujeme

— fixujeme okolnosti (stala teplota, svételny rezim)

— nastavujeme Grovné zvoleného faktoru (dva Zivné roztoky)
— jedinc@m nahodné prifazujeme oSetreni

— zjistime-li rozdil, zname jeho priCinu
Setreni (sledovani dénr)

— pouze sledujeme, nezasahujeme

— rozdéleni do skupin nem@zeme ovlivnit

— rozdil mezi skupinami m@ze byt zpdsoben matouci (confounding)
veliCinou, ktera souvisi s rozdélenim do skupin i s mérenym zna-
kem (pfiklad: planované téhotenstvi na vzdélani matky, matouci

je vék matky)
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jak pouzijeme statistiku

co o problému zjistili jini? (precti, sepis)
co chces zjistit?

— zformuluj otazku (to ur&i mozné statistické metody)
— zformuluj nulovou a alternativni hypotézu

zvol hladinu testu «

zvol rozsah vybéru (presnost, délka int. spolehlivosti, sila testu)
porid data

— proved méfreni (podrobné zaznamy!)

— preved do elektronické formy (kédovani)
— vycisti data (grafy, popisné statistiky,...)

proved vypocty, kresli grafy
pouzij vysledky a grafy, interpretuj

jaké ulohy reSime

popsat stav

— poloha (pr@mér, median, kvartily,...)

— variabilita (smér. odchylka, rozptyl, kvartilové rozpétr)

— zavislost (korelaéni koeficient, Spearman@v korel. koeficient)
— tvar rozdéleni (Sikmost, $picatost)

prokazat vliv oSetreni

— zména polohy (t-testy, analyza rozptylu)

— zména variability (Levene, F-test, Bartlettiv test)

— jina zména (Kolmogorov-Smirnov)
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vybér metody

e jakou Ulohu resime?
Jaké ulohy resime e jsou vybéry nezavislé?
e prokazat zavislost — z organizace pokusu
— obé spojité (korelaéni koeficient) e |ze predpokladat normalni rozdéleni?
— spojita na kvalitativnimi (ANOVA)
— obé kvalitativni (kontingenéni tabulka)

ze zkuSenosti
— lze ovérovat (ve skupinach pozorovani, z rezidur)
e popsat zavislost — lze soudit z grafu (normalni diagram)

spojité veliCiny na spojitych i kvalitativnich — regrese e je rozptyl staly?

— lze ovérovat (ve skupinach pozorovani, z rezidurf)
— lze soudit z grafu (rozptylovy diagram)
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volba nulové a alternativni hypotézy
néktereé dalsSi modely a metody

e Hj zjednodusSuje model
L o ) . e diskriminacCni analyza
— populace se nelidi (vybéry se lisi jen nahodné)

— veli€iny jsou nezavislé
— Hq zpravidla chceme vyvratit abychom prokazali svoji védeckou
hypotézu

— na kazdém objektu mérime nékolik spojitych velicin

— zname prislusnost objektd ke skupinam

— DA da rozhodovaci pravidlo pro prirazovani dalSich objektf do

) 3 . skupin

* Hy je opak nulove hypotézy — napriklad podle kosternich nalez@ urCovat pohlavi

— zpravidla obsahuje tvrzeni, které chceme dokazat

— pokud existuje jednostranna alternativni hypotéza, musime ji
zvolit pred pokusem na zaklad€ avah, které nejsou zalozeny

na pouzitych datech

e shlukova analyza

— na kazdém objektu meérfime nékolik spojitych veliCin
— konstruujeme skupiny navzajem blizkych (podobnych) objektd

) ; . ) — vzniklé skupiny se snazime interpretovat
e pouze zamitnutim Hy néco dokazujeme
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priklad z archeologie (Thurzo 1979)

tibie

troji pohrebisté (avarsko-slovanskd, slovanskd, madarska)

mérime Sitku tvare (zy-zy) a miru 8a (sagitdini prdmér stredu
diafyzy tibie), uvaZujeme Zeny

prameéry:
pohrebisté | rozsah Sirka mira 8a
slovanské 39 122,410 | 25,615
madarské 27 127,963 | 30,471

odhad varianni matice

o [ 2631 —0,724
“\ —0,724 6,937

korelacni koeficient » = —0,054

{-testy: t; = —4,381, to = —7,330
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pomér 1:1, pomér 4:1

22 24 26 28 30 32 34

115 120 125 130 135 140 145

sirka.tvare
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rozhodovaci pravidlo (DA)

rozhodujeme mezi dvéma pohrebisti

stejné psti obou populaci

ke slovanskym prirad, kdyz

0,237 &iFka + 0,726 mira 8a < 50,060 |
0,237 Sitka + 0,726 mira 8a > 50,060 |

k madarskym kdyz

Spatné zarazeno:

— pouze 7 z 39 slovanskych (17,9 %)
— pouze 3 z 27 madarskych (11,1 %)

pri oCekavaném poméru 4:1 ve prospéch slovanské populace bude
ke slovanskym pohrebistim prifazena Zena, kdyz

4
0,237 &irka + 0,726 mira 8a < 50,060 + In (I) = 51,446

rozliseni pohrebist (shluky)

kazdé pohrebisté a pohlavi charakterizujeme prémeérnou hodnotou
Ctyr veli¢in (jeSté vyska a délka lebky (g-op)

pro téchto Sest Ctveric se spocita vzdalenost

postupné se vytvareji skupinky nejbliz8ich, pak jejich vzdalenost
grafické znazornéni — dendrogram

vzdalenost (nepodobnost)

— euklidovska

— Mahalanobisova (uvazi zavislosti)
— 1-korelacni koeficient

vzdalenost skupin: tézisté / nejblizsi prvky / nejvzdalené&jsi prvky
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vzdalenost skupin = vzdalenost nejvzdalené&jsich prvka

euklid
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