Základy biostatistiky 2003/2004 (poslední úprava 11. kvìtna 2004)

statistika:

• popisná (data struènì popsat, nìco z dat þvydolovatß)

• induktivní (tvrdit nìco nového, zobecnit na vìtźí soubor, zále¿í na interpretaci)

pøíklady dat:

• výźky (výźka desetiletých chlapcù/dívek)

• dìti (pohlaví, porodní hmotnost a délka, hmotnost a délka v jednom roce, vìk otce a matky, poèet onemocnìní otitidou v prvním roce vìku)

• kojení (hmotnost a délka porodní a ve 24. týdnu, vìk a výźka obou rodièù, zda tìhotenství plánováno, zda dudlík, porodnice) znak - vlastnost mìøená na objektu (statistické jednotce): délka, barva, . . . mo¿ná mìøítka:

• nominální (porodnice, pohlaví) seznam vźech rozliźitelných hodnot, faktor

• ordinální (vzdìlání matky,. . . , stupeò bolesti) hodnoty nominálního uspoøádány, uspoøádaný faktor

• intervalové (rok narození, teplota v oC) stejné vzdálenosti sousedních hodnot, o kolik se liźí?

• pomìrové (hmotnost, výźka, vìk) srovnání se zvolenou jednotkou, kolikrát je vìtźí?

èíselné velièiny (zápis hodnot znakù):

• spojité: intervalové, pomìrové (ordinální) mìøítko

• diskrétní: èetnosti hodnot v nominálním nebo ordinálním mìøítku_2

Popisné statistiky

statistika: té¿ funkce pozorovaných hodnot x1, x2, . . . , xn zjiźtìné hodnoty x∗1, x∗2, . . . , x∗m mo¿né hodnoty (rùzné) n1, n2, . . . , nm èetnosti hodnot n1 + n2 + . . . + nm = m∑ j=1 nj = n n1 n , n2 n , . . . , nm n - relativní èetnosti

Nj = j∑ i=1 ni kumulativní èetnosti

kumulativní èetnosti - nutno aspoò ordinální mìøítko

histogram: gra˛cké znázornìní èetností plocha (výźka) obdélníku úmìrná èetnosti (relativní èetnosti { jiné mìøítko) podobnì výseèový diagram pøíklad kojení (vzdìlání matky):

vzdìl. zákl. maturita Vľ celkem x∗j 1 2 3 nj 34 47 18 99 nj/n 0,343 0,475 0,182 1,000 nj/n 34,3 % 47,5 % 18,2 % 100 % Nj 34 81 99

základní (34,3 %)

maturita (47,5 %)

V (18,2 %)

0

20

40 34 47

18

zákl.maturita Vľ

dvojice znakù { (není toté¿ co dva znaky!) mo¿nost porovnání èi zkoumání závislosti (kontingenèní tabulka) v procentech v dané skupinì (pro danou hodnotu jednoho znaku)

pøíklad kouøení u mu¿ù

vzdìlání zákl. odb. mat. Vľ celkem nekuøák 14 55 55 73 197 bývalý kuøák 11 28 44 42 125 kuøák 14 24 24 17 79 silný kuøák 78 189 175 106 548 celkem 117 296 298 238 949 vzdìlání zákl. odb. mat. Vľ celk. nekuøák 12,0% 18,6% 18,5% 30,7% 20,6% bývalý kuøák 9,4% 9,5% 14,8% 17,6% 13,2% kuøák 12,0% 8,1% 8,1% 7,1% 8,3% silný kuøák 66,7% 63,9% 58,7% 44,5% 57,8% celkem 100% 100% 100% 100% 100%

0 100 200 300

117

296 298 238

zákl. odb. stø. Vľ 0

25 %

50 %

75 %

100 %

zákl. odb. stø. Vľ

(zdola: nekuøák, bývalý kuøák, kuøák, silný kuøák)

histogram u spojité velièiny { tøídìní: vźechny hodnoty z daného intervalu (tj−1, tj⟩ nahradíme prostøední hodnotou x∗j = (tj−1 + tj)/2

hmotnost dìtí (pøíklad dìti)

j x^∗_j t_j n_j n_j/n N_j N_j/n 1 7750 8000 42 0,026 42 0,026 2 8250 8500 104 0,063 146 0,089 3 8750 9000 173 0,106 319 0,195 4 9250 9500 225 0,138 544 0,333 5 9750 10000 315 0,193 859 0,526 6 10250 10500 257 0,157 1116 0,683 7 10750 11000 210 0,129 1326 0,812 8 11250 11500 133 0,081 1459 0,893 9 11750 12000 88 0,054 1547 0,947 10 12250 12500 47 0,029 1594 0,976 11 12750 13000 28 0,017 1622 0,992 12 13250 ∞ 11 0,007 1633 1,000

0

100

200

300 poèet

7 8 9 10 11 12 13 hmot. 42 104 173 225

315 257 210

133 88 47 28 11 6

kumulativní èetnosti ukazují v¿dy podíl dìtí, jejich¿ hmotnost je nejvýźe rovna tj

0

500

1000

1500 poèet

7 8 9 10 11 12 13 hmot. 42 146 319 544 859 1116

1326

1459

1547

1594 1622

1633

empirická distribuèní funkce: relativní èetnost hodnot, které jsou nejvýźe x

Fn(x) = poèet (xi ≤ x) n

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

7 8 9 10 11 12 13 hmot. 7

x { výźky desetiletých hochù y { výźky desetiletých dívek

i 1 2 3 4 5 6 7 8 x_i 130 140 136 141 139 133 149 151 y_i 135 141 143 132 146 146 151 141 i 9 10 11 12 13 14 15 x_i 139 136 138 142 127 139 147 y_i 141 131 142 141

uspoøádaný seznam hodnot x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) poøadí na které místo se dané pozorování v uspoøádaném seznamu dostane (pøi shodì prùmìrné poøadí)

míry polohy: μ(a + bX) = a + bμ(X)

• prùmìr

x̄ = 1 n (x1 + x2 + . . . + x_n) = 1 n n∑ i=1 xi • medián (dolní a horní polovina hodnot)

x̃ = x(_{n+12} ) n liché 1 2 ( x(n_2 ) + x(n_2 +1) ) n sudé

• minimum, maximum xmin =x(1) xmax =x(n) • variaèní prùmìr 1 2 ( x(1) + x(n) ) = 1 2 (x_{min} + xmax) 9

• p-tý percentil (dolních 100p % hodnot) r = [(n + 1)p] celá èást (n + 1)p q = (n + 1)p − r zlomková èást (n + 1)p

xp = (1 − q)x(r) + qx(r+1)

• dolní kvartil (oddìlí dolní ètvrtinu) Q1 = x1/4 • horní kvartil (oddìlí dolní tøi ètvrtiny) Q3 = x3/4 krabicový diagram

Q_1 Q_3 x̃ odlehlé pozorování �

x_{(1)} x_{(n−1)} x_{(n)}

výźky dívek

j 1 2 3 4 5 6 7 8 y^∗_j 131 132 135 141 142 143 146 151 n_j 1 1 1 4 1 1 2 1 poø. 1 2 3 5,5 8 9 10,5 12

ȳ = 1 12 (131 + 132 + . . . + 151) = 140,83

ỹ = 1 2 ( y(6) + y(7) ) = 1 2 (141 + 141) = 141 r = [(12 + 1)/4] = 3 q = (12 + 1)/4 − 3 = 1/4

Q1 = 3 4 y(3) + 1 4 y(4) = 0,75 · 135 + 0,25 · 141 = 136,5 Q3 = 0,25 · 143 + 0,75 · 146 = 145,25

s2y = 1 11 ( (131 − 140,83)2 + . . . + (151 − 140,83)2 ) .= 33,788

sy = √ 33,788 .= 5,813 R = 151 − 131 = 20 RQ = 145,25 − 136,5 = 8,75

vztah mu¿ù ke kouøení (základní vzdìlání):

H = −

( 14 117 log 14 117 + . . . + 78 117 log 78 117 ) = 1,000689

ostatní kategorie: 1,025939; 1,109783; 1,217334 míry variability (mìøítka) σ(a + bX) = bσ(X) (b > 0)

• smìrodatná odchylka

sx = 1 n − 1 n∑ i=1 (x_i − x̄)2

• rozptyl s2x (nesplòuje vztah) • rozpìtí R = xmax − xmin • kvartilové rozpìtí RQ = Q3 − Q1 • variaèní koe˛cient

porovnání variability pøi rùzných úrovních Vx = sx x̄ • entropie (nejistota nominální) H = − m∑ j=1 nj n log nj n (nezávisí na oznaèení hodnot) z-skór (normovaná velièina) zi = xi − x̄ sx platí z̄ = 0, sz = 1 ⇒ vyźetøováním z hodnotíme jiné vlastnosti, na poloze a variabilitì nezávislé

• źikmost g1 = 1 n n∑ i=1 z3i = 1 n n∑ i=1 (xi − x̄ sx )3

• źpièatost g2 = 1 n n∑ i=1 z4i − 3 = 1 n n∑ i=1 (xi − x̄ sx )4 − 3 (nìkdy bez odeèítání 3) g1, g2 se pou¿ívají k posouzení normality dalźí gra˛cká znázornìní • srovnání souborù dat

dívky hoźi

6 000

8 000

10 000

dívky

hoźi

6 000

8 000 10 000 0,0

0,5

1,0

• závislost spojitých velièin (bodový diagram)

porodní hmotnost hmotnost ve 24. týdnu

6000

7000

8000

9000

10000

2500

3000 3500 4000 4500 14

dalźí gra˛cká znázornìní • normální diagram − k ovìøování pøedpokladu normálního rozdìlení (èastý pøedpoklad) − srovnání bodù s pøímkou

g1 = 0,521, g2 = −0,321

délka 40 45 50 55 vìk 15 20 25 30 35 40

délka 0 200 400 600

40 45 50 55 vìk 0

50

100

150

15 20 25 30 35 40

délka

40 45 50 55

-3 -2 -1 0 1 2 3 vìk

15 20 25 30 35

-3 -2 -1 0 1 2 3

40

g1 = −0,893, g2 = 3, 511 g1 = 0,760, g2 = 0,013

Náhodné jevy • náhodný pokus výsledek nejistý, pøi opakování stabilita frekvence mo¿ných výsledkù • náhodný jev tvrzení o výsledku náhodného pokusu, podmno¿iny mno¿iny Ω • jistý jev Ω nastává v¿dy • nemo¿ný jev ∅ nenastává nikdy • podjev: B ⊂ D znamená B ⇒ D • jev opaèný: D ⇔ neplatí D • prùnik jevù B ∩ D nastaly oba jevy • sjednocení jevù D∪B nastal aspoò jeden • nesluèitelné jevy B ∩ D = ∅

Pravdìpodobnost P(B) • objektivní èíselné vyjádøení þnadìjeß, ¿e nastane B • modelový protìjźek relativní èetnosti • vlastnosti psti

− 0 ≤ P(B) ≤ 1 − P(Ω) = 1, P(∅) = 0 − B ∩ D = ∅ ⇒ P(B ∪ D) = P(B) + P(D) − P(B ∪ D) = P(B) + P(D) − P(B ∩ D) − B ⊂ D ⇒ P(B) ≤ P(D) − P(B) = 1 − P(B) • klasická de˛nice psti: m stejnì pravdìpodobných elementárních jevù, mB pøíznivých B P(B) = mB m

B ⊂ D ⇒ P(B) ≤ P(D)

D B

P(B) = 1 − P(B)

B B

B ∩ D = ∅ ⇒ P(B ∪ D) = P(B) + P(D)

B D

P(B ∪ D) = P(B) + P(D) − P(B ∩ D)

B D D ∩ B pøíklad rodina: tøi sourozenci, celkem 8 elementárních jevù ω1, . . . , ω8

ωi D B B ∩ D B ∪ D C (m, m, m) + (f, m, m) + + + + + (m, f, m) + + + (f, f, m) + + + (f, f, f) + + (m, f, f) (f, m, f) + + (m, m, f) + +

D nejmladźí je dívka, P(D) = 4/8 = 1/2 B v rodinì je jediná dívka, P(B) = 3/8 B ∩D jediná dívka je nejmladźí, P(B ∩D) = 1/8 P(B∪D) = P(B)+P(D)−P(B∩D) = 38 + 48 − 18 = 68 C nejstarźí je hoch, P(C) = 4/8 = 1/2 Kdy¿ víme, ¿e nejstarźí je hoch (C), jaká je pak pst, ¿e nejmladźí je dívka (D)?

2/4 = 1/2

stejnì, jako kdy¿ jsme nic nevìdìli pst jevu D nezávisí na tom, zda platí C nezávislost: pst jevu D nezávisí na tom, zda B nastal èi nenastal: D, B nezávislé jevy podmínìná pst (pst D za podmínky B)

P(D|B) =

P(D ∩ B) P(B) = mD∩B mB = mD∩B/m mB/m

nezávislost D, B

P(D ∩ B) = P(D)P(B) pøíklad rodina:

P(B ∩ D) = 1 8 ≠ 3 8 · 4 8 = P(B)P(D) ⇒ B, D závislé

P(B|D) =

P(B ∩ D)

P(D) = 1/8 4/8 = 1 4 P(B|D) =

P(B ∩ D)

P(D) = 2/8 4/8 = 1 2 P(B) = 3 8

HWE (zákon Hardyùv-Weinbergùv)

− diploidní populace − na daném lokusu dvì alely: A, a − pst alely A v populaci p − pst alely a v populaci q = 1 − p − nezávislé sdru¿ování alel znamená P(AA) = P(A)P(A) = p2 P(aa) = P(a)P(a) = q2 P(Aa) = P(A)P(a) + P(a)P(A) = 2pq dìti (otitidy a zánìty HCD)

HCD bez HCD celkem bez otitidy 5168 2088 7256 otitida 2747 163 2910 celkem 7915 2251 10166

HCD bez HCD celkem bez otitidy 0,508 0,205 0,714 otitida 0,270 0,016 0,286 celkem 0,779 0,221 1,000

podmínìno HCD HCD bez HCD celkem bez otitidy 0,653 0,928 0,714 otitida 0,347 0,072 0,286 celkem 1,000 1,000 1,000

otitida bez otitidy

HCD bez HCD

dìti (otitidy a zánìty HCD)

HCD bez HCD celkem bez otitidy 5168 2088 7256 otitida 2747 163 2910 celkem 7915 2251 10166

HCD bez HCD celkem bez otitidy 0,508 0,205 0,714 otitida 0,270 0,016 0,286 celkem 0,779 0,221 1,000

podmínìno otitidou HCD bez HCD celkem bez otitidy 0,712 0,288 1,000 otitida 0,944 0,056 1,000 celkem 0,779 0,221 1,000

otitida bez otitidy

HCD bez HCD

pøedpoklad:

− H1, . . . , Hk nesluèitelné − sjednocení H1, . . . , Hk { jev jistý

vzorec pro úplnou pst

P(C) = k∑ j=1 P(C|Hj)P(Hj)

Bayesùv vzorec

P(Hi|C) =

P(C|Hi)P(Hi) P(C)

P(Hi|C) =

P(C|Hi)P(Hi) ∑k j=1 P(C|Hj)P(Hj)

H1, . . . , Hk { hypotézy P(H1), . . . , P(Hk) { apriorní psti P(H1|C), . . . , P(Hk|C) { aposteriorní psti pøíklad dìti C { otitida Hj { výskyt zánìtu HCD

Hj P(Hj) P(C|Hj) souèin bez HCD 0,221 0,072 0,016 jednou HCD 0,223 0,276 0,061 opakovanì HCD 0,555 0,376 0,208 souèet 1,000 0,286 P(C) = 0,286 P(H3|C) =

0,376 · 0,555 0,286

= 0,728 pst opakovaného zánìtu HCD u otitid P(H3|C) = 0,728

pst opakovaného zánìtu HCD u vźech P(H3) = 0,555

pst opakovaného zánìtu HCD u NEotitid P(H3|C) = 0,485 pøíklad: senzitivita, speci˛cita testu • D, D { nemocná/zdravá osoba • P, P { pozitivní/negativní výsledek testu • P(P |D) { senzitivita testu (0,98) • P(P |D) { speci˛cita testu (0,99) • P(D) { incidence nemoci (apriorní pst) (0,001)

P(D|P ) =

P(P |D)P(D) P(P |D)P(D) + P(P |D)P(D) = 0,98 · 0,001 0,98 · 0,001 + 0,01 · 0,999 = 0,00098 0,01097

= 0,089

P(D|P ) =

0,99 · 0,999 0,99 · 0,999 + 0,02 · 0,001 = 0,99998 náhodná velièina • èíselnì vyjádøený výsledek náhodného pokusu • ka¿dému elementárnímu jevu pøiøadíme reálné èíslo • diskrétní rozdìlení

− mo¿né hodnoty x∗ − psti hodnot P(x∗j ) (pstní funkce) • spojité rozdìlení

− interval mo¿ných hodnot − hustota f(x)

Pøíklad rodina náhodná velièina { poèet dìvèat

ωi xi xi − μX (xi − μX)2 x∗j (m, m, m) 0 -1,5 2,25 0 (m, m, f) 1 -0,5 0,25 (m, f, m) 1 -0,5 0,25 1 (f, m, m) 1 -0,5 0,25 (f, f, m) 2 0,5 0,25 (f, m, f) 2 0,5 0,25 2 (m, f, f) 2 0,5 0,25 (f, f, f) 3 1,5 2,25 3 souèet 12 0,0 6,00

j x∗j mj P(X = x∗j ) 1 0 1 1/8 2 1 3 3/8 3 2 3 3/8 4 3 1 1/8 souèet 8 8/8 distribuèní funkce FX(x) = P(X ≤ x)

• diskrétní rozdìlení F (x) = ∑ t≤x P(X = t)

• spojité rozdìlení F (x) = ∫ x −∞ f(t)dt zøejmì pak: f(x) = dF (x) dx • vlastnosti distribuèní funkce 0 ≤ F (x) ≤ 1 neklesající: x1 < x2 ⇒ F (x2) ≥ F (x1) P(x1 < X ≤ x2) = F (x2) − F (x1) P(X ≤ x2) = P(X ≤ x1) + P(x1 < X ≤ x2) F (x2) = F (x1) + P(x1 < X ≤ x2) geometrický význam distribuèní funkce

x y

0 y = F (x)

. . . . x_1

F (x_1) = P(X ≤ x_1) ........... . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x_2

F (x_2) = P(X ≤ x_2) .........................................

(x1 < X ≤ x2)

P(x_1 < X ≤ x_2)

P(X ≤ x2) = P(X ≤ x1) + P(x1 < X ≤ x2) F (x2) = F (x1) + P(x1 < X ≤ x2) pøíklad pro diskrétní rozdìlení rozdìlení poètu dìvèat X

j x∗j mj P(X = x∗j ) FX(x∗j ) 1 0 1 1/8 1/8 2 1 3 3/8 4/8 3 2 3 3/8 7/8 4 3 1 1/8 8/8 souèet 8 8/8

1 4

1 2

3 4 1

0 1 2 3 x

F (x)

význam hustoty spojitého rozdìlení: f(x) ≥ 0 ∫ ∞ −∞ f(x)dx = 1 y y = f(x)

x_2 x_1 x

P(x_1 < X < x_2)

y y = f(x)

x_1 x_1 + δ x_2 x_2 + δ x

P(x_2 < X < x_2 + δ)

P(x_1 < X < x_1 + δ)

34

p-kvantil xp

x

1 y = F (x) �

�

p

xp x xp y

. . . . . p � 1 − p �

y = f(x)

kritická hodnota x(α)

x

1 y = F (x) �

�

1 − α

x(α) x x(α) y

. . . . . 1 − α � α �

y = f(x)

x1−α + x(α) = 1 xp + x(1 − p) = 1 støední hodnota μ

• míra polohy, populaèní prùmìr

• vá¿ený prùmìr mo¿ných hodnot

• diskrétní: μX = ∑ j x∗j P(X = x∗j )

• spojité μX = ∫ ∞ −∞ xf(x)dx

• metoda výpoètu se znaèí E X

pøíklad rodina

j mj x∗j P(X = x∗j ) x∗j · P(X = x∗j 1 1 0 0,125 0,000 2 3 1 0,375 0,375 3 3 2 0,375 0,750 4 1 3 0,125 0,375 souèet 1,000 1,500

μX = 0 · 1 8 + 1 · 3 8 + 2 · 3 8 + 3 · 1 8 = 0 · 0,125 + 1 · 0,375 + 2 · 0,375 + 3 · 0,125 = 1,5 rozptyl σ2 (σ smìr. odchylka)

• míra variability, populaèní rozptyl

• velikost kolísání kolem støední hodnoty

• metoda výpoètu se znaèí var X

• pomocí støední hodnoty

σ2 = E (X − μX)2 = E X2 − μ2

• diskrétní σ2 = ∑ j ( x∗j − μX )2 P ( X = x∗j )

j x^∗_j p_j x^∗_j − μ_X ( x^∗_j − μ_X

)_2 ( x^∗_j − μ_X

)_2 p_j 1 0 0,125 -1,5 2,25 0,28150 2 1 0,375 -0,5 0,25 0,09375 3 2 0,375 0,5 0,25 0,09375 4 3 0,125 1,5 2,25 0,28150 ∑ 1,000 0,0 0,75000

σ2X = (0 − 1,5)2 · 0,125 + (1 − 1,5)2 · 0,375 +(2 − 1,5)2 · 0,375 + (3 − 1,5)2 · 0,125 = 0,75 σX = √ 0,75 = 0,866025 sdru¿ené rozdìlení:

zajímáme se o spoleèné chování dvojice (trojice,. . . ) náhodných velièin, tedy chování náhodného vektoru

Pøíklad rodina X poèet dìvèat v rodinì s tøemi dìtmi Y poèet dìvèat mezi dvìma starźími dìtmi Z poèet hochù v rodinì s tøemi dìtmi

ωi xi yi zi (m, m, m) 0 0 3 (m, m, f) 1 1 2 (m, f, m) 1 1 2 (f, m, m) 1 0 2 (f, f, m) 2 1 1 (f, m, f) 2 1 1 (m, f, f) 2 2 1 (f, f, f) 3 2 0

rozdìlení náhodného vektoru (X, Y ) proè nemá smysl uva¿ovat vektor (X, Z)?

sdru¿ené rozdìlení:

popisuje spoleèné chování velièin pomocí jejich sdru¿eného rozdìlení:

P(X = x∗i , Y = y∗j ) resp. fX,Y (x, y)

marginální rozdìlení { chování jedné velièiny

P(X = x∗i ) = ∑ j P(X = x∗i , Y = y∗j ), ∀x∗i

kovariance vyjadøuje závislost náh. velièin:

σX,Y = E (X − μX)(Y − μY )

oznaèení metody výpoètu: cov(X, Y ) zøejmì platí cov(X, X) = var X

nezávislost náhodných velièin:

P(X = x∗i , Y = y∗j ) = P(X = x∗i )P(Y = y∗j ), ∀(x∗i , y∗j ) X, Y { nezávislé ⇒ σX,Y = 0 (nikoliv obrácenì)

Pøíklad rodina X poèet dìvèat v rodinì s tøemi dìtmi Y poèet dìvèat mezi dvìma starźími dìtmi y∗j x∗i 0 1 2 celkem 0 0,125 0 0 0,125 1 0,125 0,250 0 0,375 2 0 0,250 0,125 0,375 3 0 0 0,125 0,125 celkem 0,250 0,500 0,250 1,000

μX = 0 · 0,125 + 1 · 0,375 + 2 · 0,375 + 3 · 0,125 = 1,5 μY = 0 · 0,250 + 1 · 0,500 + 2 · 0,250 = 1 X, Y { závislé, napø. 0,25 · 0,125 ≠ 0,125

výpoèet kovariance σXY = cov(X, Y ):

σXY = (0 − 1,5) · (0 − 1) · 0,125 +(1 − 1,5) · (0 − 1) · 0,125 +(1 − 1,5) · (1 − 1) · 0,250 +(2 − 1,5) · (1 − 1) · 0,250 +(2 − 1,5) · (2 − 1) · 0,125 +(3 − 1,5) · (2 − 1) · 0,125 = 0,5 støední hodnota X (mean value) μX = E X = ∑ j x∗j P(X = x∗j ) = ∫ ∞ −∞ xfX(x)dx støední hodnota Y = g(X) μY = E g(X) = ∑ j g(x∗j )P(X = x∗j ) = ∫ ∞ −∞ g(x)fX(x)dx rozptyl X (variance, (standard deviation)2) σ2X = var X = E (X − μX)2 = ∑ j (x^∗_j − μ_X)2P(X = x^∗_j ) = ∫ ∞ −∞ (x − μ_X)2f_X(x)dx kovariance X a Y (covariance) σX,Y = cov(X, Y ) = E (X − μX)(Y − μY ) = ∑ i,j (x^∗_i − μ_X)(y^∗_j − μ_Y )P(X = x^∗_i , Y = y^∗_j ) = ∫ ∞ −∞ (x − μ_X)(y − μ_Y )f_{X,Y} (x, y)dxdy 41

vlastnosti populaèního prùmìru a rozptylu μα+βX = α + βμX, σ2α+βX = β2σ2X, σα+βX = |β|σX, μX+Y = μX + μY , σ2X+Y = σ2X + σ2Y + 2σXY .

ukázka dùkazu:

μα+βX = E (α + βX) = ∑ i (α + βx^∗_i )P(X = x^∗_i ) = ∑ i αP(X = x∗i ) + ∑ i βx∗i P(X = x∗i ) = α ∑ i P(X = x∗i ) + β ∑ i x∗i P(X = x∗i ) = α + β E X = α + β μ_X jsou-li X, Y nezávislé, pak σXY = 0 σ2X+Y = σ2X + σ2Y normování náhodné velièiny X Z = X − μX σX bezrozmìrné!

⇒ μZ = 0 σZ = 1 vlastnosti nezávislé na μX, σ2X: (populaèní) korelaèní koe˛cient (correlation coe‹cient)

ρXY = cov ( X − μX σX , Y − μY σY )

= σXY σXσY

(populaèní) źikmost náhodné velièiny X (skewness)

γ1 = E ( X − μX σX )3

= E (X − μX)3 σ3X (populaèní) źpièatost náhodné velièiny X (kurtosis, nìkdy se neodeèítá 3)

γ2 = E ( X − μX σX )4 − 3

= E (X − μX)4 σ4X − 3

Dùle¿itá diskrétní rozdìlení

alternativní (nula-jednièkové) rozdìlení • zdar nebo nezdar • P(X = 1) = π, P(X = 0) = 1−π, (0 < π < 1) • E X = 1 · π + 0 · (1 − π) = π • var X = (1−π)2 ·π +(0−π)2·(1−π) = π(1−π) binomické rozdìlení Y ∼ bi(n, π) • n nezávislých pokusù • P(zdar) = π, P(nezdar) = 1−π, (0 < π < 1) • Y je poèet zdarù v tìchto pokusech • P(Y = k) = ( n k ) πk(1−π)n−k, k = 0, 1, . . . , n • Y = ∑n i=1 Xi, Xi { zda zdar v i-tém pokusu • E Y = E ( ∑n i=1 Xi) = ∑n i=1 E Xi = nπ • var Y = var ( ∑n i=1 Xi) = ∑n i=1 var Xi = nπ(1 − π) (nezávislost X_i!)

Poissonovo rozdìlení X ∼ Po(λ) • zákon vzácných (øídkých) jevù • kolikrát nastal jev bìhem jednotkového èasového intervalu, na jednotkové ploźe, v jednotkovém objemu . . .

• P(X = k) = λ^kk! e−λ, k = 0, 1, . . . • E X = λ, var X = λ • pro velké n a malé π lze rozdìlení bi(n, π) aproximovat pomocí rozdìlení Po(nπ) • bi(10, 0,1) (hùlky) vers. Po(1) (teèky) normální (Gaussovo) rozdìlení X ∼ N ( μ, σ2 )

• f(x) = 1√

2πσ2 e −(x−μ) 2 2σ2 , • E X = μ, var X = σ2

μ − 3σ μ − 2σ μ − σ μ μ + σ μ + 2σ μ + 3σ

34,13 % 34,13 %

13,59 % 13,59 %

2,14 % � 2,14 % � • N(0, 1): φ(x) = 1√2πe−x^2/2, Φ(x) = ∫ x −∞ φ(t)dt • X ∼ N ( μ, σ2 ) , pak P(a < X < b) = Φ

(b − μ σ ) − Φ (a − μ σ )

• V má logaritmicko-normální rozdìlení: ln V ∼ N ( μ, σ2 ) • aproximace binomického rozdìlení bi(n, π) pomocí N(nπ, nπ(1 − π)) (nπ(1 − π) > 9) 46

• kritické hodnoty normálního rozdìlení Z ∼ N(0, 1) : P(Z > z(α)) = α ze symetrie platí P(|Z| > z(α/2)) = α • kritické hodnoty Studentova t rozdìlení T ∼ t(k) : P(|T | > tk(α)) = α α 0,10 0,05 0,01 z(α/2) 1,645 1,960 2,576 t100(α) 1,660 1,984 2,626 t20(α) 1,725 2,086 2,845 t5(α) 2,015 2,571 4,032 • kritické hodnoty Fisherova F rozdìlení F ∼ F(k, m) : P(F > Fk,m(α)) = α • kritické hodnoty rozdìlení chí-kvadrát X2 ∼ χ2(k) : P(X2 > χ2k(α)) = α χ21(0,05) = 1,9602 = 3,841 srovnání normálního a Studentova rozdìlení èárkovanì t(1), teèkovanì t(10), plná èára N(0, 1))

srovnání binomického a normálního rozdìlení bi(60, 1/6), bi(60, 3/6), bi(60, 4/6) populace { výbìr

• populace (základní soubor) soubor jednotek, o jejich¿ hromadných vlastnostech chceme vypovídat (vźechny mo¿né výsledky pokusu, vźichni hoźi zvoleného vìku, vźichni èolci v rybníèku) ⇒ rozdìlení náhodné velièiny

• výbìr

náhodnì vybraná èást populace, kterou vyźetøujeme, vzorek populace

• náhodný výbìr

nezávislé náhodné velièiny se stejným rozdìlením (namìøené na výbìru)

• parametr

neznámé èíslo popisující nìjaký rys populace, charakteristika rozdìlení náh. vel.

• statistika

funkce náhodného výbìru

• odhad

statistika pou¿itá k odhadu parametru_{49}

• X1, . . . , Xn nezávislé, stejné rozdìlení E Xi = μ populaèní prùmìr var Xi = σ2 populaèní rozptyl

• X̄ = 1 n n∑ i=1 Xi výbìrový prùmìr

• E X̄ = μ výbìrový prùmìr je nestranným odhadem populaèního

• var X̄ = σ2 n = (S.E.(X̄))2 n-krát menźí, ne¿ u jednoho pozorování!

• u normálního rozdìlení: Xi ∼ N ( μ, σ2 )

Z = X̄ − μ √ σ2/n = X̄ − μ σ √ n ∼ N(0, 1)

• interval spolehlivosti pro μ:

(X̄ − S.E.(X̄)z(α/2), X̄ + S.E.(X̄)z(α/2)) ( X̄ − σ√ n z(α/2), X̄ + σ √ n z(α/2) )

• po¿adujeme int. spolehlivosti źíøky 2cσ: n ≥ ( z(α/2) c )2

50

pøíklad dìti (vìk matek) (100 prùmìrù) prùmìrný vìk matek v opak. výbìrech:

rozsah prùmìr smìr. odch. źikmost źpièatost výbìru prùmìrù prùmìrù prùmìrù prùmìrù n 1 26,42 5,182 0,529 -0,679 10 25,56 1,475 0,140 -0,771 100 25,30 0,529 0,027 -0,303 1000 25,40 0,158 -0,040 -0,284 populace μ = 25,40 σ = 4,943 γ_1 = 0,773 γ_2 = 0,192

95% intervaly spolehlivosti (n = 100):

23 24 25 26 27 μ

20 40 60 80 opakování

� �

statistické rozhodování

• nulová hypotéza H0

tvrzení o populaci (parametru), o jeho¿ platnosti chceme rozhodnout (zamítnout)

• alternativní hypotéza H1 (alternativa) zbývající mo¿nost (k H0) èasto þvìdecká hypotézaß

• kritický obor

mo¿né výsledky pokusu, kdy H0 zamítáme

• obor pøijetí

mo¿né výsledky pokusu, kdy H0 nezamítáme

• chyba prvního druhu

rozhodnutí zamítnout H0, kdy¿ platí H0 faleźnì prokázat þvìdeckou hypotézuß

• chyba druhého druhu

rozhodnutí nezamítnout H0, kdy¿ platí H1

• hladina testu α (zpravidla 5 %, 1 %) maximální dovolená pst chyby prvního druhu skuteènost rozhodnutí H0 platí H0 neplatí H0 zamítnout chyba správné (reject) 1. druhu rozhodnutí (≤ α) (1 − β) H0 nezamítnout správné chyba (accept) rozhodnutí 2. druhu (≥ 1 − α) (β)

• hladina testu α se volí pøed pokusem (aby nezávisela na jeho výsledku)

• síla testu 1 − β

pravdìpodobnost zamítnutí neplatné H0 proká¿eme platnou þvìdeckou hypotézuß

• kritický obor zpravidla popsán pomocí statistiky (napø. |T | ≥ tn−1(α))

• dosa¿ená hladina testu p (p-hodnota) za platnosti H0 urèená pst, ¿e dostaneme statistiku, která stejnì nebo jeźtì ménì podporuje H0 (nejmenźí hladina α, na které lze jeźtì H0 zamítnout), napø. p = P(|T | ≥ t), kde t je skuteènì realizovaná hodnota statistiky T

• H0 se zamítá, kdy¿ p ≤ α rozhodování o populaèním prùmìru normálního rozdìlení se známým rozptylem • X1, . . . , Xn ∼ N ( μ, σ2 ) nezávislé • σ > 0 známe • H0 : μ = μ0 (dané èíslo) • platí-li H0, pak Z = X̄ − μ0 σ √ n ∼ N(0, 1)

• H1 : μ ≠ μ0 ⇒ kritický obor:

|Z| velké, tj. |Z| ≥ z(α/2) • H1 : μ > μ0: zamítnout pro Z ≥ z(α) • H1 : μ < μ0: zamítnout pro Z ≤ −z(α)

Hustota Z za platnosti H_0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 -1 -2 1 z(0,05)

−z(0,05) z(0,025) −z(0,025)

2,5%

2,5% 2,5%

2,5% � � � � � � � �

55

pøíklad výźky desetiletých hochù ([cm])

130 140 136 141 139 133 149 151 139 136 138 142 127 139 147

σ = 6,4 (známo z døívìjźka), α = 0,05 H0 : μ = 136,1 (pøed 10 lety), H1 : μ ≠ 136,1

x̄ = 1 15 (130 + 140 + . . . + 147) = 139,133 z = 139,133 − 136,1 6,4 √ 15 = 1,835

|z| < z(0,05/2) = 1,960 ⇒ H0 nelze na 5% hladinì zamítnout ale |z| ≥ z(0,10/2) = 1,645 ⇒ H0 se na 10% hladinì zamítá =⇒ p-hodnota mezi 5 % a 10 % p = P(|Z| ≥ 1,835) = 0,067 dosa¿ená hladina (p-hodnota) je 6,7 % jednostranná alternativa (zvoleno pøedem!): H1 : μ > 136,1: z ≥ 1,645 na 5 % zamítnout p = P(Z ≥ 1,835) = 0,033 (< 0,05) výźky desetiletých hochù

a) Hustota Z za platnosti H_0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 -1 -2 1 z(0,05)

−z(0,05) z(0,025) −z(0,025) z = 1,835

2,5%

2,5% 2,5%

2,5%

� � � � � � � � �

b) Hustota X̄ pøi H_0 a pøi H_1 : μ = 140, σ = 6,4

132 134 136 138 140 142 144 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

132,86 139,34 μ = 136,1 n = 15 μ = 140 n = 15

65,5%

2,5% 2,5% � � � �

�

S.E.(X̄) = √ 6,4^2 15 = 1,6525 ⇒ 136,1 − 1,6525 · 1,96 = 132,86

⇒ 136,1 + 1,6525 · 1,96 = 139,34

síla testu 1 − β pravdìpodobnost, ¿e zamítneme nulovou hypotézu, kdy¿ testovaný parametr je roven . . . (závisí na skuteèné hodnotì parametru) pøíklad výźky, n = 15, μ0 = 136,1, σ = 6,4

μ_1

1 − β

0,00

0,25

0,50

0,75

1,00

130 135 140

(0,655)

� 136,1

� �

volba rozsahu výbìru: pro μ1 po¿adujeme sílu 1 − β: n ≥ ( z(α/2) + z(β) μ1 − μ0 )2 σ2 aby pro μ1 = 140 byla síla 90 % (z(0,1) = 1,282), bude tøeba aspoò n ≥ ( 1,96 + 1,282 140 − 136,1 )2 6,42 = 28,3 jednovýbìrový t test • n nezávislých pozorování X1, . . . , Xn • stejné normální rozdìlení N ( μ, σ2 ) • H0 : μ = μ0

(populaèní prùmìr roven dané konstantì) • nutno odhadnout neznámý rozptyl σ2 S2 = 1 n − 1 n∑ i=1 (X_i − X̄)2 • statistika T = X̄ − μ0 S √ n = X̄ − μ0 S.E.(X̄) • H1 : μ ≠ μ0 zamítat pøi |T | ≥ tn−1(α) • H1 : μ > μ0 zamítat pøi T ≥ tn−1(2α) • H1 : μ < μ0 zamítat pøi T ≤ −tn−1(2α) • interval spolehlivosti pro μ ( X̄ − S√ n tn−1(α), X̄ + S √ n tn−1(α) )

pøípad neznámého rozptylu (H1 : μ ≠ 136,1) n∑ i=1 (x_i − x̄)2 = n∑ i=1 x2i − n · x̄2

= 1302 + . . . + 1472 − 15 · 139,1332 = 601,733

s2 =

601,733 15 − 1 = 42,981 = 6,5562 t = 139,133 − 136,1

6,556 √ 15 = 1,792 p = P(|T | ≥ 1,792) = 0,0948 (9,48 %) 95% interval spolehlivosti (t14(0,05) = 2,145): ( 139,133 −

6,556 √ 15 · 2,145 , 139,133 +

6,556 √ 15 · 2,145 )

(135,5 , 142,8) jednostranná alternativa H1 : μ > 136,1: t ≥ t14(2 · 0,05) = 1,761 zamítnout H0 (α = 5%) t < t14(2 · 0,01) = 2,624 nezamítnout H0 (α = 1%) p = P(T > t) = 0,0474 (4,74 %) párové testy • (U1, V1), . . . , (Un, Vn) nezávislé dvojice (mo¿ná závislých) náhodných velièin • výhodná je tìsná závislost uvnitø dvojic • Xi = Ui − Vi (oznaèení rozdílù)

X1, . . . , Xn mají stejné rozdìlení • párový t test

− normální rozdìlení: Xi ∼ N ( μ, σ2 )

− S2 = 1 n − 1 n∑ i=1 (X_i − X̄)2

− T = X̄ S.E.(X̄) = X̄ S √ n = Ū − V̄ S.E.(Ū − V̄ ) − H0 : μ = 0 (pak je μU = μV ) − ve prospìch H1:μ ≠ 0, kdy¿ |T | ≥ tn−1(α) − ve prospìch H1:μ < 0, kdy¿ T ≤ −tn−1(2α) − ve prospìch H1:μ > 0, kdy¿ T ≥ tn−1(2α) − jednovýbìrový t test pro Xi = Ui − Vi pøíklad: výźky rodièù (párová pozorování!)

• U { výźka otce, V { výźka matky • α = 0,05, H0 : μU − 10 = μV • n = 99, ū = 179,267, v̄ = 166,970 • x̄ = 2,293, sX = sU−10−V = sU−V = 8,144 • t = 2,2938,144 √ 99 = 2,801 • t98(0,05) = 1,9845 ⇒ zamítnout • p = P(|T | ≥ t) = 0,0061 (0,61 %) • 95% interval spolehlivosti pro μU − μV : ( 12,293 −

8,144 √ 99 1,9845; 12,293 +

8,144 √ 99 1,9845 )

(10,67; 13,92) • 99% interval spolehlivosti: (10,14; 14,44)

• znaménkový test

− staèí znát znaménka rozdílù Ui − Vi − pozorování s Ui = Vi se zpravidla vynechají − Y { poèet kladných znamének Ui − Vi − H0 : rozdìlení U a V jsou stejná, pak je nutnì Y ∼ bi(n, 1/2) − H0 zamítáme pro velká nebo malá Y : Z = |Y − n/2| − 0,5 √ n/4 , |Z| ≥ z(α/2)

• párový Wilcoxonùv test − nutné symetrické rozdìlení Ui − Vi − vylouèíme pøípady Ui = Vi − urèíme poøadí R+i hodnot |Ui − Vi| − W souèet poøadí, kde Ui > Vi Z = W − n(n + 1)/4 √ n(n + 1)(2n + 1)/24 pøíklad rozdíly dvou metod uèení nazpamìż: 5, −1, 2, 3, −1, 4, 3, −3

• H0 : populaèní medián rozdílù =0 • znaménkový test

y = 5 n = 8 z = |5 − 8/2| − 0,5 √ 8/4 = 0,3536 p = 0,7237

• Wilcoxonùv test

(pøedpokládáme symetrii) ui − vi 5 -1 2 3 -1 4 3 -3 r+i 8 1,5 3 5 1,5 7 5 5 w = 8 + 3 + 5 + 7 + 5 = 28 z = 28 − 8 · 9/4 √ 8 · 9 · 17/24 = 10 √ 51 = 1,4 p = 0,1614 pst výskytu jevu (binomické rozdìlení) • n nezávislých opakování dílèího pokusu • v ka¿dém þzdarß s pstí π • poèet zdarù Y ∼ bi(n, π) • odhad π: π̂ = Y n (relativní èetnost) E π̂ = π, var π̂ = π(1−π)n = (S.E.(π̂))2 • intervalový odhad pro π (pøibli¿ný) π̂ − √ π̂(1 − π̂) n z(α/2), π̂ + √ π̂(1 − π̂) n z(α/2) • H0 : π = π0: Z = Y − nπ0 √ nπ0(1 − π0) = π̂ − π0 S.E.(π̂) • H1 : π ≠ π0: zamítnout |Z| ≥ z(α/2) • H1 : π > π0: zamítnout Z ≥ z(α) • H1 : π < π0: zamítnout Z ≤ −z(α) pøíklad kalous z 50 pøípadù dal kalous ve 33 pøípadech pøednost in˛kované myźi pøed nein˛kovanou Y { poèet þzdarùß, n = 50, π { pst, ¿e zvolí in˛kovanou ⇒ Y má binomické rozdìlení za H0 : π = 1/2 (myźi se neliźí) Y ∼ bi(50, 1/2) alternativní hypotéza: H1 : π > 1/2: kritický obor: velká hodnota Y (velké π̂) z = 33 − 50 · 0,5 √ 50 · 0,5 · 0,5

= 2,263 p = 0,0118 s opravou na spojitost (NCSS): z = 33 − 50 · 0,5 − 0,5 √ 50 · 0,5 · 0,5

= 2,121 p = 0,0169 dosa¿ená hladina: za H0 poèítaná pst, ¿e dostaneme výsledek aspoò tolik odporující nulové hypotéze, jako ve skuteèném pokusu:

p = P(Y ≥ 33) = 50∑ k=33 (50 k ) 0,5^k(1 − 0,5)50^{−k}

= 0,0164 = P(Y > 32) (NCSS, Prob. Calc.)

dvouvýbìrový t test • nX nezávislých pozorování X • nY nezávislých pozorování Y • tyto výbìry nezávislé • rozptyly σ2X, σ2Y shodné

(odhady S2X, S2Y podobné, lze ovìøit) • normální rozdìlení v obou výbìrech (lze ovìøit pro velká nX, nY , jinak podle zkuźenosti) • spoleèný odhad rozptylu

S2 = nX − 1 nX + nY − 2

S2X + nY − 1 nX + nY − 2 S2Y • statistika T = X̄ − Ȳ S.E.(X̄ − Ȳ ) = X̄ − Ȳ S √ nXnY nX + nY • H0 : μX = μY zamítnout ve prospìch alternativy H1 : μX ≠ μY : |T | ≥ tn_X +n_Y −2(α) • Welchùv test pøi pochybách o shodì rozptylù (modi˛kace T )_{67} pøíklad výźky dìtí (opìt [cm]) hoźi: nx = 15, x̄ = 139,133, s2x = 42,981 dívky: ny = 12, ȳ = 140,833, s2y = 33,788 H0: shodné populaèní prùmìry, H1: neshodné

s2 = 14 25 42,981 + 11 25 33,788 = 38,936 odhad S.E.(X̄ − Ȳ ): √ 38,936

15 + 12 15 · 12 = √ 5,8404 = 2,4167

t = 139,133 − 140,833 √ 38,936 √ 15 · 12 15 + 12 = −1,7 2,4167

= −0,703

|t| < t25(0,05) = 2,0595 ⇒ na 5% hladinì nezamítat p = 0,488 95% int. spol. pro rozdíl popul. prùmìrù:

(−1,700 − 2,4167 · 2,0595, −1,700 + 2,4167 · 2,0595) (−6,7, 3,3) nula je intervalem pokryta

• test Mannùv-Whitneyùv (dvouvýbìrový Wilcoxonùv) − nahradí pozorování jejich poøadími − dva nezávislé výbìry rozsahu nX, nY − spojitá rozdìlení − hypotéza: rozdìlení jsou stejná, pak jsou výbìry þdobøe promíchanéß − urèi poøadí vźech (promíchaných) − kritický obor: rùzná prùmìrná poøadí − WX souèet poøadí hodnot X Z = WX − nX(nX + nY + 1)/2 √ nXnY (nX + nY + 1)/12 − shodu zamítni pokud |Z| ≥ z(α/2) (pøibli¿ný test) − citlivý vùèi posunutí,

ménì vùèi nestejné variabilitì dvouvýbìrový Wilcoxonùv (Mann-Whitney)

hoźi dívky poøadí 127 1 130 2 131 3 132 4 133 5 135 6 136 136 7,5 138 9 139 139 139 11 140 13 141 141 141 141 141 16 142 142 19,5 143 21 146 146 22,5 147 24 149 25 151 151 26,5

wx = 1 + 2 + 5 + 2 · 7,5 + 9 + 3 · 11 + 13 + 16 + 19,5 + 24 + 25 + 26,5 = 189 wy = 3+4+6+4·16+19,5+21+2·22,5+26,5 = 189 z = 189 − 15 · (15 + 12 + 1)/2 √ 15 · 12(15 + 12 + 1)/12

= −1,025

p = 0,3055 NCSS: z = −1,029 (korekce na shody) p = 0,3036 pøesnì: p = 0,3149

• test Kolmogorovùv-Smirnovùv − porovná empirické distribuèní funkce − citlivý vùèi vźem neshodám − vìk matky, kojí v 24. týdnu

D = 0,354, p = 0,95 %(NCSS) permutaèní testy - dva výbìry • H0 : identické rozdìlení v obou populacích • pøíklad hnojení

− x: 50,45,42,54 (klasicky) − y: 59,56,58,51,52 (nové) − H0 stejné výnosy − H1 výnosy jsou nestejné • porovnejme prùmìry:

x̄ − ȳ = 47,75 − 55,2 = −7,45 • celkem ( 9 4 ) = 126 permutací { mo¿ností, kolikrát vybrat 4 hodnoty x z 9 hodnot − mezi nimi jsou 4 takové, ¿e rozdíl prùmìrù nejvýźe {7,45, co¿ je 3,17 % − pøi oboustranné alternativì dalźí dvì kombinace, kdy rozdíl aspoò 7,45, co¿ je 1,59 % permutací, celkem p = 4 + 2 126 = 6 126 = 0,0476 (4,76 %)

x y x̄ − ȳ w_x 50 45 42 54 59 56 58 51 52 -7,45 3 2 1 6 9 7 8 4 5 10 * * * * –8,80 10 * * * * –8,35 11 * * * * –7,90 12 * * * * –7,45 12 * * * * {7,00 13 * * * * {6,55 14 * * * * {6,55 13 * * * * {6,10 14 · · · · · · * * * * {0,70 19 * * * * {0,25 20 * * * * {0,25 21 * * * * {0,25 20 * * * * {0,25 20 * * * * {0,25 18 * * * * {0,25 20 * * * * {0,25 19 * * * * 0,20 21 * * * * 0,20 21 · · · · · ·

* * * * 6,50 27 * * * * 6,95 28 * * * * 6,95 27 * * * * 7,40 28 * * * * 7,85 29 * * * * 8,75 30

pperm =

4 + 2 126 = 0,0476 p_W =

4 + 4 126 = 0,0635

t = −2,5238 p = 0,0396 permutaèní testy - jeden výbìr pøíklad uèení nazpamìż

• H0 : rozdìlení je symetrické kolem nuly • rozdíly dvou metod uèení nazpamìż:

5, −1, 2, 3, −1, 4, 3, −3 prùmìr =1,5 • pokud jsou obì metody ekvivalentní, pak mají rozdíly náhodná znaménka • pøípadnou nulu lze pøedem vylouèit • pro znaménka celkem 28 = 256 mo¿ností • ideál pro prùmìr 0 • v 27 pøípadech prùmìr aspoò 1,5, v 27 pøípadech prùmìr nejvýźe -1,5 • dosa¿ená hladina je rovna pravdìpodobnosti, ¿e aspoò stejnì tak daleko od hypotézy, jako skuteèná data pperm =

27 + 27 256 = 54 256 = 0,2109 (21,09 %)

data x̄ w x 5 {1 2 3 {1 4 3 {3 r 8 1,5 3 5 1,5 7 5 5 1 {5 {1 {2 {3 {1 {4 {3 {3 –2,75 0 2 {5 {1 {2 {3 1 {4 {3 {3 –2,50 1,5 3 {5 1 {2 {3 {1 {4 {3 {3 –2,50 1,5 4 {5 {1 2 {3 {1 {4 {3 {3 –2,25 3 5 {5 1 {2 {3 1 {4 {3 {3 –2,25 3 · · · 18 {5 1 {2 {3 {1 {4 {3 3 –1,75 6,5 19 5 {1 {2 {3 {1 {4 {3 {3 –1,50 8 · · · 23 {5 {1 {2 {3 1 4 {3 {3 –1,50 8,5 24 {5 1 {2 3 1 {4 {3 {3 –1,50 8 25 {5 1 {2 {3 {1 4 {3 {3 –1,50 8,5 26 {5 1 {2 {3 1 {4 3 {3 –1,50 8 27 {5 1 {2 {3 1 -4 {3 3 –1,50 8 28 5 {1 {2 {3 1 {4 {3 {3 {1,25 9,5 · · · 229 {5 1 2 3 {1 4 3 3 1,25 26,5 230 5 {1 2 3 {1 4 3 {3 1,50 28 231 5 {1 2 3 {1 4 {3 3 1,50 28 232 5 {1 2 3 1 {4 3 3 1,50 27,5 233 5 {1 2 {3 {1 4 3 3 1,50 28 234 5 1 2 3 {1 {4 3 3 1,50 27,5 235 5 1 {2 3 1 4 3 {3 1,50 28 236 5 1 {2 3 1 4 {3 3 1,50 28 237 5 1 {2 {3 1 4 3 3 1,50 28 238 {5 1 2 3 1 4 3 3 1,50 28 239 5 {1 2 3 1 4 3 {3 1,75 29,5 · · · 255 5 1 2 3 {1 4 3 3 2,50 34,5 256 5 1 2 3 1 4 3 3 2,75 36

pperm =

27 + 27 256 = 0,2109

pW =

25 + 25 256 = 0,1953

t = 1,5 p = 0,1773 pøíklad: játra pìt míst na øece, v¿dy vyloveno po 7 rybách, zjiźżována koncentrace mìdi v játrech liźí se tato místa svým zneèiźtìním?

logaritmování stabilizuje rozptyl:

analýza rozptylu jednoduchého tøídìní

• Y11, . . . , Y1n_1 ∼ N ( μ1, σ2 ) Y21, . . . , Y2n_2 ∼ N ( μ2, σ2 ) . . .

Yk1, . . . , Ykn_k ∼ N ( μk, σ2 ) • nezávislé výbìry

(shodné rozptyly, normální rozdìlení)

• H0 : μ1 = . . . = μk (= μ) H1 : neplatí H0

• rozklad souètu ètvercù ∑ ∑ (Y_{it} − Ȳ••)2 = ∑ ni(Ȳi• − Ȳ••)2 + ∑ ∑ (Y_{it} − Ȳ_{i•})2 (celková variabilita)=(mezi)+(uvnitø)

ST = SA + Se fT = fA + fe (n − 1) = (k − 1) + (n − k) • H0 zamítnout, je-li

FA =

SA/fA Se/fe

≥ Ff_A,f_e(α) 77

A B C D E

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

-0,2 -0,4

• model (mìøení = úroveò + chyba)

Yit = μi + Eit 1 ≤ t ≤ ni, 1 ≤ i ≤ k = μ + (μ_i − μ) + E_{it} E_{it} nezávislé = μ + α_i + E_{it} E_{it} ∼ N ( 0, σ2 ) • reparametrizace (αi { efekty faktoru A): k∑ i=1 αi = 0

• mnohonásobná srovnání

(které dvojice μi (resp. αi) se liźí?)

|Ȳi• − Ȳj•| ≥ qk,n−k(α) S2 2 ( 1 ni + 1 nj )

S2 = Se fe = ∑ ∑ (Y_{it} − Ȳ_{i•})2 n − k (nutnost zachovat zvolenou hladinu testu)

• ovìøení shody rozptylù

− Leveneùv test − Bartlettùv test (normalita!)

tabulka analýzy rozptylu variabilita S f S/f F p výbìry SA fA = k − 1 SA/fA FA pA reziduální Se fe = n − k Se/fe celková ST fT = n − 1

pøíklad játra variab. S f S/f F p místa 1,796 4 0,4490 5,862 0,0013 rezid. 2,285 30 0,0762 celk. 4,081 34

místo poèet prùmìr efekt smìr. odchylka A 7 0,569 0,206 0,312 B 7 0,484 0,121 0,279 C 7 0,496 0,133 0,318 D 7 -0,063 -0,426 0,290 E 7 0,329 -0,034 0,144 celkem 35 0,363 0,000 0,104

q5,30(0,05) √ 0,0762 2 (1 7 + 1 7 ) = 4,10 · 0,104 = 0,426

−0,063 + 0,426 = 0,363 ⇒ na 5% hladinì se liźí místo D od ka¿dého z míst A, B, C

Kruskalùv-Wallisùv text • zobecnìní dvouvýbìrového Wilcoxonova testu (poøadí místo pùvodních hodnot) • pøedpoklady:

− k nezávislých výbìrù − spojitá rozdìlení − H0: rozdìlení jsou stejná • Ti - souèet poøadí v i-tém výbìru Q = 12 n(n + 1) k∑ i=1 T 2i ni − 3(n + 1)

H0 se zamítá pøi Q ≥ χ2k−1(α) (velká variabilita prùmìrných poøadí) pøíklad kojení (vìk matek podle vzdìlání)

20

25

30

35 vìk

základní s maturitou vysokoźkolské

vzdìl. ni prùm. stø. souè. prùm. vìk chyba poø. poø.

zákl. 34 23,412 0,638 1025 30,15 mat. 47 26,278 0,543 2618 55,70 Vľ 18 28,50 0,877 1307 72,61 celk. 99 25,697 4 950 50

Q = 12 99 · 100 ( 10252 34 + 26182 47 + 13072 18 ) −3·100 = 29,25

χ2(0,05) = 5,99 p < 0,0001 náhodné bloky • zobecnìní párových testù na r-tice • náhodný blok

− homogenní skupina objektù − poèet objektù ve skupinì

= poèet oźetøení (nebo jeho násobek) − oźetøení se pøiøadí uvnitø bloku náhodnì (ka¿dému oźetøení stejný poèet objektù) • bloky { náhodné efekty Ai ∼ N ( 0, σ2_A ) oźetøení { pevné efekty βj ( ∑ βj = 0)

Yij = μ + Ai + βj + Eij Eij ∼ N ( 0, σ2 ) aditivní vliv, symbolicky A + B • testované hypotézy

− HA : σ2A = 0 (nulová var. mezi bloky) − HB : β1 = . . . = βr = 0 (B nemá vliv) • rozklad variability ST = SA + SB + Se • vliv dvou faktorù

(A { náhodný, B { pevný)_{83} pøíklad diety

dieta vrh A B C D prùm. 1 6,6 5,2 7,4 9,1 7,075 2 10,1 11,4 13,0 12,6 11,775 3 5,8 4,2 9,5 8,8 7,075 4 12,1 10,7 11,9 13,0 11,925 5 8,2 8,8 9,6 9,4 9,000 prùm. 8,56 8,06 10,28 10,58 9,370

• váhové pøírùstky za danou dobu − r = 4 oźetøení (pevné efekty)

− k = 5 vrhù (náhodné efekty)

• tabulka ANOVA

variab. S f S/f F p vrhy 91,932 4 22,983 22,26 <0,0001 dieta 23,332 3 7,774 7,53 0,0043 rezid. 12,388 12 1,032 - - celk. 127,642 19 - - -

• nesprávnì jednoduché tøídìní ANOVA kdybychom zapomnìli na závislost nìkterých pozorování zpùsobenou náhodnými bloky (vrhy):

Se = 91,932+12,388 = 104,320, fe = 4+12 = 16 F = 23,332/3 104,320/16

= 1,193, p = 0,344

Friedmanùv test • model Yij = μ + Ai + βj + Eij (náhodný øádkový efekt) nebo Yij = μ + αi + βj + Eij (pevný øádkový efekt) • Eij nezávislé, spojité rozdìlení • H0 : β1 = . . . = βr (nezávisí na oźetøení) • urèi poøadí v rámci ka¿dého bloku (øádku) • za hypotézy v ka¿dém øádku náhodná permutace èísel 1,. . . ,r, tedy souèty ve sloupcích (pro oźetøení) podobné • Q = 12 kr(r + 1) r∑ j=1 k∑ i=1 Rij 2 − 3k(r + 1)

• zamítat H0 : pro Q ≥ χ2r−1(α) pøíklad diety

dieta vrh A B C D prùm. 1 6,6 5,2 7,4 9,1 7,075 2 10,1 11,4 13,0 12,6 11,775 3 5,8 4,2 9,5 8,8 7,075 4 12,1 10,7 11,9 13,0 11,925 5 8,2 8,8 9,6 9,4 9,000 prùm. 8,56 8,06 10,28 10,58 9,370

dieta vrh A B C D 1 2 1 3 4 2 1 2 4 3 3 2 1 4 3 4 3 1 2 4 5 1 2 4 3 souèet 9 7 17 17

• k = 5, r = 4

• Q = 125·4·5 ( 92 + 72 + 172 + 172 ) − 3 · 5 · 6 = 9,96

• Q > χ23(0,05) = 7,8147, p = 0,0189 dvojné tøídìní s interakcemi • vliv dvou faktorù, nemusí být aditivní Yijt = μ + αi + βj + γij + Eijt Eijt ∼ N ( 0, σ2 )

− symbolicky A + B + AB − ∑ i αi = 0 efekty faktoru A odpovídající jeho k úrovním − ∑ j βj = 0 efekty faktoru B odpovídající jeho r úrovním − ∑ i γij = 0, ∑ j γij = 0 interakce vyjadøují neaditivitu obou faktorù (vliv A závisí na úrovni B, vliv B závisí na úrovni A) • rozklad souètu ètvercù { obecnì slo¿itìjźí • testy

− HAB : γij = 0 (aditivita) − HA : αi = 0 (faktor A nemá vliv) − HB : βj = 0 (faktor B nemá vliv) 87

pøíklad Howells:

lebky exhumované na tøech místech (A) rozliźované podle pohlaví (B)

• nejvìtźí délka mozkovny (pAB = 0,8872)

170

180

190

Berg Austrálie

Sibiø

¿eny mu¿i

GOL

• týlní úhel (pAB = 0,0222)

113

115

117

Berg Austrálie

Sibiø

¿eny

mu¿i

OCA

pøíklad Howells nejvìtźí délka mozkovny (GOL)

pohlaví místo nij ȳij sij M Berg 40 180,300 7,293 F Berg 40 170,450 6,641 M Austrálie 40 190,375 5,555 F Austrálie 40 181,375 6,632 M Sibiø 40 181,175 6,468 F Sibiø 40 172,175 5,228

tabulka ANOVA

var. S f S/f F p místa 5242,1 2 2621,1 65,2 <0,0001 pohl. 5170,8 1 5170,8 128,6 <0,0001 inter. 9,6 2 4,8 0,1 0,8872 rezid. 9410,6 234 40,2 celk. 19833,2 239

pøíklad Howells týlní úhel (OCA)

pohlaví místo nij ȳij sij M Berg 40 116,675 5,567 F Berg 40 116,850 5,682 M Austrálie 40 115,025 4,382 F Austrálie 40 114,800 4,286 M Sibiø 40 113,450 4,782 F Sibiø 40 117,200 4,973

tabulka ANOVA

var. S f S/f F p místa 150,908 2 75,454 3,05 0,0493 pohl. 91,267 1 91,267 3,69 0,0560 inter. 191,608 2 95,804 3,87 0,0222 rezid. 5789,550 234 24,742 celk. 6223,333 239

• pevné efekty

− úrovnì faktoru volí experimentátor − pøi opakovaném pokusu je lze zvolit stejnì − vypovídáme o konkrétních úrovních faktoru − H0: nulové efekty • náhodné efekty

− úrovnì faktoru volí pøíroda − pøi opakovaném pokusu jsou jiné − vypovídáme o populaci mo¿ných úrovní faktoru − H0: nulová variabilita efektu • testy obecnì závisí na charakteru efektu • doporuèují se vyvá¿ené modely • modely analýzy rozptylu:

závislost spojité (metrické) velièiny na nominální(ch) porovnání populaèních mìr polohy

rozdìlení normální spojité populaèní parametr (o èem je hypotéza) populaèní prùmìr populaèní medián (distribuèní funkce) jeden výbìr jednovýbìrový t test znaménkový Wilcoxon výbìr dvojic párový t test znaménkový Wilcoxon dva nezávislé výbìry dvouvýbìrový t test

Mann-Whitney (Kolmogorov- Smirnov) k nezávislých výbìrù analýza rozptylu jednoduchého tøídìní

Kruskal-Wallis vyźetøování závislosti nezávisle závisle promìnná promìnná(é) spojitá nominální spojitá regrese (logistická korelace regrese) nominální analýza kontingenèní rozptylu tabulky pøíklady:

• hmotnost na výźce • rakovina plic na poètu vykouøených ciga- ret • hmotnost obilky na ¿ivném roztoku • barva oèí a barva vlasù

Korelace a regrese

• korelace − mìøí sílu (tìsnost) vzájemné závislosti spojitých velièin − lze pou¿ít k prokazování existence vzájemné závislosti X, Y − k porovnávání síly (tìsnosti) závislosti v nìkolika populacích − symetrická vlastnost v X, Y • regrese − udává jak závisí støední hodnota spojité velièiny Y na nezávisle promìnné (promìnných) x − nesymetrická vlastnost − lze pou¿ít k prokazování existence závislosti závisle promìnné Y na nezávisle promìnné x − umo¿òuje pøedpovídat hodnotu Y pro zvolenou hodnoty x korelaèní koe˛cient • (populaèní) korelaèní koe˛cient ρXY − |ρXY | ≤ 1 − pro nezávislé X, Y je ρXY = 0 − mìøí sílu lineární závislosti • (výbìrový) korelaèní koe˛cient rxy − pro test nutno normální rozdìlení rXY = SXY √ S2XS2Y = ∑ (X_i − X̄)(Y_i − Ȳ ) √∑ (X_i − X̄)2 ∑ (Y_i − Ȳ )2

SXY = 1 n − 1 n∑ i=1 (X_i − X̄)(Y_i − Ȳ ) − H0 : ρXY = 0 se na hladinì α zamítá: T = r √ 1 − r2 √ n − 2, |T | ≥ tn−2(α)

• Spearmanùv korelaèní koe˛cient − mìøí sílu monotonní závislosti − zalo¿en na poøadích Ri, Qi hodnot Xi, Yi r(S)XY = 1 − 6 n(n2 − 1) n∑ i=1 (R_i − Q_i)2 95

pøíklad tuk

H 160 170 180 190

W

60 70 80 90 100 výźka vers. hmotnost

r = 0,643 (0,654) t = 5,814 (5,921) p < 0,0001 (p < 0,0001)

H 160 170 180 190

D

50 60 70 80 90 výźka vers. diast. tlak

r = −0,145 (−0,018) t = −1,019 (−0,124) p = 0,3135 (0,9017)

P 50 70 90

W

60 70 80 90 100 puls vers. hmotnost

r = −0,245 (−0,241) t = −1,752 (−1,701) p = 0,0862 (0,0955)

Fisherova Z transformace Z = 1 2 log 1 + r 1 − r ∼ N ( 1 2 log 1 + ρ 1 − ρ , 1 n − 3 )

• pøíklad dìti: porodní délka, hmotnost − dívky: r1 = 0,5687, n1 = 51

z1 = 1 2 log 1 + 0,5687 1 − 0,5687

= 0,6456

− hoźi: r2 = 0,5967, n2 = 49, z2 = 0,6880 − test shody

z∗ =

0,6456 − 0,6880 √ 1 51 − 3 + 1 49 − 3

= −0,2055.

srovnej se z(0,05/2) = 1,960, p = 0,8376 − 95% interval spolehlivosti pro ρ1 ( 0,6456 −

1,960 √ 51 − 3

, 0,6456 +

1,960 √ 51 − 3 )

(0,363, 0,929) ( e2·0,363 − 1 e2·0,363 + 1 , e2·0,929 − 1 e2·0,929 + 1 )

(0,348, 0,730)_{97} regrese (pùvod pojmu)

• tendence (návrat) k prùmìrnosti − F. Galton (1886): Family likeness in stature. Proc. Roy. Soc. XL, 42 − F. Galton (1886): Regression towards mediocrity in hereditary stature. Journ. Anthrop. Inst. XV, 246

• uva¿ujme otce, jejich¿ výźka je rovna prùmìrné výźce generace vźech otcù; prùmìrná výźka synù tìchto otcù bude rovna prùmìrné výźce vźech synù

• uva¿ujme otce o 10 cm vyźźí, ne¿ je prùmìrná výźka generace otcù: prùmìrná výźka synù tìchto otcù bude jen asi o 5 cm vyźźí, ne¿ prùmìrná výźka generace synù

• uva¿ujme otce o 10 cm ni¿źí, ne¿ je prùmìrná výźka generace otcù: prùmìrná výźka synù tìchto otcù bude jen o asi 5 cm ni¿źí, ne¿ prùmìrná výźka generace synù regresní pøímka • odhadovaná závislost: E Y = β0 + β1x • k daným x1, . . . , xn zjistíme Y1, . . . , Yn − nezávislá pozorování − stejný rozptyl σ2 − normální rozdìlení (pro testy) • b0, b1 { odhady metodou nejmenźích ètvercù:

minimalizovat n∑ i=1 (Y_i − β0 − β1x_i)2 y

0 x 0 y = b0 + b1x

[x_i, Y_i] �

[x_i, Ŷ_i] � } |Ui| = |Yi − Ŷi| b1

b0 1

• odhad závislosti E Y = β0 + β1x Ŷ = b0 + b1x • b1 { odhad smìrnice β1, odhad zmìny støední hodnoty závisle promìnné Y pøi jednotkové zmìnì nezávisle promìnné x • reziduum Ui = Yi − Ŷi = Yi − (b0 + b1xi) • reziduální souèet ètvercù:

Se = n∑ i=1 (Y_i−Ŷ_i)2 = n∑ i=1 (Y_i−b0−b1x_i)2 = n∑ i=1 U 2i • reziduální rozptyl S2 = Se n − 2 • koe˛cient determinace (podíl variability Y vysvìtlené uva¿ovanou závislostí) R2 = 1 − Se ∑ (Y_i − Ȳ )2 • nezávislost E Y na x znamená H0 : β1 = 0 T = b1 S.E.(b1)

|T | ≥ tn−2(α) 100

pøíklad závislost procenta tuku FAT na výźce HEIGHT u mladých mu¿ù

regresor bj S.E.(bj) t p abs. èlen {53,870 24,657 {2,185 0,0338 HEIGHT 0,379 0,138 2,742 0,0086

pøedpovìï: Ŷi = −53,870 + 0,379xi, tedy ^FAT= {53,870 + 0,379·HEIGHT (na ka¿dý centimetr výźky v prùmìru 0,379 procentního hodu)

varia- souèet st. prùm. F p bilita ètvercù vol. ètverec regrese 362,54 1 362,54 7,519 0,0086 rezid. 2314,41 48 48,22 celk. 2676,95 49 (54,63)

R2 =

362,54 2676,95

= 1 −

2314,41 2676,95

= 0,135 mnohonásobná lineární regrese • závislost na dvou nezávisle promìnných • pozorování (x1, v1, Y1), . . . , (xn, vn, Yn) • Y1, . . . , Yn jsou nezávislé náhodné velièiny • stejný rozptyl σ2 • normální rozdìlení Yi pro dané xi, vi • støední hodnoty Yi vysvìtleny pomocí xi, vi E Yi = β0 + β1xi + β2vi • b0, b1, b2 { odhady parametrù β0, β1, β2 • b1 { odhad zmìny støední hodnoty Y pøi jednotkové zmìnì x a nezmìnìné hodnotì v • b2 { odhad zmìny støední hodnoty Y pøi jednotkové zmìnì v a nezmìnìné hodnotì x • Ui { reziduum

Ui = Yi − Ŷi = Y_i − (b0 + b1x_i + b2v_i)_{102}

• rozklad variability ST = SR + Se n∑ i=1 (Y_i − Ȳ )2 = S_R + n∑ i=1 (Y_i − Ŷ_i)2 • koe˛cient determinace R2

(podíl celkové variability, který se podaøilo vysvìtlit závislostí Y na x, v) R2 = SR ST = 1 − Se ST uva¿ujeme závislost E Y = β0 + β1x + β2v • H0 : β2 = 0 (k vysvìtlení Y staèí x) T2 = b2 S.E.(b2)

, zamítat pro |T2| ≥ tn−3(α) • H0 : β1 = 0 (k vysvìtlení Y staèí v) T1 = b1 S.E.(b1)

, zamítat pro |T1| ≥ tn−3(α) • H0 : β1 = β2 = 0 (nezáv. ani na x ani na v) F = SR/2 Se/(n − 3)

≥ F2,n−3(α) pøíklad závislost FAT na HEIGHT a WEIGHT

regresor bj S.E.(bj) t p abs. èlen 11,327 16,682 0,679 0,5005 HEIGHT {0,262 0,110 {2,376 0,0216 WEIGHT 0,624 0,0690 9,050 <0,0001

− pøi stejné výźce oèekáváme na ka¿dý kg hmotnosti o 0,6 proc. bodu více tuku − u mu¿ù, kteøí se liźí výźkou o 10 cm a mají stejnou hmotnost oèekáváme, ¿e ti vyźźí mají v prùmìru o 2,6 proc. bodu ménì tuku

varia- souèet st. prùm. F p bilita ètvercù vol. ètverec regrese 1833,11 2 916,55 51,050 <0,001 rezid. 843,85 47 17,95 celk. 2676,95 49 (54,63)

R2 =

1833,11 2676,95

= 1 −

843,85 2676,95

= 0,685 χ2 testy • pro znaky v nominálním mìøítku • pøíklady

− poèty osob s krevními skupinami A, B, AB, 0 mezi n osobami − poèty dìtí narozených v jednotlivých mìsících v Praze − poèty matek se základním, støedním, vysokoźkolským vzdìláním • multinomické rozdìlení

− v dílèím pokusu k mo¿ných výsledkù A1, . . . , Ak (nesluèitelné, spojení jev jistý) − πj je pst, ¿e vyjde Aj ( ∑ πj = 1) − n nezávislých dílèích pokusù − Nj { poèet dílèích pokusù, kdy Aj − (N1, . . . , Nk) má multinomické rozdìlení s parametry n, π1, . . . , πk − samotné Nj má binomické rozdìlení • pravdìpodobnost N1 = n1, . . . , Nk = nk n! n1! . . . nk!

πn^11 . . . πn^kk 105

• hlavní vlastnost (pokud nπj ≥ 5 pro ∀ j)

X2 = k∑ j=1 (N_j − nπ_j)2 nπj má pøibli¿nì rozdìlení χ2(k − 1) • test shody H0 : π1 = π01, . . . , πk = π0k (pravdìpodobnosti dány jednoznaènì) − platí-li H0, oèekáváme èetnosti blízké hodnotám nπ0j :

X2 = k∑ j=1 (N_j − nπ0_j)2 nπ0j

− H0 zamítáme, je-li X2 ≥ χ2k−1(α) − Nj { experimentální èetnost − nπ0j { teoretická èetnost − statistika X2 porovnává experimentální a teoretické èetnosti pøíklad mìsíce poèty studentù biologie narozených v jednotlivých mìsících hypotéza:

dìtí se rodí bìhem roku rovnomìrnì

mìsíc nj nπ0j pøínos 1 11 9,43 0,2623 2 9 8,52 0,0276 3 13 9,43 1,3539 4 11 9,12 0,3861 5 8 9,43 0,2161 6 5 9,12 1,8635 7 10 9,43 0,0348 8 6 9,43 1,2461 9 13 9,12 1,6473 10 8 9,43 0,2161 11 8 9,12 0,1383 12 9 9,43 0,0194 celkem 111 111,00 7,4115

X2 = 7,4115 < χ212−1(0,05) = 19,675 p = 0,765 slo¿ená nulová hypotéza

• pøíklad antigen: souvisí výskyt antigenu A s jistou nemocí?

• èetnosti fenotypù n1 = 18, n2 = 17, n3 = 6 • model pro fenotypy AA, Aa, aa P(AA) ≡ π1(θ) = θ2 P(Aa) ≡ π2(θ) = 2θ(1 − θ) P(aa) ≡ π3(θ) = (1 − θ)2 • odhad θ minimalizací

ℓ(θ) = log(P(N1 = n1, N2 = n2, N3 = n3)) = log ( c1 ( θ2 )n1 (2θ(1 − θ))^{n2} ( (1 − θ)2 )n3) = c2 + (2n1 + n2) log θ + (n2 + 2n3) log(1 − θ) θ̂ = 1 2 + N1 − N3 2n ( = 0,5 +

18 − 6 82 = 0,646 )

• zamítat pokud (q poèet slo¿ek θ)

X2 = k∑ j=1 (N_j − nπ(θ̂))2 nπ(θ̂)

≥ χ2k−1−q(α)

• antigen: χ2 = 0,355, p = 0,551_{108} kontingenèní tabulka • nominální znak s hodnotami A1, . . . , Ar • nominální znak s hodnotami B1, . . . , Bc • Nij kolikrát souèasnì Ai a Bj • marginální èetnosti

Ni• = c∑ j=1 Nij N•j = r∑ i=1 Nij • nezávislost znakù: pro vźechna i, j P(Ai ∩ Bj) = P(Ai)P(Bj) • teoretické èetnosti (protìjźek Nij) oij = n· ^P(Ai)· ^P(Bj) = n· Ni• n · N•j n = Ni•N•j n • H0 : znaky jsou nezávislé X2 = r∑ i=1 c∑ j=1 (N_{ij} − o_{ij})2 oij • nezávislost se zamítá pro X2 ≥ χ2(r−1)(c−1)(α) • musí být oij ≥ 5 ∀ (i, j) 109

pøíklad Baden

barva oèí barva vlasù celkem svìtlá hnìdá èerná ryźavá modrá 1 768 807 189 47 2 811 źedá/zelená 946 1 387 746 53 3 132 hnìdá 115 438 288 16 857 celkem 2 829 2 632 1 223 116 6 800

• barva oèí r = 3

• barva vlasù c = 4

• n = 6800

• o11 = 2811 · 2829/6800 = 1169

• o12 = 2811 · 2632/6800 = 1088

• o13 = . . .

• o34 = 116 · 857/6800 = 14,62 ≥ 5

χ2 =

(1768 − 1169)2 1169 + (807 − 1088)2 1088

+ . . .

= 1073,5 > χ26(0,05) = 12,5916 p < 0,0001 závislost je na ka¿dé rozumné hladinì prokázána_{110}

• test homogenity

− hodnoty znaku B1, . . . , Bc − r nezávislých výbìrù z rùzných populací − H0 : populace se neliźí − dál stejnì jako pro nezávislost

• pøíklad krevní skupiny

populace skupina celkem 0 A B AB C 121 120 79 33 353 D 118 95 121 30 364 celkem 239 215 200 63 717

χ2 =

(121 − 353 · 239/717)2

353 · 239/717

+ . . . = 11,742

− χ23(0,05) = 7,815 p = 0,008 − nejmenźí teoretická èetnost:

353 · 63/717 = 31,02 > 5

McNemarùv test (test symetrie) • párový test pro nominální velièinu s hodnotami B1, . . . , Bk • zjiźżujeme hodnoty nominálního znaku na stejných objektech za dvojích okolností (pøed oźetøením, po oźetøení) • Nij poèet objektù, u nich¿ prní mìøení Bi a druhé mìøení Bj • hypotéza: pravdìpodobnosti mo¿ných hodnot znaku jsou stejné za obojích okolností (pøed oźetøením i po nìm)

X2 = ∑ ∑ i<j (N_{ij} − N_{ji})2 Nij + Nji • hypotézu zamítneme pøi X2 ≥ χ2k(k−1)/2(α) • výrazy ve jmenovateli kladné!

• nezávisí na poètu objektù, kdy vyźly oba výsledky stejnì pøíklad stromy

1994 1995 celkem 1 2 3 1 4 3 3 10 2 7 21 11 39 3 1 15 35 51 celkem 12 39 49 100

• stav tých¿ stromù ve dvou sezónách

• celkem 100 stromù

χ2 =

(3 − 7)2 3 + 7 + (3 − 1)2 3 + 1 + (11 − 15)2 11 + 15

= 3,215

• χ23(0,05) = 7,8147 p = 0,3597

• rozdíl mezi sezónami jsme neprokázali ètyøpolní tabulka

a b a + b c d c + d a + c b + d n • speciální pøípad kontingenèní tabulky pro r = c = 2 • test nezávislosti/homogenity

X2 = n(ad − bc)2 (a + c)(b + d)(a + b)(c + d) zamítá se pro X2 ≥ χ21(α) = z(α/2)2 • Yatesova korekce

X2Y = n(|ad − bc| − n/2)2 (a + c)(b + d)(a + b)(c + d) • Fisherùv faktoriálový (exaktní) test − poèítá pøímo dosa¿enou hladinu p − malé èetnosti nevadí pøíklad hraboź Frenkelia Sarcocystis spp. celkem spp. + − + 4 27 31 - 11 473 484 celkem 15 500 515 • souvisí spolu nákazy dvìma cizopasníky? • nulová hypotéza: nezávislost

χ2 =

515(4 · 473 − 11 · 27)2 15 · 500 · 31 · 484

= 11,643 p = 0,0006 • ale: 15 · 31/515 = 0,9 < 5 • Yates: χ2 = 8,187 p = 0,0042 • Fisherùv test: p = 0,0092 • na 5% hladinì závislost prokázána • vyskytují se cizopasníci se stejnou pstí?

McNemarùv test:

χ2 =

(11 − 27)2 11 + 27

= 6,7368, p = 0,0094 115

jak pou¿ijeme statistiku • co o problému zjistili jiní? (pøeèti, sepiź) • co chceź zjistit?

− zformuluj otázku (to urèí mo¿né statistické metody) − zformuluj nulovou a alternativní hypotézu • zvol hladinu testu α • zvol rozsah výbìru (po¿adovaná pøesnost, délka int. spolehlivosti, síla testu) • poøiï data

− proveï mìøení (podrobné záznamy!) − pøeveï do elektronické formy (kódování) − vyèisti data (grafy, popisné statistiky,. . . ) • proveï výpoèty, kresli grafy • pou¿ij výsledky a grafy, interpretuj dvojí pùvod dat • plánovaný (organizovaný) pokus − aktivnì zasahujeme − ˛xujeme okolnosti (stálá teplota, svìtelný re¿im) − nastavujeme úrovnì zvoleného faktoru (dva ¿ivné roztoky) − jedincùm náhodnì pøiøazujeme oźetøení − zjistíme-li rozdíl, známe jeho pøíèinu • źetøení (sledování dìní)

− pouze sledujeme, nezasahujeme − rozdìlení do skupin nemù¿eme ovlivnit − rozdíl mezi skupinami mù¿e být zpùsoben matoucí (confounding) velièinou, která souvisí s rozdìlením do skupin i s mìøeným znakem − pøíklad: plánované tìhotenství na vzdìlání matky, matoucí je vìk matky jaké úlohy øeźíme • popsat stav

− poloha

(prùmìr, medián, kvartily,. . . ) − variabilita (smìr. odchylka, rozptyl, kvartilové rozpìtí) − závislost (korelaèní koe˛cient, Spearmanùv korelaèní koe˛cient) − tvar rozdìlení (źikmost, źpièatost) • prokázat vliv oźetøení

− zmìna polohy (t testy, ANOVA) − zmìna variability (Levene, F test, Bartlettùv test) − jiná zmìna (Kolmogorov-Smirnov) • prokázat závislost

− obì spojité (korelaèní koe˛cient) − spojitá na kvalitativními (ANOVA) − obì kvalitativní (kontingenèní tabulka) • popsat závislost spojitých { regrese_{118} výbìr metody • jakou úlohu øeźíme? • jsou výbìry nezávislé?

− z organizace pokusu • lze pøedpokládat normální rozdìlení?

− ze zkuźenosti − lze ovìøovat (ve skupinách pozorování, z reziduí) − lze soudit z grafu (normální diagram) • je rozptyl stálý?

− lze ovìøovat (ve skupinách pozorování, z reziduí) − lze soudit z grafu (rozptylový diagram) volba nulové a alternativní hypotézy

• H0 zjednoduźuje model

− populace se neliźí (výbìry se liźí jen náhodnì) − velièiny jsou nezávislé − H0 zpravidla chceme vyvrátit abychom prokázali svoji vìdeckou hypotézu • H1 je opak nulové hypotézy

− zpravidla obsahuje tvrzení, které chceme dokázat − pokud existuje jednostranná alternativní hypotéza, musíme ji zvolit pøed pokusem na základì úvah, které nejsou zalo¿eny na pou¿itých datech • pouze zamítnutím H0 nìco dokazujeme nìkteré dalźí modely a metody

• diskriminaèní analýza − na ka¿dém objektu mìøíme nìkolik spojitých velièin − známe pøísluźnost objektù ke skupinám − DA dá rozhodovací pravidlo pro pøiøazování dalźích objektù do skupin − napøíklad podle kosterních nálezù urèovat pohlaví • shluková analýza − na ka¿dém objektu mìøíme nìkolik spojitých velièin − konstruujeme skupiny navzájem blízkých (podobných) objektù − vzniklé skupiny se sna¿íme interpreto- vat pøíklad z archeologie (Thurzo 1979) • trojí pohøebiźtì (avarsko-slovanská, slovanská, maïarská) • mìøíme źíøku tváøe (zy-zy) a míru 8a (sagitální prùmìr støedu diafýzy tibie) • prùmìry:

pohøebiźtì rozsah źíøka míra 8a slovanské 39 122,410 25,615 maïarské 27 127,963 30,471 • varianèní matice S = ( 25,631 −0,724 −0,724 6,937 )

• korelaèní koe˛cient r = −0,054 • t testy: t1 = −4,381, t2 = −7,380 rozhodovací pravidlo (DA) • rozhodujeme mezi dvìma pohøebiźti • stejné psti obou populací • ke slovanským pøiøaï, kdy¿

0,237 źíøka + 0,726 míra 8a < 50,069 • k maïarským kdy¿

0,237 źíøka + 0,726 míra 8a > 50,069 • źpatnì zaøazeno:

− pouze 7 z 39 slovanských (17,9 %) − pouze 3 z 27 maïarských (11,1 %) • pøi oèekávaném pomìru 4:1 ve prospìch slovanské populace bude ke slovanským pohøebiźtím pøiøazena ¿ena, kdy¿ 0,237 źíøka + 0,726 míra 8a < 51,446 rozliźení pohøebiźż (shluky) • ka¿dé pohøebiźtì a pohlaví charakterizujeme prùmìrnou hodnotou ètyø velièin (jeźtì výźka a délka lebky (g-op) • pro tìchto źest ètveøic se spoèítá vzdálenost • postupnì se vytváøejí skupinky nejbli¿źích, pak jejich vzdálenost • gra˛cké znázornìní { dendrogram • vzdálenost (nepodobnost)

− euklidovská − Mahalanobisova (uvá¿í závislosti) − 1-korelaèní koe˛cient • vzdálenost skupin

− tì¿iźtì − nejbli¿źí prvky − nejvzdálenìjźí prvky