Matematika III, cviceni 10 3. 12. 2020

Taylortv polynom
P#iklad 1. Najdéte Taylortiv polynom tfetiho fadu funkce f(z) = —— v bodé = = 0.

cosx

1. zpusob:
" O " 0
T 0(z) = £(0) + f'(0)= + fz(' ):132 + ! 3$ )ms
f(0)=1
1 . sin x
filz) = = (=sinz) = —— f(0)=0
cosx - cos? ¢ —sinx - 2cosz(—sinz cos? x4 2sin’ x 1+sin’x
f//(x) — COS4 ( ) — 5 — 3 = f/l(o) — 1
T cos3 x cos3 x
2sinzcosz - cos® z — (1 + sin’ z) - 3cos? z(—sinz
f/l/ (x) — (Cosﬁ . ) ( ) f/l/(o) 0
Vysledek ziskdme dosazenim:
1
T Ox) =1+ 5@
Komentai: Plati
! —1—|—1x2+0(x3) x—0
cost 2 ’ ’
coz muzeme jinak zapsat jako
LI (z)2®
= -z 4+ w(x)r
cosT 2 ’
kde w je funkce spliujici lirr%J w(x) =0.
T—>
2. zpuasob: Podle véticky X.2 (3)
1
cosx =1— 5962 +o(z?), z—0.
Hledame koeficienty a, b, ¢, d € R tak, aby
f(x) =a+bx+ cx® +da® + o(x®), x— 0. (1)

Protoze f(r) = ——, plati

cosx’

f(z)cosz =1

1, z—0

2
(a+ bz + cz® + d2® + o(z?)) (1 - % + 0(933))

_ 2y 2 _9 3 3y _
a—|—ba:—|—(c 2)x +<d 2)35 +o(z°)=1, -0

Pro ptechod k posledni rovnosti jsme pouzili aritmetiku malého o (véta X.3, body (i) a (iii)).
Na obou stranich vezmeme limitu prox -0 = a=1.

b 1
bx+(c;)x2+(d2)x3+o(x3)—0, x—0 |5

a b\ 2y
b+(c—2>x+<d—2)x +o(z*) =0, z—0
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podle véty X.3 (iii). Vezmeme limitu prox —0 = b=0.
a b\ o 1
(c 2)x+(d 2>m +o(z)=0, z—0 | .
a b
(02)+(d2>x+0(17)0, x—0

Opét jsme pouzili vétu X.3 (iii). Pfechod k limité proz -0 = c¢=

N[ =

3
b 1
(d—2>m+0(1‘)—0, x—0 \;

(d—g)—ktj(x)zo, z—0

Piejdeme k limité proz — 0 = d =2 =0. Dosazenim do (1):
1
flx)=1+ 5562 +o(z®), -0
Z jednoznac¢nosti Taylorova polynomu (véta X.1) dostdvame Tg’o(a:) =1+ 1%

Komentai: Druhy zpusob lze obecné vyuzit k nalezeni Taylorova polynomu funkce ﬁ, pokud

zndme Tayloruv polynom funkce g(z). Vyuzivali jsme pfi ném vlastnosti malého o. Pokud si pfi
praci s malym o nejste jisti, zkuste si rozepsat

1
cosz =1-— 5302 + wy (2)23,

f(x) = a+bx + cx? + da® + wo(2)2®,
kde w1 a wa jsou funkce takové, ze lir% wi(z) =0 alin%wg(:v) = 0. Pak muzete lépe sledovat, jak
T— r—

vypocet probiha.

Piiklad 2: Najdéte Tayloruv polynom 4. fddu v bodé 0 pro funkci ﬁ, x € (—1,1).

ReSeni: Oznac¢me

[N

Dosadime y = —z2. Pak o(y?) = o(z*),  — 0 podle véty X.4.
1 3
fl@)=(1+(-2) 2= 1—1—5952—1— §x4+0(x4)7 x—0
Diky jednoznacnosti Taylorova polynomu (véta X.1)

1,3
T (@) =1+ 5a® + 2ot
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Cviceni: Dokazali byste vyuzit predchozi ptiklad k nalezeni Taylorova polynomu 5. fadu funkce
arcsinz v bodé x = 07

1 lg?
Piiklad 3:  Spoctéte limitu lim 22=1F2

z—0

Reseni:

im lim = lim

cosz —1+3a? x23) . 1—gz22+ g2t +o(z) -1+ §22 1 oz 1
x—0 .134 o x—0 1,‘4 x—0 B



