Matematika III, cviceni 7 12. 11. 2020

Kvadratické formy

Projdéte si komentar k oddilu IV.4 prednasky!
e A = (a;j) ...symetrickd matice fadu n

e cil: urc¢it povahu A, tedy jestli je PD, ND, PSD, NSD nebo ID

Obecny algoritmus
1. Matici A prevedeme symetrickymi dpravami na diagonalni matici D.
2. Povahu matice D uréime podle véticky IX.11.

3. Matice A m4 stejnou povahu jako D (podle véty IX.15).

Pievedeni na diagonalni tvar

.

Upravy predvedeme na matici 3 x 3.

I. Pokud a1 # 0, odecteme od j-tého Fadku Z%-nzisobek prvniho fadku a nésledné od j-tého

sloupce Zii -nasobek prvniho sloupce. Tuto dpravu provadime postupné pro j = 2,...,n.
Pokud aj; = 0, mizeme ji vynechat. Napiiklad pro j = 2 vypada tato uprava nasledovné:

a1l a2 ais a1 a12 a13
a a
azs azx ags |~ | 0 axp— Fraiz agz— Fraiz | ~
a3z1 asz2 ass asi asz ass
a1 0 a3

~ | 0 ax—Paz axs— as
azr a3z — %QI’A ass
II. Pokud a1; = 0 a a;; # 0 pro néjaké j € {2,...,n}, pak prohodime prvni a j-ty radek a
nésledné prvni a j-ty sloupec. Napftiklad, jestlize ags # 0:

0 a12 a3 Ga21 Q22 a23 Ga22 A21 423
a1 aze axz |~ | 0 a2 az|~|az2 0 a3
a31 asz G33 as3; agz ass3 asz2 asir a33

Pak pokracujeme krokem I.

III. Pokud a;; = 0 pro j = 1,...,n, ale existuje i € {2,...,n} tak, ze a;1 # 0, pak k prvnimu
fadku pricteme i-ty fddek a néasledné k prvnimu sloupci pricteme i-ty sloupec. Naptiklad
v situaci, kdy ag1 # 0:

0 a2 ais as1 a1z a1z + a3
az1 0 axz| ~axn O ass ~
az1 azz 0O azy as2 0
a1 +aj2 a2 a3+ ass
~ as1 0 ao3
a31 +aszz asz 0

Protoze as1 + a1 = 2a12 # 0, dostdavame se do bodu 1.
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Tento postup provadime tak dlouho, dokud matici nepfevedeme na tvar, ve kterém je v prvnim
sloupci (a tedy i v prvnim fddku) nejvyse jeden nenulovy prvek, a to na pozici (1,1). V nasem
prikladé bychom tedy matici prevedli do tvaru

b1y O 0
0 baa b3
0 b3za ba3

) e, . ~ (byy b
a dél pokracovali stejnymi tipravami podmatice <b22 b23>'
32 033

Piiklad 1. Prevedte ndsledujici matici na diagondini a urcete jeji povahu.

1 21
A=1{(2 2 1
1 11

121 1 2 1 1 0 0 1 0 0
2 2 1|~f0 -2 -1]~[0 -2 -1]~|0 -2 0]:=D
111 0 -1 0 0 -1 0 0 0 3

Podle véticky IX.11 je D indefinitni, protoze ma na diagondle kladny i zaporny prvek. Podle véty
IX.15 je A také indefinitni. [J

V prvnim kroku jsme odecetli dvojndsobek prvniho fadku od druhého a prvni fadek od tfetiho, nacez
jsme ve druhém kroku provedli odpovidajici sloupcové tipravy (zkuste se zamyslet nad tim, pro¢ muzeme
upravy délat najednou, misto abychom po prvni fddkové dpravé hned provedli pifslusnou sloupcovou). Ve
tfetim kroku jsme odecetli %—nésobek druhého fadku od tietiho a provedli ptislusnou sloupcovou tpravu.

Matici D jsme ziskali z matice A symetrickou transformaci. Dle véty 1X.13 tedy existuje regularni
matice B € M (3 x 3) tak, ze BABT = D. Co kdybychom chtéli matici B najit? V tom piipadé
si vedle matice A napiSeme jesté jednotkovou matici. Vzdy, kdyz provedeme fadkovou tpravu
matice A, provedeme stejnou tupravu i pro vedlejsi matici. Sloupcové upravy ale s druhou matici
neprovadime! Tedy:

1 2 111 00 1 2 1|1 00 1 0 01 00
2 2 140 1 0)~(f0 -2 —1/-2 1 0|~ (0 -2 —1|-2 1 O~
1 1 10 0 1 0 -1 0]-1 0 1 0 -1 0|-1 0 1
1 0 o1 o0 0 1 0 o1 o0 o0
~(0 -2 -11-2 1 O0|~|0 -2 0/-2 1 0
0 0 2|0 -1 1 0 0 10 -1 1

1 0 0
B=(-2 1 0
1
Méme D = BAB”:
1 0 0 1 0 0\ /12 1\/1 0 0
0 -2 0|=(-2 1 o2 2 1]f0 -2 0
0 0 3 0 -3 1\t 11/\0o o 1
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Matici A muzeme pomoci D vyjadiit jako
A=B"'DB")' =B 'DB)T.

Staci nam najit inverzni matici k B. To provedeme standardné Gaussovou eliminaci:

1 0 01 00 1 0 01 00 1001 0 0
-2 1 00 1 0]~|0 1 02 1 0f~({0 1 02 1 0
0 -1 10 0 1 0 -1 1j0 0 1 00 11 1 1

V prvnim kroku jsme pficetli dvojnasobek prvniho fddku k druhému a v dalsim kroku jsme pricetli %-
nésobek druhého fadku k tfetimu.
Dostali jsme

1 0 0
B'=(2 1 0
1 11
a ziskavame rozklad matice A ve tvaru
1 2 1 1 0 0\ /1 0 O 1 2 1
2 2 1|=(2 1 0|0 -2 o]0 1 3
111 1 3 1/\0 0 3/ \0 0 1

Ukéazeme si jesté dvé jina feseni piikladu 1. Matice A definuje kvadratickou formu @), ktera je déna
predpisem

Q(z,y,2) = o* + day + 2x2 + 2y + 2yz + 22
K urceni toho, jestli @ je PD, PSD, ND, NSD pouzijeme takzvanou Lagrangeovu metodu doplnéni
na ctverce.

Q(z,y,2) = (x+2y+2)> + (2—4)y° +2yz + (1 — 1)2°

2 1\ 1 2
=(x+2y+2)°"—-2|ly—zz) + 2%
2 2

Polozime 2’ =z + 2y + 2,y =y — 32 a 2’ = 2. Dostali jsme vyjédren{

Q(z,y,2) = ()2 = 2(y)? + = ()2

Vsimnéte si, ze koeficienty odpovidaji prvkum na diagonale matice D. Symetrické ipravy provedené
v prvnim FeSeni muzeme povazovat za maticovy zapis doplnéni na Ctverce. Kvadratickd forma
v proménnych z’, 3’ a 2’ je indefinitni, takze i ptvodn{ kvadratickd forma Q je indefinitni.

Tteti a posledni metoda feSeni, kterou si predvedeme, spociva v pouziti Sylvestrova pravidla,
coz je véta IX.17 z prednésky.

_ ai; a1z _ 2y _
Dy = det <a21 a22) = det (2 2) = -2
Protoze Dy < —2, nemuze byt A pozitivné(semi)definitni ani negativné(semi)definitni. Zbyva
jedind moznost, totiz ze A je indefinitni (srov. komentdr k oddilu Kvadratické formy, str. 14).



