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Kvadratické formy

Projděte si komentář k odd́ılu IV.4 přednášky!

• A = (aij) . . . symetrická matice řádu n

• ćıl: určit povahu A, tedy jestli je PD, ND, PSD, NSD nebo ID

Obecný algoritmus

1. Matici A převedeme symetrickými úpravami na diagonálńı matici D.

2. Povahu matice D urč́ıme podle větičky IX.11.

3. Matice A má stejnou povahu jako D (podle věty IX.15).

Převedeńı na diagonálńı tvar

Úpravy předvedeme na matici 3× 3.

I. Pokud a11 6= 0, odečteme od j-tého řádku
aj1

a11
-násobek prvńıho řádku a následně od j-tého

sloupce
a1j

a11
-násobek prvńıho sloupce. Tuto úpravu provád́ıme postupně pro j = 2, . . . , n.

Pokud aj1 = 0, můžeme ji vynechat. Např́ıklad pro j = 2 vypadá tato úprava následovně:a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∼
a11 a12 a13

0 a22 − a21

a11
a12 a23 − a21

a11
a13

a31 a32 a33

 ∼
∼

a11 0 a13
0 a22 − a21

a11
a12 a23 − a21

a11
a13

a31 a32 − a12

a11
a31 a33

 .

II. Pokud a11 = 0 a ajj 6= 0 pro nějaké j ∈ {2, . . . , n}, pak prohod́ıme prvńı a j-tý řádek a
následně prvńı a j-tý sloupec. Např́ıklad, jestliže a22 6= 0: 0 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ∼
a21 a22 a23

0 a12 a13
a31 a32 a33

 ∼
a22 a21 a23
a12 0 a13
a32 a31 a33

 .

Pak pokračujeme krokem I.

III. Pokud ajj = 0 pro j = 1, . . . , n, ale existuje i ∈ {2, . . . , n} tak, že ai1 6= 0, pak k prvńımu
řádku př́ıčteme i-tý řádek a následně k prvńımu sloupci přičteme i-tý sloupec. Např́ıklad
v situaci, kdy a21 6= 0: 0 a12 a13

a21 0 a23
a31 a32 0

 ∼
a21 a12 a13 + a23
a21 0 a23
a31 a32 0

 ∼
∼

a21 + a12 a12 a13 + a23
a21 0 a23

a31 + a32 a32 0

 .

Protože a21 + a12 = 2a12 6= 0, dostáváme se do bodu I.
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Tento postup provád́ıme tak dlouho, dokud matici nepřevedeme na tvar, ve kterém je v prvńım
sloupci (a tedy i v prvńım řádku) nejvýše jeden nenulový prvek, a to na pozici (1, 1). V našem
př́ıkladě bychom tedy matici převedli do tvarub11 0 0

0 b22 b23
0 b32 b33


a dál pokračovali stejnými úpravami podmatice

(
b22 b23
b32 b33

)
.

Př́ıklad 1. Převed’te následuj́ıćı matici na diagonálńı a určete jej́ı povahu.

A =

1 2 1
2 2 1
1 1 1

 .

Řešeńı: 1 2 1
2 2 1
1 1 1

 ∼
1 2 1

0 −2 −1
0 −1 0

 ∼
1 0 0

0 −2 −1
0 −1 0

 ∼
1 0 0

0 −2 0
0 0 1

2

 := D

Podle větičky IX.11 je D indefinitńı, protože má na diagonále kladný i záporný prvek. Podle věty
IX.15 je A také indefinitńı. �

V prvńım kroku jsme odečetli dvojnásobek prvńıho řádku od druhého a prvńı řádek od třet́ıho, načež

jsme ve druhém kroku provedli odpov́ıdaj́ıćı sloupcové úpravy (zkuste se zamyslet nad t́ım, proč můžeme

úpravy dělat najednou, mı́sto abychom po prvńı řádkové úpravě hned provedli př́ıslušnou sloupcovou). Ve

třet́ım kroku jsme odečetli 1
2
-násobek druhého řádku od třet́ıho a provedli př́ıslušnou sloupcovou úpravu.

Matici D jsme źıskali z matice A symetrickou transformaćı. Dle věty IX.13 tedy existuje regulárńı
matice B ∈ M(3 × 3) tak, že BABT = D. Co kdybychom chtěli matici B naj́ıt? V tom př́ıpadě
si vedle matice A naṕı̌seme ještě jednotkovou matici. Vždy, když provedeme řádkovou úpravu
matice A, provedeme stejnou úpravu i pro vedleǰśı matici. Sloupcové úpravy ale s druhou matićı
neprovád́ıme! Tedy:1 2 1

2 2 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼
1 2 1

0 −2 −1
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 1 0
−1 0 1

 ∼
1 0 0

0 −2 −1
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 1 0
−1 0 1

 ∼
∼

1 0 0
0 −2 −1
0 0 1

2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 1 0
0 − 1

2 1

 ∼
1 0 0

0 −2 0
0 0 1

2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 1 0
0 − 1

2 1

 .

Matice vpravo
”
zaznamenává“ provedené řádkové úpravy, proto je to matice B, kterou jsme hledali:

B =

 1 0 0
−2 1 0
0 − 1

2 1

 .

Máme D = BABT :1 0 0
0 −2 0
0 0 1

2

 =

 1 0 0
−2 1 0
0 − 1

2 1

1 2 1
2 2 1
1 1 1

1 0 0
0 −2 0
0 0 1

2

 .
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Matici A můžeme pomoćı D vyjádř́ıt jako

A = B−1D(BT )−1 = B−1D(B−1)T .

Stač́ı nám naj́ıt inverzńı matici k B. To provedeme standardně Gaussovou eliminaćı: 1 0 0
−2 1 0
0 − 1

2 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼
1 0 0

0 1 0
0 − 1

2 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 1 0
0 0 1

 ∼
1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 1 0
1 1

2 1

 .

V prvńım kroku jsme přičetli dvojnásobek prvńıho řádku k druhému a v daľśım kroku jsme pričetli 1
2
-

násobek druhého řádku k třet́ımu.

Dostali jsme

B−1 =

1 0 0
2 1 0
1 1

2 1


a źıskáváme rozklad matice A ve tvaru1 2 1

2 2 1
1 1 1

 =

1 0 0
2 1 0
1 1

2 1

1 0 0
0 −2 0
0 0 1

2

1 2 1
0 1 1

2
0 0 1

 .

Ukážeme si ještě dvě jiná řešeńı př́ıkladu 1. Matice A definuje kvadratickou formu Q, která je dána
předpisem

Q(x, y, z) = x2 + 4xy + 2xz + 2y2 + 2yz + z2.

K určeńı toho, jestli Q je PD, PSD, ND, NSD použijeme takzvanou Lagrangeovu metodu doplněńı
na čtverce.

Q(x, y, z) = (x + 2y + z)2 + (2− 4)y2 + 2yz + (1− 1)z2

= (x + 2y + z)2 − 2

(
y − 1

2
z

)2

+
1

2
z2.

Polož́ıme x′ = x + 2y + z, y′ = y − 1
2z a z′ = z. Dostali jsme vyjádřeńı

Q(x, y, z) = (x′)2 − 2(y′)2 +
1

2
(z′)2.

Všimněte si, že koeficienty odpov́ıdaj́ı prvk̊um na diagonále matice D. Symetrické úpravy provedené
v prvńım řešeńı můžeme považovat za maticový zápis doplněńı na čtverce. Kvadratická forma
v proměnných x′, y′ a z′ je indefinitńı, takže i p̊uvodńı kvadratická forma Q je indefinitńı.

Třet́ı a posledńı metoda řešeńı, kterou si předvedeme, spoč́ıvá v použit́ı Sylvestrova pravidla,
což je věta IX.17 z přednášky.

D2 = det

(
a11 a12
a21 a22

)
= det

(
1 2
2 2

)
= −2.

Protože D2 < −2, nemůže být A pozitivně(semi)definitńı ani negativně(semi)definitńı. Zbývá
jediná možnost, totiž že A je indefinitńı (srov. komentář k odd́ılu Kvadratické formy, str. 14).


