Cviceni Matematika III Eulerovy substituce

Eulerovy substituce

Pri pocitani integralti se miizeme setkat s integrandy obsahujici vyrazy tvaru v az? + bz + c. Eulerovy substituce nam umozn{
prevézt tyto integrandy na racionalni funkce, které umime feSit, napt. pres parcidlni zlomky. Prvni priklad bude FeSeny
podrobnéji, dalsi potom struc¢néji.

1. Eulerova substituce: +vaxz? +bx + ¢ = +y/ax +t, kde a > 0.
o 1
e Spoctéte [ T d, kde ¢ > 0.
Nejprve si viimneme, ze 2% + ¢ > 0, tedy je vyraz v integralu definovany na celém R.

PouZijeme substituci vz2 4+ ¢ = —x + t. Potom, jelikoZ ¢ > 0, mame t = Va2 + ¢+ > 0.
Nyni apravami tohoto vyrazu vyjadiime x jako funkci proménné ¢:

22+ ¢ = 2% — 2xt + t?
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Ukazeme, ze mizeme pouzit Vétu 14 pro f(x) = \/ﬁ ap(t) = tz;c. Funkce ¢ ma v kazdém bodé (0, co) vlastni nenulovou
derivaci ¢'(t) = t;j; a ¢((0,00)) = R (coz plyne napf. z toho, Ze ¢ je spojita a lim; ,o+ p(t) = —00, limy_o0 p(t) = 00).
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Po dosazeni t = va2 + ¢ + x dostaneme

dmélog‘ x2+c+m‘.

1
/ Va? +c
2. Eulerova substituce +ax? + bx + ¢ = xt £+ +/c, kde ¢ > 0.

3. Eulerova substituce alx —a)(x — B) = (x — a)t.

Nejprve si rozlozime odmocninu: v—x2 + 4o — 3 = \/—(m —1)(xz — 3). Z tohoto ndm plyne, %e vyraz v integralu ma smysl
pro z € (1,3). Pouzijeme 3. Eulerovu substituci v/—(xz — 1)(x — 3) = (x — 1)t. Pocitejme

—(z—1)(z—3) = (x —1)*?
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Ovéfime predpoklady Véty 15: Funkce f(z) = ﬁ je spojita na (1, 3), tedy méa na tomto intervalu primitivni funkci.

Funkce o(t) = gf{’ mé na intervalu (0, 0o) zapornou derivaci, tedy je klesajici, a tedy prosta. ¢ dale zobrazuje interval (0, co)

na interval (1,3). Tedy miizeme pouzit V&tu 15 a po¢itame
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Komentdi: Prong otdzka, kterd by vds mohla napadnout je ,, Pro¢ zrovna tyto substituce?. Pruni substituce nam umozni zbavit
se ¢lenu ax?, potom miiZeme vyjddrit jak x, tak pivodni odmocninu v/ ax? + bx + ¢ jako raciondini funkci proménné t. Druhd
substituce ndm pak umozni zbavit se clenu c. Treti substituce také vede k rovnici bez druhé mocniny u x. Tyto substituce
vedou k pouziti druhé véty o substituci, tj. pouZivdte jednu z Vét 14 a 15, nezapomernite ovérit predpoklady.
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