Néahodné vektory Néahodné vektory

Nahodny vektor Nahodny vektor

Nahodny vektor je dvojice ndhodnych velicin (X, V)T = ().
@ zatim jsme sledovali jednu nahodnou veli¢inu, jeji rozdéleni a B
charakteristiky Rozdéleni nahodného vektoru

@ casto potrebujeme vySetfovat vzajemny vztah nékolika e _Sd”‘2e“é distribucni funkce F(x,y) = P[X < x, Y < y], ktera
je funkci z R? — [0, 1]
@ spojité rozdéleni popiseme tzv. sdruzenou hustotou
o je ted funkci R2 — [0, c0)
o hodnota f(x,y) udava, jak Casto nahodny vektor pada kolem

nahodnych velicin
@ musime sledovat jejich chovani ,spole¢né”

o priklady: vztah hmotnosti a vysky €lovéka, 3itka a délka

vyrobku, teplota, tlak a vlhkost vzduchu, pohlavi a plat bodu (x, y)
nahodné vybraného ¢Elovéka . .. e ma vlastnosti analogické hustoté nahodné veliciny

@ obecné mizeme sledovat n nahodnych veli¢in, pro o diskrétni rozdéleni popiseme tzv. sdruzenymi
jednoduchost se ale omezime na dvé veliciny X a Y pravdépodobnostmi p;; = P(X = x;, Y = y;) pro vSechna

mozna x; a yj (tabulka pravdépodobnosti)
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Nahodné vektory Nahodné vektory

Hustota ndhodného vektoru Hustota ndhodného vektoru

Priklad hustoty spojitého rozdéleni: Hustota z pfedchoziho obrazku nakreslena pomoci vrstevnic.

(K

-2 -

Plati f(x,y) > 0a [T [ f(x,y)dxdy = 1.
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Néahodné vektory Néahodné vektory

Priklad diskrétniho rozdeleni Sdruzené a marginalni rozdeleni

Priklad: Na zakladé historickych zku3enosti |ze predpokladat, ze
znamky z matematiky a fyziky v prvnim roéniku maji rozdéleni °

_ Rozdéleni nahodného vektoru ()\5) obsahuje néco navic, nez
uvedené v nasledujici tabulce

kdybychom znali jen rozdéleni samotné nahodné veli¢iny X a
samotné nahodné veliciny Y.

Fyzika @ To, co je tam navic, je informace o vzajemném vztahu obou
Matematika | 1 2 3 4 veliéin.
1 0.1 0.1 0.02 0.01
2 0.08 0.12 0.06 0.01 @ Rozdéleni nahodného vektoru (<) nazyvame sdruzené
3 0.05 0.08 0.12 0.02 rozdéleni ndhodnych veli¢in X a Y.
4 001 002 01 01 @ Rozdéleni samotného X a samotného Y nazyvame marginalni

rozdéleni ndhodnych veli¢in X a Y.

Plati Z?le pij =1
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Nahodné vektory Nahodné vektory

Sdruzené a marginalni rozdeleni Priklad znamky

Interpretace: Fyzika (Y)
@ sdruzené rozdéleni nam fika, jak se chova (X, Y') spole¢né Matematika (X) | 1 2 3 4
(jakozto dvojice) 1 01 01 002 001|023
@ marginalni rozdél/eni popisuje chovani jedné veliiny bez ohledu 5 008 012 006 001|027
na hodnoty druhé
3 0.05 0.08 0.12 0.02 | 0.27
Vztah sdruzeného a marginalniho rozdéleni: 4 0.01 0.02 0.1 0.1 |0.23
@ ze sdruzeného rozdéleni Ize vzdy urcit marginalni 024 032 03 014 1
@ opacné to obecné neni mozné, tj. z marginalniho nelze
jednoznacné urcit rozdéleni sdruzené Z tabulky umime spocitat rozdéleni samotného X a samotného Y
(k dané dvojici marginalnich rozdéleni dokonce existuje (tj. marginalni rozdéleni). NapF.

nekoneéné mnoho odpovidajicich sdruzenych rozdélent)
PIX=1]=PX=1,Y =1+ +PX =1,Y =4 =0.23
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Néahodné vektory Néahodné vektory

Sdruzené a marginalni rozdeleni Sdruzené a marginalni rozdeleni

Pro spojite rozdelent plati analogie predchoziho tvzent
Necht (%) je diskrétni nahodny vektor s rozdelenim urcenym

pravdépodobnostmi p;j = P[X = x;, Y = yj|. Marginalni rozdéleni Necht X = ()\5) je nahodny vektor se spojitym rozdélenim se
velicin X a Y pak jsou sdruzenou hustotou f(x,y). Marginalni hustoty velicin X a Y pak

. . jsou
=1 =1 () = / Floy)dy,

PlY =yl = gP[XZX;,YZyj] ngu- fr(y) = /_Z F(x,y) dx.
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Nezavislost

Nezavislost

Nezavislost ndhodnych velicin

Nezavislost ndahodnych velicin

@ v praxi nas Casto zajima, zda je mezi veli¢inami X a Y né&jaky
vztah

@ spec. se mizeme ptat, zda jsou nezavislé «~ hodnoty jedné
veli¢iny nezavisi na hodnotach druhé Nahodné veliciny X a Y nazveme nezavislé, pokud pro kazdé dvé
mnoziny A, B C R plati

Necht X je znamka z Matematické statistiky a Y je pocet PIX €AY € B]=P[X € Al- P[Y € B].
navstivenych prednasek nahodné vybraného studenta. Jsou tyto dvé
veli¢iny nezavislé? Nezavislé veli€iny:
@ nezavislost «~ znamka nezavisi na po¢tu navstivenych ® P[X € Al Y € B] = P[X € Al tj. hodnoty jedné nahodné
prednasek «~ P(X = i|Y = j) nezavisi na hodnotach j, tj. veli¢iny nejsou ovlivnény hodnotami druhé.
P(X=iY=j)=P(X=1) @ ze znalosti hodnoty jedné veliCiny nic nevime o druhé veliciné

@ uz vime, Ze toto odpovida podmince
P(X=1i,Y =j)=P(X =1i)P(Y =) pro viechna i,

v
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Nezavislost Nezavislost

Charakterizace nezavislosti Priklad znamky

Fraka (V)
@ Diskrétni nahodné veli¢Giny X a Y jsou nezavislé pravé tehdy, Matematika (X) | 1 2 3 4
kdyz plati 1 0.1 0.1 0.02 0.01])0.23
2 0.08 0.12 0.06 0.01|0.27
PIX =xi,Y =yj] = P[X = x] - P[Y = y]]
3 0.05 0.08 0.12 0.02|0.27
pro kazdé Xis Yis kterych X a Y nabyvaji. 4 001 002 0.1 01 | 023
@ Spojité nahodné velic¢iny X a Y jsou nezavislé pravé tehdy, 024 032 03 014 1

kdyz plati

Soucinova podminka neplati ~ veli€iny jsou zavislé. Napf.

f(x,y) =fx(x) - fy(y) pro kazdé x,y € R.

PIX=1,Y =1]=0.1#0.23-0.24.
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Nezavislost Nezavislost

Nezavislost — poznamka Stredni hodnota souctu a soucinu

Necht X, Y jsou libovolné nahodné veliciny.
Q Plati
. . , E(X+Y)=EX+EY.
@ definici nezavislosti |ze snadno rozsifit na vice nez dvé ndhodné
veli¢iny @ Pokud jsou X a Y nezavislé, pak plati
@ plati obdobné charakterizace nezavislosti (sdruzena hustota je EXY — (EX)(EY)
soucinem marginalnich hustot apod.) i )

@ stredni hodnota souctu dvou (nebo vice) nahodnych veli¢in je
rovna souctu jejich stfednich hodnot

@ pro nezavislé nahodné veliciny je stfedni hodnota jejich soucinu
je rovna soucinu jejich stfednich hodnot

@ pro zavislé veli¢iny tomu tak mize, ale nemusi byt
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Kovariance a korelace Kovariance a korelace

Kovariance Vlastnosti kovariance

@ Kovariance miize nabyvat jakychkoli redlnych hodnot, ale pro
dvé konkrétni veliciny musi platit

@ Jsou-li veli€¢iny X a Y zavislé ~ budeme chtit popsat jejich
zavislost

cov3(X,Y) <varX-varY.

Uvazujme nahodny vektor ()f,) Kovarianci nahodnych veli¢in X a
Y rozumime hodnotu Q Plati

cov(X,Y) =EXY —EX-EY.

X,Y)=E[(X —EX)(Y —-EY
cov ( ) I 4 ) © Pokud jsou X a Y nezavislé, pak cov (X, Y)=0.

@ kovariance vyjadfuje vzajemny vztah X a Y

@ pozor, tvrzeni 3 neplati opaéné (tj. z nulové kovariance nelze
@ evidentné plati cov (X, Y) = cov (Y, X) a cov (X, X) = var X. P P P (4

obecné nic usuzovat o nezavislosti)

@ 3 plyne z 2, nebot pro nezavislé veliciny EXY = EXEY.
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Kovariance a korelace Kovariance a korelace

Interpretace kovariance Vypocet kovariance

@ cov (X, Y) >0 «~ nahodné veliciny X a Y jsou zavislé v K vypoctu se pouziva vzorec

o u
pposltiviim smysie - oy _ cov (X, Y) = EXY — EXEY
o vyssi hodnoty X jsou svazany s vyssimi hodnotami Y (a nizsi

hodnoty X s nizsimi hodnotami Y)
o priklad: vyska a vaha ¢lovéka.

o cov (X, Y) < 0 «w nahodné veliciny X a Y jsou zavislé v @ ¢len EXY pocitdme ze sdruzeného rozdéleni

,hegativnim smyslu* C .
o vy3si hodnoty X jsou svazany s niz&imi hodnotami Y (a nizsi EXY — 222 YPIX =%, Y = yj], - pro diskrétni rozdélent,
hodnoty X s vyssimi hodnotami Y') o 0o oo i -

o piiklad: vyse IQ a primérna znamka na ZS f—oo f—oo xyf (x, y)dxdy pro spojité rozdglent.

@ cov (X, Y) =0 neznamena, ze by mezi X a Y nebyl nutné

N T °. o cleny EX a EY pocitame z marginalniho rozdéleni (stredni
zadny vztah (jesté se o tom zminime pozdéji)

hodnota nahodné veliciny)
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Kovariance a korelace

Priklad znamky

Fyzika (Y)
Matematika (X) | 1 2 3 4
1 01 01 002 0.01]0.23
2 0.08 0.12 0.06 0.01|0.27
3 0.05 0.08 0.12 0.02 | 0.27
4 0.01 002 01 0.1 |0.23
024 032 03 0.14 1

EXY=1-1-01+1-2-01+ --+4-4-0.1=6.43,
EX=1-02342-027+---44-023=25,
EY =1-024+---+4-0.14 = 2.34,

cov (X, Y)=6.43 —2.5-2.34 = 0.58.
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Kovariance a korelace

Vlastnosti korelace

O Korelace pxy vzdy lezi mezi —1 a1l a
pxy =0 < cov(X,Y)=0.

@ Pokud jsou X a Y nezavislé, pak cor (X, Y) = 0.
© Plati

pxy =1 pravé kdyz Y = a+ bX

pro néjaké a€ R a b > 0.
pxy = —1 pravé kdyz Y = a + bX

pro néjaké a€ R a b < 0.
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Kovariance a korelace

Korelace

@ hodnoty kovariance se Spatné interpretuji

@ z hodnoty cov (X, Y) # 0 pozname, ze X a Y jsou zavislé a
jakym smérem, ale nepozname, jak silné jsou zavislé

Uvazujme nahodny vektor (iﬁ) Korelaci ndhodnych veli¢in X a
rozumime hodnotu

cov (X, Y)

cor(X,Y) = ———=.
( ) Vvar XvarY

@ korelace se nékdy znadi pxy

@ nékdy mluvime o korelacnim koeficientu.
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Kovariance a korelace

Interpretace korelace

@ korelace méfi silu linearni zavislosti mezi X a Y

@ znaménko korelace udava smér zavislosti

@ jsou-li X a Y silné linearné zavislé (tj. hodnoty této dvojice
padaji nejcast&ji nékde kolem pfimky v R? s nenulovou
smérnici), pak je korelace blizko 1 nebo —1.

@ nezavislé velic¢iny maji vzdy nulovou korelaci

o je-li korelace nulova, neznamena to, ze X a Y jsou nutné
nezavislé
(korelace je mirou pouze linearni zavislosti)
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Interpretace korelace

Kovariance a korelace

Hustota rozdeleni s riznymi korelacemi

Kovariance a korelace

cor=0.2 cor=0.5

cor=0.9 cor=-0.7
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Hustota rozdeleni s riznymi korelacemi
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Kovariance a korelace

cor(X,Y)=0 cor(X,Y)=0.3

2
QN7
e,
QAR
NALREES
23

cor(X,Y) =0.7 cor(X,Y)=0.9
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Hustota rozdeleni s riznymi korelacemi
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Kovariance a korelace

cor(X,Y)=0 cor(X,Y)=0.3
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Kovariance a korelace Kovariance a korelace

Priklad znamky Vlastnosti stredni hodnoty a rozptylu

Fyzika (Y)
Matematika (X) 1 2 3 4
1 01 01 002 001 023 Necht X, Y jsou ndhodné veliciny, a, b € R. Pak
2 . 12 0. 01| 027
3 ggi 808 3(1)2 ggz 827 © E(a+ bX) = a+ bEX,
o am o1 a1 o E(X+ Y) = EX +EY,
4 001 002 01 01 |0.23 : (X + b)X b2+ ‘
024 032 03 014] 1 var (a + bX) = bvar X,

Q var(X 4+ Y)=varX +varY +2cov (X, Y)

Uz vime cov (X, Y) = 0.58. Z marginalnich rozdéleni spocitame © pro nezavislé veliciny var (X + Y) = var X + var Y
varX =EX? — (EX)? = ... =742 -25% =117
varY =EY? — (EY)? =-.- = 6.46 — 2.34°> = 0.98
0.58
cor(X,Y) = —2 .54
( ) v/1.17 - 0.98
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