Prikldy diskrétnich rozdéleni Prikldy diskrétnich rozdéleni
° °

Alternativni rozdeleni Alternativni rozdeleni

Alternativni rozdeleni Alternativni rozdeleni

Nahodna veli¢éina X ma alternativni rozdéleni s parametrem p,
jestlize nabyva hodnot 0 a 1 s pravdépodobnostmi Plati:

PIX=1=p a P[X=0=1-p EX=p, varX =p(1—p).

pro néjaké p € (0,1). Znacime X ~ Alt(p).

@ distribu¢ni funkce méa skoky v bodech 0 a 1 o velikostech 1 — p

@ dva mozné vysledky: 1 (aspéch) a 0 (netspéch) a p, jinak je konstantni
@ alternativnim rozdélenim modelujeme indikator ndhodného
jevu (aspéch/netspéch) apod.

@ parametr p Casto nazyvame pravdépodobnost spéchu
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Prikldy diskrétnich rozdeleni
®

Binomické rozdeleni

Binomické rozdeleni Binomické rozdeleni

Motivace:
@ n nezavislych pokusi, v kazdém z nich nastane Gspéch
s pravdépodobnosti p Nahodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni s parametry n > 1 a
@ zajimame se o pocet uspéchii (nahodna velicina) p € (0,1), jestlize nabyva hodnot O, ..., n s pravdépodobnostmi
o priklad: n hodii kostkou, zajima nas pocet Sestek, které padly
@ odvozeni rozdéleni: P[X = k] = (Z) pk(1—p)"k k=o0,...,n
pocet Gspéchil je celé islo mezi 0 a n,
pravdépodobnost, ze zaznamename pravé k Gspéchi je rovna Znacime X ~ Bi(n, p).
P[sz]:pk=<”)pk(1—p)"-’<- s Plati S PIX — Kl — 1 (2 binormické e
k Poznamka: Plati )}, P[X = k] =1 (z binomické véty).
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Binomické rozdeleni

Pravdepodobnosti binomického rozdeleni
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Binomické rozdeleni

Priklad

Priklad: Test obsahuje 10 otazek, ke kazdé z nich jsou uvedeny
4 moznosti: a, b, ¢, d. U kazdé otazky je pravé jedna odpovéd
spravna. Predpokladejme, Ze student zaskrtava odpovédi zcela
nahodné. Oznaéme X pocet spravné zodpovézenych otazek.

Q Jaké rozdéleni veli¢iny X?

@ Jaky je ocekavany pocet spravné zodpovézenych otazek?

© Na aspesné napsani testu je nutné spravné zodpovédét alespon
8 otazek. S jakou pravdépodobnosti se to studentovi povede?

© Jaka je pravdépodobnost, Ze student zodpovi alespoi jednu
otazku spravné?
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Binomické rozdeleni

Plati

EX =np varX =np(l—p)

@ distribuéni funkce je po ¢astech konstatni a ma skoky v bodech

0,1,...,n,

v bodé k je skok o velikosti (})p*(1 — p)"~*
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®

Binomické rozdeleni

Priklad — reseni

1. Pro k € {0,1,...,n} mame

) (

10 1
P(X =k)= =
x=n=(0)
Tj. X ma binomické rozéleni Bi(10,1/4).
Bi(10,1/4)
gl L
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Binomické rozdeleni Poissonovo rozdeleni

Priklad— pokrac. Poissonovo rozdeleni

2. EX =1 =25,

1
Ocekavame, ze student zodpovi Ctvrtinu viech otazek spravné, tj. v

priméru dvé a pal otazky.

Nahodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A,
jestlize nabyva hodnot 0,1,2,... s pravdépodobnostmi

k
3. P(X > 8) = P(X = 8) + P(X = 9) + P(X = 10) = PIX =k = e k=0,1,2,...,
(po dosazeni) = 0.0004 k!
4.P(X>1)=P(X=1)+ - +P(X=10) = ... pro né&jaké A > 0. Znacime X ~ Po(\). )
Lepsi postup:
Jelikoz
3\ 10 O \k N
HXZl):l—HX:ﬂ):1—<4> = 0.9437 VR
k=0 "
musi platit Y72 o P[X = k] = 1.
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Poissonovo rozdeleni

Prikldy diskrétnich rozdeleni
®

Poissonovo rozdeleni

Pravdepodobnosti Poissonova rozdeleni

Pla ti P0(0.8) Po(3)
EX =X, varX =\ "1 ]
Pouziti: T o0 T o]
@ Poissonovym rozdélenim modelujeme pocty udalosti «w 0| ‘ 01| ”h
kolikrat nastal urcity jev béhem jednotkového casového 1 PO 00l Ih .............
intervalu, na jednotkové plose apod. (LI °o s ® m =
@ parametr \ predstavuje intenzitu vyskytu udalosti
Po(5) Po(10)
o priklady: pocet autonehod na dalnici D1 za jeden den, pocet
srazkovych dnii v mésici, po€et vadnych pixeld na obrazovce, e o
aPOd. f(T 0.2 o i 024
pocet Eastic emitovanych radioaktivni latkou urcité hmotnosti ] m ]
za jednotku casu Ll ol
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Poissonovo rozdeleni Poissonovo rozdeleni

Souvislost s binomickym rozdelenim Vztah Bi(n, A\/n) a Po()\)

Porovnani pravdépodobnosti pro n=50a A =5

BI(50,0.1)
@ pro n velké Ize Bi(n, %) aproximovat pomoci Po(\) a4
neboli s
pro velké n a malé p Ize Bi(n, p) aproximovat Po(np) el I v
=] T T T T T
o priklad: pocet nehod, ... 0 s 10 = o
@ vyhoda: numericky vypocet je snazsi pro Poissonovo rozdéleni
Po(5)
8 41 ] ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ] | P
© T T T T
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Priklady spojitych rozdeleni
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Rovnomerné rozdelen Rovnomerné rozdelen

Rovnomerné rozdeleni Hustota rovhomerného rozdeleni

Definice Hustota R(0,2)

Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (a, b), S
jestlize jeji hustota je o
1 o |
Fx) = o F)-roxe(a,b), s °
0 jinak. sz
Znagime X ~ R(a, b). <
S T T T T T T I
-05 00 05 1.0 15 2.0 25
@ hodnoty pouze z intervalu (a, b) .
@ hustota je na tomto intervalu konstantni ~» X nabyva vsech o plati [ f(x)dx=1
hodnot ,,rovnomérné”, resp. ,stejné pravdépodobné” @ pravdépodobnost P[c < X < d] zavisi pouze na délce intervalu

(¢, d)
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Rovnomerné rozdelen Rovnomerné rozdelen

Rovnomerné rozdeleni

Charakteristiky rovnomerného rozdeleni

Distribu¢ni funkce rovnomérného rozdéleni je
@ Stredni hodnota

x—a
F(x):b_a pro x € (a, b), EX:a—;b
F(x)=0prox <aaF(x)=1prox>b. o Rozptyl
(b—a)?
i var X = ~————
Distr. funkce R(0,2) 12
2 o Median je stejny jako stfedni hodnota, tj. 252 (plyne ze
3 symetrie rozdélent)
@ @ Kvantil na hladiné «
& o —a
) F = =«
. Go =a(b—a)+a
c T T T T I
-1 0 1 2 3

Priklady spojitych rozdeleni Priklady spojitych rozdeleni
[ ] ®

Rovnomerné rozdelen Normalni rozdeleni

Priklady Normalni rozdeleni

Nahodna veli¢éina X ma normalni rozdéleni s parametry u € R a
02 > 0, jestlize ma hustotu
Prikady vyuziti
(x —n)?
@ modelovani doby ¢ekani na udalost, kterad nastava v fe(x) = 1 e 202 oro x € R
pravidelnych intervalech délky d 210
@ napf. Cekani na prijezd autobusu (pfichazime-li v ndhodny Znatime X ~ N(i, 62)
okamzik) go /

@ nejdilezitéjsi rozdéleni ve statistice

@ mize nabyvat jakychkoliv redlnych hodnot

@ hustota je tzv. Gaussova krivka, je symetricka kolem p a ma v
tomto bodé maximum

@ parametr o ovliviiuje ,,zplostélost” hustoty

Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 19/ 50 Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 20/ 50



Priklady spojitych rozdéleni Priklady spojitych rozdéleni
L] ®

Normalni rozdeleni Normalni rozdeleni

Hustota normalniho rozdeleni Hustota normalniho rozdeleni

Hustoty N(0,1) a N(0,1/4)

0.8 <
— N(O1) ’ \
0.6 - = N(0,1/4) \

f(x)

f(x)

f(x)
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Normalni rozdeleni Normalni rozdeleni

Charakteristiky Vyuziti

Stiedni hodnota @ vysledky experimentalniho méfeni, chyby méreni

EX = pu @ rozdéleni kvantitativnich znakd v populaci (vyska, hmotnost,
Q) apod.
Rozptyl ) i , . .
2 @ ma hezké teoretické vlastnosti
varX = o

@ ma vysadni postaveni ve statistice, nebot priiméry vétsiho
Distribu¢ni funkci je nutné pocitat numericky. poCtu velicin maji rozdéleni blizké normalnimu (pfesnéji viz
Median je stejny jako stfedni hodnota, tj. i (ze symetrie). Centralni limitn véta, ktera bude pozdgji).
@ normalni rozdéleni je predpokladem fady statistickych metod
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Normalni rozdeleni Normalni rozdeleni

Normované normalni rozdeleni Distribucni funkce normalniho rozdeleni

Tabulka : Hodnoty distribu¢ni funkce N(0, 1
Normalni rozdéleni N(0, 1) (s nulovou stfedni hodnotou a abulka : Hodnoty distribucni funkee N(0, 1)

jednotkovym rozptylem) nazyvame normované. Jeho hustotu X 0 0.5 1 15 2 25 3
znacime ¢, tj. ) ®(x) | 0.5 0.691 0.841 0.933 0.977 0.994 0.999
_ T —x%)2
plx) = \/%e : Pricemz plati

d(—x) =1— P(x).
Distribuéni funkce N(0, 1) se znaci ®(x) a podita se jako

¢(x):/_;g0(t) dt:\/%/_;e_tz/z dt.

Nelze ji vyjadrit explicitng, jeji hodnoty lze najit v tabulkach.

>(x)
00 04 08
| I S |

T T T T T
-4 -2 0 2 4
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Normalni rozdeleni

Distribucni funkce normalniho rozdeleni

Normalni rozdeleni

Distribucni funkce normalniho rozdeleni

Dilezité vztahy: Distr. funkce N(0,1) a N(0,1/4)
@ Pokud X ~ N(O, 1), pak oX + ono~ N(/,L, 0'2). 32: — N(O1)
X 2 oo — - N(0,1/4)
o Pokud X ~ N(u,0?), pak =— £ N(0, 1). o]
00 1 T T T T T T
Distribu&ni funkci N(u, 02) Ize proto vyjadfit jako 5 2 oa 0 1 2 3

X =
F(x)=9o
()= (*")
a proto plati

P(a<X<b):¢<b_M>—¢<a_—M>.

g

F(x)
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Normalni rozdeleni Normalni rozdeleni

Priklad

!
- = nemocni
—— Zzdravi

Priklad: Obsah vapniku v krevnim séru (v mmol/l) se fidi
normalnim rozdélenim N(2.30,0.182) u zdravych lidi a rozdélenim
N(2.10,0.182) u nemocnych lidi. Diagnosticky test zjisti obsah
krevniho séra v krvi a na zakladé néj je ¢lovék diagnostikovan jako
nemocny nebo jako zdravy (nizké hodnoty signalizuji nemoc),
pficemz za hrani¢ni hodnotu je brano 2.15 mmol/l. (Pacienti
oznaceni jako nemocni jsou nasledné& podrobeni detailngjsim
diagnostickym testiim.)

00 05 1.0 15 20

15 2.0 25 3.0

= nemocni
—— Zzdravi

O Kolik procent zdravych osob bude falesné oznaceno za
nemocné?

@ Kolik procent nemocnych nebude odhaleno?

00 05 10 15 20

15 2.0 25 3.0
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Normalni rozdeleni Normalni rozdeleni

Kolik procent zdravych osob bude fale3né oznaceno za nemocné? Pravidlo dvou (tﬁ) sigma
Vezmeme X ~ N(2.30,0.18%). Zajima nas

2.15—-2.30
P(X < 2.15) = F(2.15) = o(—————) = $(—-0.833
( ) (2.15) ( 0.18 ) ( ) Z tabelovanych hodnot ®(x) plyne, ze pro ndhodnou veli¢inu
=1— ®(0.833) = (tabulky) = 0.202. X ~ N(p, 0?) plati
Tedy asi 20% zdravych bude zbyteéné podrobnéji testovano. Plu—0o <X <pu+o]~0.68
Kolik procent nemocnych nebude odhaleno? Plp—20 < X < pu+20]~0.95
Plu—3c < X < 30] =~ 0.997
Vezmeme Y ~ N(2.10,0.182). Zajima nas =30 < X<t 3]
215 — 210 Nahodna veli¢ina X tedy zfidka pada dale nez 20—-30 od stfedu p

P(Y >210) =1~ F(210) = 1 - &(Z— =) = 1 - ®(0.278) jeji hustoty.

= (tabulky) = 0.391.

Tedy témér 40% nemocnych nebude odhaleno.
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Normalni rozdeleni Normalni rozdeleni

llustrace Priklad

Priklad krevni sérum:
Obsah vapniku v krvi zdravych lidi je s pravdépodobnosti pfiblizné
95 % v intervalu

(2.30 —2-0.18, 2.30 +2-0.18) = (1.94,2.66)

(v mmol/l) a pouze 0.3% zdravych osob ma obsah vapniku mimo
interval

(230 —3-0.18, 2.30 +3-0.18) = (1.76,2.84)

(v mmol/I).

T T
nu-30 UH-20 u n+20 n+30
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Normalni rozdeleni

Kvantily normalniho rozdeleni

Normalni rozdeleni

Kvantily normovaného normalniho rozdeleni

o dalezité ve statistice

o a-kvantily N(0,1) budeme znadit jako ug

N
o
@ plati
P(X < uy) =P(uy) = o |
o
hodnoty jsou uvedeny v tabulkiach a implementovany ve
statistickych (matematickych) programech = g -
@ hodnoty z, = u1_, spliuji
;! .
P(X>z,) =«
o | 5%
a nazyvaji se kritické hodnoty N(O, 1) ° T T T T T 1
-3 -2 -1 0 Uog Uo.os 3
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Normalni rozdeleni Normalni rozdeleni

Priklad

Tabulka : Vybrané kvantily rozdéleni N(0, 1) Priklad: Obsah vapniku v krevnim séru (v mmol/l) se fidi

a |05 08 09 095 0975 099 0.995 normalnim rozdélenim N(2.30,0.182) u zdravych lidi a rozdélenim
2 . P
e | O 0842 1282 1.645 1960 2326 2.576 N(2.10,0.18%) u nemocnych lidr.
@ Jakou je tfeba zvolit hranici, aby pouze 5% nemocnych nebylo
Jelikoz plati ®(—x) =1 — ®(x), mame testem odhaleno?
@ Jakou je tfeba zvolit hranici, aby se maximalné 10% zdravych
Ul = —Uy. Yy . . - .
lidi muselo zbyte¢né podrobovat dalsim testtim?
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Normalni rozdeleni Normalni rozdeleni

Jakou je tfeba zvolit hranici, aby pouze 5 % nemocnych nebylo Jakou je tfeba zvolit hranici, aby se maximalné 10% zdravych lidi
testem odhaleno? muselo zbytecné podrobovat dalsim testiim?
Hledame kvantil rozdéleni N(2.10,0.182) na hladiné 95 %. Hledame kvantil rozdéleni N(2.30,0.182) na hladiné 10 %.
Vezméme X ~ N(2.10,0.182), pak Vezméme Y ~ N(2.30,0.182), pak
X—-21 qg-21 qg—2.1 Y—-23 g-—23 qg—23
0.95 =P(X =P = 0.10 =P(Y =P =0
(X <a) < 0.18 ~ 0.8 > ( 0.18 ) (Y<a) < 018 ~ 018 0.18
a odtud ”1 a odtud ’3
q-—2. q-—2.
1.645 = = ~1.282 = =
Uoos =~ 1010= "5 18
atedy g =2.1+0.18-1.645 = 2.396. Je tedy potieba vzit za atedy g =2.3—-0.18-1.282 = 2.069. Je tedy potieba vzit za
hranicni hodnotu 2.396 mmol/I. hrani¢ni hodnotu 2.069 mmol/I.
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Priklady spojitych rozdéleni Priklady spojitych rozdéleni
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Exponencialni rozdeleni Exponencialni rozdeleni

Exponencialni rozdeleni Charakteristiky

Stredni hodnota )

Definice EX = =
A

Cim vy3si je parametr ), tim nizsi je stfedni hodnota a naopak.

Nahodna velicina X ma exponencialni rozdéleni s parametrem
A > 0, jestlize ma hustotu

Xe ™™ pro x >0,

Distribuéni funkce
f(x)= 3 x
{O jinak. F(x):/ f(t)dt = [—e_)‘t}g: 1—e™ prox>0

Znagime X ~ Exp()\). ) a Fx(x) =0 pro x <0.

@ nabyva pouze kladnych hodnot, Odtud pak vypoéteme median

@ jeji hustota exponencialné klesa «~+ , nejpravdépodobné;si” dX log 2
. . me = —
jsou malé hodnoty \
a plati medX < EX.
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Exponencialni rozdeleni Exponencialni rozdeleni
Hustota exponencialniho rozdeleni Median a stredni hodnota
Exp(1)
2 A
® 2 P=05
) 5 2 J J : ®
Exp(5)
: : 1
g 0 MxEX

u
T T T T T
0 2 4 6 8
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Exponencialni rozdeleni Maxwellovo rozdeleni

Priklady Maxwellovo rozdeleni

Nahodna velicina X ma Maxwellovo rozdéleni s parametrem a > 0,

Priklady vyuziti jestlize ma hustotu
@ modelovani doby ¢ekani na udalost

x2

x?e 222 pro x > 0,

2
o délka telefonniho hovoru, doba obsluhy u pokladny, apod. f(x) = { a3v2n
0

@ rozdéleni kinetické energie molekuly idealniho plynu ve
dvourozmérném prostoru je exponencialni

jinak.

o Maxwellova veli¢ina X nabyva pouze kladnych hodnot

@ jeji hustota je mirné asymetrickd a nabyva maximalni hodnoty

v bodé x = v/2a

Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 45/ 50 Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 46/ 50
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Maxwellovo rozdeleni Maxwellovo rozdeleni

Priklady Charakteristiky

Vvusiti Distribuéni funkci nelze vyjadfit explicitné, je nutné ji pocitat
yuzitl numericky jako

@ Maxwellovo rozdéleni se pouziva pro modelovani rychlosti
molekul idealniho plynu. V tom pfipadé je jeho parametr roven

2 /.2
1 x*/a
F(x) = — Vze #2dz  pro x > 0.
V21 Jo

[kT
TN e (Tj. i median a kvantily Ize spoéist jen numericky.)
kde k je Boltzmannova konstanta, T je teplota [K] a m je Stredni hodnota P
hmotnost Eastice [kg]. EX = 4 /ﬁa = 4 [8 KT
T T m
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Priklady spojitych rozdéleni Priklady spojitych rozdéleni
L] L

Maxwellovo rozdeleni Maxwellovo rozdeleni
Hustota Maxwellova rozdeleni Hustota Maxwellova rozdeleni pro riizné teploty
Hustota Maxwellova rozdéleni pro razné plyny pfi 25°C Hustoty rychlosti molekul kysliku pfi teplotach 100, 300 a 500 K.
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