23.2.

1 Pollardova p-metoda

1.1. Urcete periodu a preperiodu posloupnosti {s, },>0 uréené polynomial-
nim zobrazenim f(x) = ax +b € Z, pro x € Z,, kde p € P, tj. s € Z, a
Sp41 = f(sn)a pOkUd

(a) a=1,b€ Z,,
(b) a€Zib=0.

(a) Nejprve vyjadiime piimo hodnotu s, = s¢+ nb. Pro b = 0 je posloup-
nost konstantni, a proto ma preperiodu m = 0 a periodu ¢t = 1.

Pokud b # 0, mame ib £ 0 proi=1,...,p—1 a pb = 0, coz znamena, ze
mé posloupnost preperiodu m = 0 a periodu ¢t = p.

Pollardova p-metoda bude v pripadé b = 0 Gspésna, jen tehdy, kdy b =
0 vzniklo modulenim nenulové hodnoty B € Zy, tedy kdyz jsme uhodli
nasobek vlastniho délitele p | N, coz se nedd oc¢ekavat Casto. V pripadé
b # 0 je soucet t + m = p, tedy v pripadech obou algoritmi musime provést
maximalni mozny pocet iteraci (p vné)

(b) Opét snadno uréime nerekurentni vzorec s, = a"sg.Je-li 59 = 0,
posloupnost je konstantné nulova, tedy posloupnost s preperiodou m = 0 a
periodou t = 1.

Pokud sq # 0, vidime, Ze preperioda posloupnosti je nulovd, nebot a?~! =
1 a Ze nejmensi pirozené éislo ¢ spliiujici so = spat, tedy perioda posloupnosti,
je rovno pravé fddu oz (a).

Vsimnéme si, ze naptiklad pro bezpecné prvocislo p = 2¢g + 1, kde q €
[P obsahuje grupa Z; jeden prvek fadu 1 a jeden prvek fadu 2, které pro
Pollardovu p-metodu nejsou dobfe pouzitelné a pak (¢ — 1) prvki fadu ¢ a
stejny procet prvki radu 2q, které rikaji, ze prochazka po rtznych cislech
posloupnosti v Pollardovych algoritmech by byla opét prilis dlouha. O

6.3.

1.2. Oznacme f, : Z, — Z, afinni transformace dand vztahem f,,(z) =
ar +ba Aff(Z,) = {fus | @ € Z;,b € Z,}. Dokazte Aff(Z,) je podgrupou
symetrické grupy S(Z,) pro p € P, tedy grupa.

Staci si rozmyslet, ze
fl,O = 1d7 fa,bfc,d - fac,ad—i—ba f(;bl - fafl,—aflb

odkud plyne, Ze f,; je invertibilni, tedy permutace na Z, a mnozina Aff(Z,) je
uzaviend na operace skladani a invertovani a jedna s etudiz o podgrupu. [



1.3. Urcete periodu a preperiodu posloupnosti {s,, },>¢ dané polynomialnim
zobrazenim f : Z, — Z, pro p € P, pokud

(a) f(z)=ax+b,a,b€EZiaa#]1,
(b) f(x) =22

(a) S vyuzitim pfedchozi tlohy najdeme c tak, aby fi.fasf1, L= fuo
Nejprve spocteme

fl,cfa,bfi(} = fl,cfa,bfl,—c = fa,b+cf1,—c = fa,—ac-‘,—b—l—a

z podminky —ac + b+ ¢ = 0 plyne, %e ¢ = b(a — 1)~ L.

Oznaéme g = fie, [ = fap a h = gfg~'. Protoze s, = f"(sg) =
g 'h"(g(so)), vidime, ze s; = s;, prave kdyz h'(g(so)) = h?(g(so)), tedy
perioda i preperioda posloupnosti {s,},>0 a {h"(g(s0))}n>0 je stejnad. Nyni
zbyva vyuzit 1.1, ktera tika, ze pro so = —c jsou obé posloupnosti konstantni
, tedy maji preperiodu m = 0 a periodu t = 1 a pro sy # —c maji obé
posloupnosti opét preperiodu m = 0 a periodu t = Oz;;(a).

(b) Nejprve si uvédomime, Ze ze vztahu s,,; = s> okamZité plyne ne-
rekurentn{ vzorecek s, = s3". Déle si v§imneme, Ze pro so = 0,1 je ziskani
posloupnost konstantni, tedy s preperiodou 0 a periodou 1 a mizeme se tak
omezit na na hleddme nejmensiho ¢ a nejmensiho 7 > i, pro kterd plati ,
ze s; = s; za predpokladu, ze sy # 0,1. Najdeme-li je, pak ¢ bude pravé
preperioda a j — ¢ perioda této posloupnosti. Uvazime fadu ekvivalentnich
piekladi podminky v grupé Z;

si=sj s =55 Ssp L =1 831(2]71_1) =1 0z:(s0) | 20(277" — 1),
kde posledni ekvivalence plyne z faktu, Ze exponentem prvku jsou pravée
nésobky fddu prvku. Nyni vyjddiime oz:(so) = 2°m pomoci e = va(0z:(s0)),
kde m je liché. Potom dostavame ekvivalence

0z (s0) | 227"~ 1) wi>e, m|2 s i>e 227'=1 (mod m).

Minimaéalnich hodnot tedy dosahujeme pro preperiodu ¢ = e a periodu j —1 =
OZ;‘n (2) O



