Domaéci tlohy: Algoritmy na eliptickych kiivkach
2023/24
Domaci dkoly budou zaddny celkem ctyri za 20 bodi a k ziskdni zapoctu z nich bude
treba ziskat asporn 12 bodi.

1. (odevzdejte do 26.3.) Uvazte polynomy
u=a5— (¥3 +2),v =15 — (2] + 375 + 71) € Fs[a1, 73]

nad pétiprvkovym télesem. Spocitejte (explicitné je napiste) vSechny Fs-raciondlni body
afinnich kfivek V,,(F5) a V,,(F5) a vSechny Fs-racionalni body jejich projektivniho rozsifeni
(tj. Vu(F5) a Vi (F5) pro homogenizované polynomy U,V € F5[X;, X5, X3]). Rozhodnéte,
zda jsou kiivky hladké ¢i singuldrni a u singuldrnich najdéte singularity.

5 bodii

2. (odevzdejte do 16.4.) (a) Odhadnéte v zavislosti na po¢tu operaci invertovani, naso-
beni a ¢tverct (I, M, S) v télese (tedy séitani a od¢itani zanedbavame) a bindrni délce
k = l3(n) ¢asovou slozitost vypoc¢tu mocniny [n]P prvku Montgomeryho kfivky pomoci
Montgomeryho zebtiku.
3 body
(b) Rozhodnéte, zda je polynom y? — (23 + 3x +5) € F;|x, y] Fr-ekvivalentni néjakému
Montomeryho polynomu.
2 body

3. (odevzdejte do 7.5.) Najdéte polynom uréujici zobecnénou Edwardsovu kiivku, ktera
je biracionalné ekvivalentni kiivce V; nad télesem F5 pro Montgomeryho kiivky urcené
polynomem (a) f = 2y* — (2 +2* + x), (b) f = y* — (z* — 22 + 1), Které z kiivek jsou
nad Fjy biracionalné ekvivalentni néjaké Edwardsové kiivce?
3 body
Pro Edwardsovu kiivu uréenou rovnici (c) y? + 2% = 1 + 22%y* nad télesem F5 na-
jdéte biracionalné ekvivalentni Montgomeryho kfivku. Kam se piislusnou biracionalni
ekvivalenci zobrazi bod (2,2) Edwardsovy kiivky?
2 body

4. (odevzdejte do 26.5.) Uvazte nad télesem F5; Mongomeryho kiivku
Myo=1{(0,0),(1,£1),(2,0),(—-2,0),(—1,£2)}
danou rovnici 2y? = 2® + x a Edwardsovu kiivku v ziplnénych soufadnicich

Eio={((£1:1),(0:1)),((0:1),(£1:1)),((£2:1),(1:0)),((1:0),(£2:1))}

danou rovnici % + y? = 1 + 4x%y®. Popiste (tak, aby bylo jasné jak vypadaji obrazy
vSech prvki) izomorfismus grupy My o(F5) a E40(F5), ktery je indukovan biracionalnim
zobrazeni z Véty E.7 (viz skripta ¢asti G.3 a G.4, ovéfovat ekvivalenci kiivek nemusite,
pozor na odlisné znaceni Montgomeryho kfivky nez na prednésce). Vysvétlete, pro¢ jde
o izomorfismus.

1



Navod: Zobrazte pomoct zobrazent Ey o — My 2z E.7 Fs5-raciondlni body do grupy M, ,
zjistéte, které z nich jsou involuce a provedte diskuzi jejich vztahu k prokim grupy Zy X Zs
a dodefinujte pomoci vztahu ostatnich prvki na izomorfismus.

5 bodii



