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Definice. Obor R se nazyva eukleidovskyj, pokud na ném existuje eukleidovskd morma, tj. zobrazeni
v: R — NU{0} spliwjici:

e v(0) =0;

e pokud a | b pro b # 0, pak v(a) < v(b);

e pro viechna a,b € R, b # 0, existuji ¢, € R takova, ze a = ¢gb+ r a v(r) < v(b).
Véta. Fukleidovské obory jsou gaussovské.

Poznamka. V kvadratickych rozsifenich Z[/m] mame v teorii ¢isel normu N(a + by/m) = a? — mb?.
Pokud mame velké $tésti, slouzi |N(a + by/m)| jako pfislusna eukleidovskd norma. (Casto se nicméné
stava, Ze tyto obory nejsou ani gaussovské.) Norma v Z[y/m] je multiplikativni a prvek je invertibilni
pravé tehdy, kdyZ ma normu +1. Pro zaporné m plati N(a + by/m) = |a + by/m|?, tj. jde o druhou
mocninu komplexni absolutni hodnoty.

-2. V Z fedte rovnici 2% + 1 = 3.

-1. Dokaite, 7e obor Z[v/2] je eukleidovsky.

0. V Z fedte rovnici 2% + y? = 2°.

1. V Z fedte rovnici 2% + 1 = 33,
! 2. Dokazte, Ze obor Z[\/—2] je eukleidovsky.

3. Najdéte vSechny jednotky (¢&ili invertibilni prvky) v oboru:

(a) Z[v=3),
(b) Z[v2].

! 4. Rozmyslete si, jak FeSeni zobecnéné Pellovy rovnice z2 — Dy? = A souvisi s normou v okruhu
Z[\/D]. Co v tomto kontextu fika multiplikativita normy?
Dalsi priklady:
5. V Z feste rovnici 2 + y? = 23 pro x,y nesoudélna.
x 6. V Z feste rovnici 2 + 4 = 33,

x 7. V Z feSte rovnici 22 — 2 = 3.
(Rovnice 1 = a® + 3a?b + 6ab® + 2b> ma v Z jediné feseni (a,b) = (1,0); toto miiZzete pouzit bez
dukazu.)

x 8. V Z feSte rovnici 22 + 4 = 3y3.
% 9. V Z feste rovnici 2% — 1 = 3.
10. Ukazte, 7e obor Z[y/—3] neni eukleidovsky, dokonce ani gaussovsky. Najdéte ireducibilni prvek,
ktery neni prvocinitel.
« 11. Bud R = Z[~14Y3) = 7[e>/3).

(a) Dokaizte, Ze R je eukleidovsky s normou N(z + yv/—3) = 2% + 3y2.
(b) Urcete vSechny invertibilni prvky v R.
(c) V Z feste rovnici 2% + 3 = y3.

Ulohy s nekladnym ¢islem budou piedvedeny na cvicend jako vzorove.
Ulohy s ! je doporuceno Fesit piednostné.
Ulohy s * jsou ndrocnéjsi.



