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Napovédy:
-1. Uhodnéte nejmensi feSeni a vyuzijte vétu na zacatku sady prikladi.
0. UvazZte rovnici modulo 3.
1. Postupujte jako v piikladech -1 a 0.
2. Uvaite rovnici modulo 7.
3. Pii ditkazu alespoii jedné z implikaci musite rozlozit 2 — mgy? na souéin.
4. Umocnéte odpovidajici x + y/m.

2—my2:1.

5. Vyuzijte existenci nekoneéné mnoha feSeni rovnice z
6. Vyuzijte priklad 5.
7. Vhodnou substituci se tiloha pfevede na Pellovu rovnici.
8. Uloha vede na Pellovu rovnici, a to dokonce dvéma riznymi zptsoby.
9. Pocitejte modulo 3 a modulo 4. Alternativni postup: PouZijte explicitniho tvaru reSeni.
10-12. VyuZijte tvrzeni o souvislosti feSeni Pellovy rovnice s fetézovymi zlomky.
13. Vyuzijte tvrzeni 2.14 ze skript.
Vysledky:

-1. Minimélni fefeni (3,2), mnozina viech FeSeni: {(a,b) | a +bv2 =£(3+2v2)",n € Z}. Dal3f ex-
plicitni fegeni napiiklad (3 4 2v/2)? = 17 + 12V/2, tj. (17,12).
(2,1), mnozina viech fefent: {(a,b) | a +bv3 = £(2+V3)",n € Z}.
b) Minimélni fegeni (9,4), mnozina viech fefent: {(a,b) | a +bv5 = £(9+4V5)",n € Z}.
¢) Miniméln{ Fedeni (8, 3), mnoZina vech feseni: {(a,b) | a + bv/7 = £(8 4+ 3v/7)",n € Z}.

1. a) Minimélni FeSeni

6. Napiiklad (1,1), (3,5), (11,19), (41,71).

10. V41 = [6,2, 2, 12], minimalni fefeni je (2049, 320) pro +1 a (32,5) pro —1.

11. /23 =[4,1,3,1, 8], minimalni feSeni pro +1 je (24,5), pro —1 FeSeni neexistuje.
V13 =1[3,1,1,1, 1, 6], minimalni FeSeni (649, 180) pro +1 a (18,5) pro —1.

12. v/29 =[5,2,1,1,2,10], minimalni feseni je (9801, 1820) pro +1 a (70,13) pro —1.

V61 =[7,1,4,3,1,2,2,1,3,4, 1, 14].
Minimalni feSeni je (1766319049, 226153980) pro +1 a (29718, 3805) pro —1.

13. V41 =[6,2,2,12], vyjde 1, £4, +5. (Pozor, tvrzeni 2.14 ze skript dava pouze feSeni s nesoudélnymi
z,y.)
Reseni vybranych piikladi:
3) Implikace zprava doleva je jasna: z + yy/m > 1+ /m > 1. K opa¢né implikaci nejprve z (z +

yv/m)(z —yy/m) = 1 odvodime x — y\/m = (z +y/m) ™!, takze 0 < x — y/m < 1. Sectenim nerovnosti
x+yy/m > 1axz—yy/m > 0 dostaneme 2z > 1, takZe = je kladné. Pak uz je zjevné, Ze i y musi byt kladné.



4, 5) Reseni zobecnéné Pellovy rovnice s pravou stranou —1 odpovida prvku o € Z[\/m], jehoZ norma
spliiuje V(o) = —1. Diky multiplikativité normy plati N'(a?) = N (a)? = 1, takZe prvek o? odpovida
feSeni Pellovy rovnice (a je snadné si rozmyslet, Ze netrivialnimu). Explicitné muzeme spocitat, ze kdyz
2?2 —my? = —1, pak o? = (z+yv/m)? = (22 + my?) + 2xy\/m, takze (22 +my?,2zy) je fesenim Pellovy
rovnice. Obdobné lze diky existenci nekone¢né mnoha prvki normy 1 v Z[v/m| (neboli nekone¢né mnoha
feSeni Pellovy rovnice) velmi snadno dokézat, Ze existuje-li alespoii jeden prvek normy B, pak jich existuje
nekoneéné mnoho.

9) e Elegantni postup vyuZivajici kongruence (néstin): Pocitani modulo 4 zarudi, ze y je sudé (jinak
22> = 3 (mod 4), coz nelze). Podobné modulo 3 zjistime, Ze z x,y je pravé jedno &islo délitelné
tfemi. Dohromady je soucin x a y délitelny Sesti.

e Néaroc¢nejsi postup vyuzivajici explicitni znalost Tfeseni: Z piikladu —1. vime, Ze vSechna feSeni jsou
tvaru {(a,b) | a + bv2 = £(3 +2v/2)",n € Z}. KdyZ uvazime binomickou vétu, tak dostaneme
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Odtud vidime, zZe b je vzdy délitelné 2 a pokud je n liché, tak je a délitelné 3, a naopak pokud je n
sudé, tak je b délitelné 3.



