Teorie ¢isel: Cviceni 1 — vysledky, napovédy, vzorova reseni
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Vysledky:
1. a) v3(63) = 2, v7(63) = 1, v,(63) = 0 pro ostatni prvocisla p;
b) v2(170) =1, v5(170) = 1, v17(170) = 1, v,(170) = 0 pro ostatni prvodisla p;
c) v2(360) = 3, v3(360) = 2, v5(360) = 1, v,(170) = 0 pro ostatni prvocisla p.
4. Napiiklada=b=1ap=2 (v2(1) =0 ava(1 +1)=1). Obecné lze brat a =p—1, b= 1.
5.a) [Z];c) 24

6. 1a0

7. Ne. Dokonce témét nikdy. Pro kazdé prvocislo jsou jednozna¢né uréené obé hodnoty valuace, ale
neni jasné, ktera patii k a a ktera k b. Proto, pokud se nsn a NSD lisi v mocninach vice nez jednoho
prvodisla, neni dvojice {a,b} uréena jednozna¢né.

11. Ne.

12. Funguje napiiklad (n + 1)!+2,(n+ 1) +3,...,(n+ D!+ (n + 1).

18. Ano.

Napovédy:

5. b) Pouzijte vzorec pro valuaci sou¢inu a vzniklou sumu misto ,,po sloupcich® se¢téte ,,po fadcich.
8. Dokonce plati pro kazdé x, ze |2x] — 2 |z] € {0,1}.
9. Pouzijte Legendreuv vzorec (piiklad 5b).

10. Vzorec pro valuaci podilu pouzijte jako definici. VSechny dilezité vlastnosti by mély byt zachovany.

13., 17. Priklady lze dokazat chytrym pouzitim p-valuaci.

14.-16. Vyjdéte z Legendreova vzorce (piiklad 5b). 15 je diisledkem 16, ale samostatné ho lze dokazat o néco
Snaz.

18. Pouzijte Cinskou zbytkovou vétu. Pokud ji neznéte, piikladem se netrapte.

19. Tento naroc¢ny a netypicky piiklad je ilustraci Prvociselné véty. Vyjdéte z toho, Zze Prvociselna véta
je ekvivalentni tvrzeni ¥(z) ~ x (coz predpokladejte bez dikazu — lze si to zhruba rozmyslet, ale
presny dikaz je technicky naro¢ny a neni pointou piikladu). Jak souvisi délka knihy s funkei ¥(x)?

Vybrana vzorova reseni:
Vzorova teSeni piikladi 0 a 5 byla predvedena na cviku.

2. a) Budtea = £[[-, p, b= £[[%, qf ' jednoznaéné prvoéiselné rozklady ¢isel a, b (pfedpokladejme,
Ze jsou tato &isla nenulové, pro nulu je piiklad trivialni). Cislo ab pak ve svém prvociselném rozkladu
obsahuje pravé prvocisla p1,-+- ,pn,q1, - ,Gm. ProtoZze p | ab, tak se v tomto prvociselném rozkladu
nachazi, a tedy je rovno neékterému z prvocisel p; nebo ¢;. Pokud p = p; pro nékteré i, pak zjevné déli a;
jestlize p = q; pro nékteré j, pak déli b.

Alternativné lze toto nahlédnout pomoci p-valuaci za pouziti v,(ab) = vp(a) + vp(b) (viz priklad 3).
Protoze je z predpokladu ¢islo nalevo v rovnosti vétsi nez 0, tak alespon jeden z ¢lenii napravo musi byt
vetsi nez 0.



Poznamka. Oba tyto dikazy (druhy nepfimo) pouZivaji tvrzend o jednoznacném prvociselném rozkladu a
zavislost délitelnosti a tohoto rozkladu. To je netrividlnd tvrzend, které ve svém dikazu naopak toto tvrzeni o
prvocislech (,Kdyz prvocislo déli soucin, pak déli i néktery z ¢initeld.“) pouZivd. Prisné vzato jsme proto
praveé provedli dukaz kruhem. Na pfedndSce z Algebry si ukdZete dikaz, ktery jednoznacny prvociselng
rozklad nevyuzivd. Cilem tohoto cvicent bylo uwvédomit si, Ze dand toto tvrzeni plati, a osvézit si prdci s
prvocisly, ne budovat teorii délitelnosti od nuly.

2. b) Opét predpokladejme nenulovost obou &isel, jinak je p¥iklad trivialni. Uvazme prvoéiselny rozklad
a==£][[", p;". Podobné jako v piikladu 0 si rozmysleme, Ze vp,(a) = a; pro prvocisla z rozkladu a pro
ostatni je to rovno 0, tedy p-valuace je v podstaté rovna exponentu v prvociselném rozkladu. (Skute¢né
p;" | a a pokud by naopak pf‘“Ll | a, tak by p; muselo délit sou¢in ostatnich prvoéisel v prvociselném
rozkladu, tedy jako dilsedek la) by muselo délit néjaké jiné prvocislo, coz by byl spor.) Mizeme tedy
psat a = £ Hp prvodislo p* (@ a tedy a? = Hp prvocislo p?»(@) — 7 jednoznacnosti prvoéiselného rozkladu
pak v,(a?) = 2v,(a). Podobné pro b. Podle prikladu 0 pak a? | b? pravé tehdy kdyz 2v,(a) = v,(a?) <
v, (b%) = 2v,(b) pro viechna prvoéisla p. To je ale o¢ividné ekvivalentni s v,(a) < v,(b), coz opét podle 0
nastava pravé tehdy kdyz a | b.

2. ¢) Pro spor piedpokladejme, Ze néjaké piirozené &islo dgli zaroven a™ a b™, BUNO je to prvoéislo p.
Poté ale p déli i a a b, nebot jejich mocniny maji ve svém prvociselném rozkladu stejné prvocisla. To je
chtény spor.

3. a) Podobné jako v pifkladu 1.b) si uvédomime, %e p-valuace odpovidaji exponentiim v prvoéiselném
rozkladu. Tedy a = £ ][ p prl@) b=+ | pr®) a ab = + [Ler p»(@)  Pronasobenim prvnich dvou
vztaht dostaneme ab = + HpeJP p?r( @) 7 jednoznacnosti prvoéiselnych rozkladit uz dostaneme kyzenou
rovnost.

3. b) Protoze je ™ celé cislo, tak n déli m a miizeme psat m = nk. Potom uZ je jen o preusporadani
vzorce z predchoziho bodu:

UP(%) = vp(k) = vp(k) + vp(n) — vp(n) = vy(nk) — vp(n) = vp(m) — vp(n).

3. c) Potrebujeme dokézat, ze kdyZ p* d&li m i n, pak déli i jejich soucet. To je ale znama vlastnost
délitelnosti.

Ve druhé ¢asti BUNO piedpokladejme, Ze v,(m) > v,y(n). Pak lze psat n = pFng, kde p f ng, a
m = p*1m/ (o m’ nic nepfedpokladame). Dostavame m + n = p*(pm/ + ng), a protoze pm’ 4 ng neni
délitelné p, tvrzeni je dokézano.



