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Motivace a obsah kurzu

Teoretickým konceptem pøenosu informace, zejména otázkou mìøení obsahu informace
a jeho ztráty se zabývá teorie informace, která vyu¾ívá pøedev¹ím jazyka teorie pravdì-
podobnosti. V rámci kurzu Samoopravné kódy se omezíme na strukturu, která informaci
nese, tedy na kód, kódování a dekódování metodou nejbli¾¹ího slova, její¾ správnost nám
(za vhodných pøedpokladù) zaruèují hlavní výsledky teorie pravdìpodobnosti. Matema-
tický model základní úlohy mù¾eme struènì formulovat napøíklad následovnì:

Efektivnì a bez ztrát pøenést informaci informaèním kanálem ze zdroje informace
k pøíjemci.

Ozøejmìme si význam jednotlivých slo¾ek matematického modelu:

• informaèní zdroj/pøijímaè - strany komunikace (2 lidé, 2 stroje, vysílaè pøijí-
maè apod.), model pracuje s odpovídajícími náhodnými velièinami,
• informaèní kanál - fyzikální prostøedí, u nìj¾ nás zajímá míra jeho (ne)spolehli-
vosti, pøedstavovaná rovnì¾ náhodnou velièinou chyby kanálu,
• bezztrátovost - informace zdroje a pøíjemce by mìla být po odhalení a opravení
chyb pøenosu stejná,
• efektivita - snaha o maximalizaci míry informace vzhledem k velikosti struktury,
která informaci nese.

Teorie kódù se tedy zabývá pøedev¹ím posledními dvìma slo¾kami modelu, konkrétnì
otázkou konstrukce efektivních kódù a jejich kódování, které poskytují postupy opravy
chyb.

Rozvrh kurzu

(1) základní koncepty teorie kódù (vzdálenost, nosnost, linearita, dualita)
(2) algebraické konstrukce (koneèná tìlesa a polynomy nad nimi, cyklické, RS, GRS

a reziduální kódy)
(3) kombinatorické a geometrické konstrukce (Golayovy kódy, RM kódy),
(4) úvod do konvoluèních kódù.

Základní koncepty

1. Najít, opravit a neloudat se!

Nejprve zavedeme pojmy délky a vzdálenosti kódu, které nám umo¾ní korektnì pra-
covat s konceptem nalezení a opravení chyby pøijatého slova. Hlavním výsledkem sekce
budou dva vztahy (Hammingùv a Singletonùv) ozøejmující pro danou délku kódu protiklad
schopnosti opravit chybu a velikosti.

Celou pøedná¹ku pøedpokládáme, ¾e Fq = F je abeceda znakù zdroje i pøíjemce pro F
koneèné tìleso øádu q = |F|, n bude v¾dy pøirozené èíslo.

T&N. Aritmetický vektor v ∈ Fn budeme nazývat slovo délky n a v souøadnicích ho
budeme zapisovat øádkovì v = v1v2 . . . vn.
Mno¾ina C ⊆ Fn se nazývá blokový kód délky n
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De�nice. Nech» u,v ∈ Fn a C ⊆ Fn je neprázdná mno¾ina slov. Pak
- d(u,v) = |{i | ui 6= vi}| se nazývá (Hammingova) vzdálenost slov u a v,
- polo¾me d(C) = min{d(u,v) | u,v ∈ C,u 6= v} pro |C| > 1 a d(C) = n+1 pro |C| = 1,

pak d(C) nazveme (Hammingova) vzdálenost kódu C,
- w(u) = d(u,0) se nazývá (Hammingova) váha slova u.

Poznámka 1.1. Jestli¾e u,v ∈ Fn pak

(1) d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v) pro ka¾dé w ∈ Fn
(2) d(u,v) = w(u− v)

Dùkaz. (1) Oznaème D(u,v) = {i | ui 6= vi}, pak
D(u,v) ⊆ D(u,w) ∪D(w,v)

proto
d(u,v) = |D(u,v)| ≤ |D(u,w) ∪D(w,v)| ≤ d(u,w) + d(w,v).

(2) Staèí uvá¾it, ¾e ui 6= vi ⇔ ui − vi 6= 0. �

T&N. Jestli¾e u ∈ Fnq , M ⊆ Fnq a r je nezáporné celé èíslo, pak

S(u, r) := {v ∈ Fnq | d(u,v) ≤ r}
je q-ární koule o polomìru r se støedem u a znaèíme u +M = {u + v | v ∈ Fnq }

Pozorování. Jestli¾e u,v ∈ Fn a r ∈ N pak

(1) S(u, r) = u + S(0, r) = u− v + S(v, r),
(2) |S(u, r)| = |S(0, r)| = |S(v, r)|.

T&N. Je-li r nezáporné celé èíslo, pak se velikost koule v prostoru Fnq znaèí Vq(n, r) =
|S(0, r)| a o kódu C ⊆ Fnq øekneme, ¾e
- rozpozná r chyb, pokud S(u, r) ∩ C = {u} pro ka¾dé u ∈ C,
- opraví r chyb, pokud S(u, r) ∩ S(v, r) = ∅ pro ka¾dé u,v ∈ C, u 6= v.

Pozorování. Pokud kód C opraví r chyb, u ∈ C, v ∈ S(u, r), pak S(v, r) ∩ C = {u}.

Pøedchozí úvaha vede k opravovacímu algoritmu metodou nejbli¾¹ího slova: je-li v
pøijaté slovo, zvolíme takové u ∈ C, pro nì¾ S(v, r) ∩ C = {u}. Je-li pravdìpodobnost
bezchybného pøíjetí (q-árního) bitu vìt¹í ne¾ pravdìpodobnost bitové chyby, víme z teorie
informace, ¾e se jedná o ML dekódovací schéma.

Poznámka 1.2. Je-li C ⊆ Fn je aspoò dvouprvkový kód a r ∈ N pak

(1) C rozpozná r chyb ⇔ d(C) > r,
(2) C opraví r chyb ⇔ d(C) > 2r,

Dùkaz. (1) d(C) > r⇔ ∀u 6= v ∈ C platí, ¾e d(u,v) > r, tudí¾ ∀u ∈ C : S(u, r)∩C = {u}.
(2) Doká¾eme nepøímo.
(⇒) Nech» d ≤ 2r. Pak ∃u 6= v ∈ C splòující d(u,v) ≤ 2r ⇒ pro D := {i | ui 6= vi}

dostáváme |D| ≤ 2r ⇒ ∃B ⊂ D, pro nì¾ |B| ≤ r a |D \B| ≤ r. De�nujme slovo w:

wi =

 ui pro i ∈ B
vi pro i ∈ D \B
ui = vi jinde
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Pak d(u,w) ≤ r a d(v,w) ≤ r, proto w ∈ S(u, r) ∩ S(v, r).
(⇐) Nech» ∃u 6= v ∈ C a ∃w ∈ Fn splòující w ∈ S(u, r) ∩ S(v, r). Pak

d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v) ≤ 2r

díky 1.1(1). �

Vìta 1.3 (Hammingova nerovnost). Nech» C ⊆ Fn je aspoò dvouprvkový kód, který
opraví r chyb. Pak 2r < d(C) a pro k = logq |C| platí, ¾e Vq(n, r) ≤ qn−k.

Dùkaz. Z 1.2 plyne, ¾e 2r < d(C), proto je {S(u, r) | u ∈ C} disjunktní systém podmno¾in
Fn. Nyní staèí pøepoèítat prvky jednotlivých mno¾in:

Vq(n, r)|C| =
∑
u∈C

|S(u, r)| = |
⋃̇

u∈C
S(u, r)| ≤ |Fn| = qn.

Proto¾e |C| = qk, dostáváme Vq(n, r) ≤ qn

qk
= qn−k. �

De�nice. Nech» C ⊆ Fn, k = logq |C| a r je nezáporné celé èíslo. Èíslo k
n
se nazývá

nosnost (nebo také informaèní pomìr) kódu
Kód C je r-perfektní, jestli¾e opraví r chyb a Vq(n, r) = qn−k, C je perfektní, jestli¾e

existuje r, pro nì¾ je r-perfektní.

Pozorování. Nech» C ⊆ Fn, k = logq |C| > 0 a r je nezáporné celé èíslo.

(1) k
n
∈ (0, 1〉 a k = n, právì kdy¾ C = Fnq ,

(2) C je r-perfektní, právì kdy¾ Fnq =
⋃̇

u∈CS(u, r),

(3) je-li C perfektní kód, je r-perfektní pro jediné r = d(C)−1
2

, a je d(C) nutnì liché.

Vìta 1.4 (Singletonùv odhad). Jestli¾e C ⊆ Fnq je kód a k = logq |C|, pak d(C) ≤ n−k+1.

Dùkaz. Nech» A(n, d) := max{logq |C| | C ⊆ Fnq , d(C) ≥ d}. Pak pro ka¾dé C ⊆ Fnq
splòující d = d(C) platí, ¾e k ≤ A(n, d).
Dokazujme indukcí dle d ≥ 1 tvrzení ∀n A(n, d) ≤ n− d+ 1.
Proto¾e vzdálenost jedna má totální kód Fnq , dostáváme A(n, 1) = n = n − 1 + 1,

vidíme, ¾e tvrzení pro d = 1 a ka¾dé n platí.
Za platnosti tvrzení pro d− 1 doká¾eme tvrzení pro d ≥ 2. Pro libovolný kód C ⊆ Fnq

splòující d(C) ≥ d sestrojíme kód

C := {v1 . . . vn−1 ∈ Fn−1q | ∃vn : v1 . . . vn−1vn ∈ C}.

Pak |C| = |C| proto¾e d ≥ 2 a dále d(C) ≥ d − 1, proto díky indukènímu pøedpokladu
dostáváme, ¾e

A(n, d) ≤ A(n− 1, d− 1) ≤ (n− 1)− (d− 1) + 1 = n− d+ 1.

Proto¾e k ≤ A(n, d(C)) ≤ n− d(C) + 1, vidíme, ¾e d(C) ≤ n− k + 1. �

De�nice. Nech» C ⊆ Fnq , k = logq |C| a d = d(C). C se nazývá MDS (maximum distance
separable), jestli¾e d = n− k + 1.
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Pøíklad 1.5. (1) Kód Fn má vzdálenost 1, neopraví tudí¾ ¾ádnou chybu a pøedstavuje
(nezajímavý) 0-perfektní kód i MDS kód,
(2) Dvouprvkový binární kód {0, 11 . . . 1} ⊆ Fn2 má vzdálenost n, jedná se tedy o MDS

kód, který je pro n liché i perfektní, nebo» opraví právì n−1
2

chyb a Fn2 = S(0, n−1
2

) ∪
S(11 . . . 1, n−1

2
). V pøípadì, ¾e je n sudé o perfektní kód se nejedná.

(3) Pro n ≥ 2 je tzv. paritní kód C = {v ∈ Fn2 |
∑

i vi = 0} MDS, nebo» d(C) = 2 a
k = n− 1, který není perfektní.

2. S linearitou jde v¹e lépe

V této kapitole si uvìdomíme, ¾e lineární kódy umo¾òují snadné kódování i testování,
zda je pøijaté slovo kódové, díky generující a kontrolní matici. Pouhá zámìna generující
a kontrolní matice ozøejmí velmi u¾iteèný koncept dualizace kódu.

De�nice. C ⊆ Fn se nazývá lineární kód, jde-li o podprostor vektorového prostoru Fn
nad tìlesem F.

T&N. Je-li C ⊆ Fnq lineární kód délky n nad tìlesem Fq, k = dimFq(C) a d = d(C), pak
ho v závislosti na tom, které z hodnot známe, oznaèujeme jako kód s parametry

[n, k], [n, k, d], [n, k]q, [n, k, d]q.

Pozorování. Jestli¾e je C kód s parametry [n, k, d]q, pak

(1) k = logq |C| = dimFq(C), a proto je nosnost C rovna k
n
,

(2) d(C) = min{w(v) | v ∈ C \ {0}}, proto¾e pro v¹echna kódová slova v,w platí, ¾e
0 ∈ C a w(v) = d(v,0) a naopak v −w ∈ C a d(v,w) = w(v −w).

T&N. Buï C [n, k]-kód aG =


c1
. . .
. . .
ck

 ∈ Fk×n aH ∈ F(n−k)×n, pakG je generující matice

kódu C, jestli¾e c1, . . . , ck je báze C, a H kontrolní matice kódu C, pokud C = Ker H.

Pozorování. Nech» G ∈ Fk×n, H ∈ F(n−k)×n a C je [n, k]-kód.

(1) Buï G generující matice C. Pak H je kontrolní matice kódu C, právì kdy¾ øádky
H tvoøí bázi øe¹ení soustavy GxT = 0T .

(2) Buï H kontrolní matice C. Pak G je generující matice kódu C, právì kdy¾ øádky
G tvoøí bázi øe¹ení soustavy HxT = 0T

(3) G a H jsou generující a kontrolní matice kódu C, právì kdy¾ rank G = k,
rank H = n− k, GHT = 0 a C = Im GT = Ker H.

T&N. Pro (blokové) kódy C, C ⊆ Fn a permutaci σ ∈ Sn oznaème C ∼σ C, pokud
c1 . . . cn ∈ C ⇔ cσ(1) . . . cσ(n) ∈ C. Øekneme, ¾e jsou kódy C a C permutaènì ekvivalentní

(prostøednictvím permutace σ) jestli¾e existuje σ ∈ Sn, pro ni¾ C ∼σ C.
Øekneme , ¾e je generující matice lineárního kódu ve standardním tvaru, má-li formu

(Ik|A) ∈ Fk×n.
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Pozorování. Nech» σ ∈ Sn, kódy C, C ⊆ Fn jsou permutaènì ekvivalentní prostøednic-
tvím σ a de�nujme ϕσ : Fn → Fn pøedpisem ϕσ(v) = vσ(1) . . . vσ(n). Pak

(1) ϕσ : Fn → Fn je izomor�smus, C = ϕσ(C) a |C| = |C|,
(2) C je lineární právì kdy¾ je C lineární,
(3) pro u,v ∈ Fn máme d(u,v) = d(ϕσ(u), ϕσ(v)) a proto d(C) = d(C),
(4) permutaèní ekvivalence tvoøí ekvivalenci na kódech obsa¾ených v Fn.

Poznámka 2.1. Je-li C lineární kód, pak existuje generující matice ve standardním tvaru
nìjakého kódu, který je permutaènì ekvivalentní k C.
Dùkaz. Nech» G je generující matice [n, k]-kódu C. Posloupností elementárních úprav
(obvykle nazývanou Gaussova-Jordanova eliminace) najdeme øádkovì ekvivalentní, tedy
rovnì¾ generující odstupòovanou matici D = (dT1 | . . . |dTn ) ∼ G s bázovými sloupci dTi1 =
eT1 , . . . ,d

T
ik

= eTk tvoøící kanonickou bázi prostoru Fk. Vezmeme-li libovolnou permutaci
σ ∈ Sn splòující σ(j) = ij, pak dostáváme generující matici

D̃ = (dTσ(1)|dTσ(2)| . . .dTσ(k) . . . |dTσ(n)) = (Ik|dTσ(k+1) . . . |dTσ(n)),

kódu kódu C permutaènì ekvivalentního C, konkrétnì platí, ¾e C ∼σ C. �

Poznámka 2.2. Je-li (Ik|A) ∈ Fk×n generující matice [n, k]-kódu, pak (−AT |In−k) je
jeho kontrolní matice.

Dùkaz. Vyu¾ijeme tøetí bod pozorování ze zaèátku sekce, které øíká, ¾e staèí spoèítat
rank((−AT |In−k)) = n− k a ovìøit nulovost souèinu

(−AT |In−k) · (Ik|A)T =
(
−AT |In−k

)( Ik
AT

)
= −AT + AT = 0,

kde jsme vyu¾ili znalosti poèítání s blokovými maticemi. �

Pozorování. Nech» G je generující a H kontrolní matice [n, k]-kódu C a de�nujme zob-
razení c : Fk → Fn pøedpisem c(v) = vG.

(1) c je prosté lineární zobrazení a C = c(Fk).
(2) Opraví-li C r chyb a Er = {eHT | e ∈ S(0, r)}, pak pro ka¾dé v ∈ Er existuje

jediné e ∈ S(0, r) pro nì¾ eHT = v. , a pokud uHT = eHT , pak u− e ∈ C.
(3) Je-li G = (Ik|A) matice ve standardním tvaru, pak c(v) = (v|vA)

Hodnota uHT vyu¾ívaná v bodu (2) se obvykle nazývá syndrom slova u a její urèení
bývá klíèové pro nalezení chyby. Kódování s maticí ve standardním tvaru z bodu (3) se
øíká systematické kódování.

Vìta 2.3. Je-li C [n, k, d]-kód s kontrolní maticí H a r je nejvìt¹í hodnota, pro ni¾ je
ka¾dých r sloupcù H lineárnì nezávislých, pak d = r + 1.

Dùkaz. Nejprve uvá¾íme, ¾e r = 0, právì kdy¾ existuje i, pro nì¾ je i-tý sloupec H nulový,
co¾ je ekvivalentní podmínce, ¾e existuje i, pro které HeTi = 0T a to nastává právì tehdy,
kdy¾ existuje i, pro které ei ∈ C. Proto¾e je poslední podmínka ekvivalentní tomu, ¾e
d(C) = 1, máme tvrzení pro r = 0 dokázané.
Nyní si v¹imnìme, ¾e r = n, právì kdy¾ H je regulární ètvercová matice, právì kdy¾

d(C) = d({0}) = n+ 1.
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Koneènì nech» 0 < r < n a d(C) = d. Potom existuje u ∈ C, pro které w(u) = d, tedy
HuT = 0T , z èeho¾ plyne, ¾e máme d lineárnì závislých sloupcù matice H. Odtud vidíme,
¾e r ≤ d− 1. Naopak z maximality r plyne, ¾e ∃v, pro které w(v) = r + 1 a HvT = 0T .
To znamená, ¾e v ∈ C a d ≤ w(v) = r + 1, èím¾ jsme ovìøili, ¾e d = r + 1. �

Nyní sestrojíme perfektní lineární kód, který není MDS.

Pøíklad 2.4 (Hammingùv perfektní kód délky 7). De�nujme binární kód H s kontrolní

maticí H =

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

. Spoèítáme G =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1

 generu-

jící matici ve standardním tvaru, v¹imnìme si, ¾e jsou ve sloupcích v binárním zápisu
umístìny hodnoty 1 a¾ 7. Proto¾e jsou tudí¾ ka¾dé dva sloupce H rùzné, jsou nad F2

lineárnì nezávislé. Naopak, napøíklad první tøi sloupce H u¾ jsou lineárnì závislé, proto
podle Vìty 2.3 platí, ¾e d(H) = 3, a kód podle Poznámky 1.2 opraví právì jednu chybu.
Snadno spoèítáme

V2(7, 1) = 1 +

(
7

1

)
= 8 = 27−4,

tedy se jedná o 1-perfektní kód, který ov¹em není MDS, nebo» 3 < 7− 4 + 1.

T&N. Bilineární formì · na vektorovém prostoru Fn nad tìlesem F dané vztahem u ·v =∑n
i=1 uivi budeme øíkat bodový souèin. Nech» C ⊆ Fn je kód. Pak C⊥ = {v ∈ Fn | v · d =

0 ∀d ∈ C} nazývá duální kód ke kódu C. Kód C se nazývá samoortogonální, pokud C ⊆ C⊥
a C je samoduální, pokud C = C⊥.
Pozorování. Nech» C,D ⊆ Fn.

(1) bodový souèin · je regulární symetrická bilineární forma,
(2) C⊥ = (LO C)⊥ je lineární kód, tedy samoduální kód je v¾dy lineární
(3) C ⊆ LO C = (C⊥)⊥ a je-li C lineární, pak C = (C⊥)⊥,
(4) pokud C ⊆ D, pak D⊥ ⊆ C⊥.

Poznámka 2.5. Buï C [n, k]-kód, G ∈ Fk×n a H ∈ F(n−k)×n.

(1) C⊥ je [n, n− k]-kód,
(2) G je generující matice C, právì kdy¾ je G kontrolní matice C⊥,
(3) H je generující matice C⊥, právì kdy¾ je H kontrolní matice C,
(4) je-li G je generující matice, pak

(a) C je samoduální, právì kdy¾ G je kontrolní matice C.
(b) C je samoortogonální, právì kdy¾ GGT = 0,

Dùkaz. (1) Je-li G generující matice C a c1, . . . , ck její øádky, potom díky Pozorování
C⊥ = (c1, . . . , ck)

⊥ = Ker G, a proto dim C⊥ = n− rank G = n− k, jak víme z lineární
algebry.
(2) V¹imneme si, ¾e G je generující matice právì tehdy, kdy¾ Ker G = C⊥, co¾ je

ekvivalentní tomu, ¾e G kontrolní matice C⊥.
(3) Proto¾e C = (C⊥)⊥, je podle (2) jeH generující matice C⊥, právì kdy¾ jeH kontrolní

matice (C⊥)⊥ = C.
(4) Platnost (a) plyne okam¾itì z (2), (b) je snadné. �
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Na závìr zavedeme je¹tì jedno pøirozené lineární zobrazení kódù.

T&N. Nech» r ∈ N, 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n a I = {i1, . . . , ir}. Oznaème πI : Fn → Fn−r
zobrazení, kde πI(u) vznikne z u vynecháním v¹ech souøadnic i1, . . . , ir a πi = π{i}.
Zobrazení πI se nazývá propíchnutí a πI(C) je pro ka¾dé C ⊆ Fn propíchnutý kód v
souøadnicích I.

Pozorování. Pro r pøirozené, 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n, i ∈ {1, . . . , n} a I = {i1, . . . , ir}
platí:

(1) πI = πi1 . . . πir je lineární zobrazení,
(2) propíchnutý kód lineárního kódu je lineární,
(3) je-li C [n, k, d]-kód pro d > 1, pak πi(C) je buï [n−1, k, d]-kód nebo [n−1, k, d−1]-

kód.

Pøíklad 2.6. Je-li G =


1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0

 generující matice [8, 4]2-kódu C ve

standardním tvaru, vidíme, ¾e GGT = 0, jde o samoduální kód. Proto¾e ¾ádný sloupec
matice G není nulový, ka¾dé dva jsou rùzné, souèet ka¾dých tøí má lichou váhu, tedy není
nula a souèet prvních tøí sloupcù dá právì poslední sloupec, plyne z 2.3, ¾e d(C) = 4,
proto je C [8, 4, 4]2-kód.
V¹imnìme si, ¾e propíchnutí π8(C) je právì Hammingùv 1-perfektní [7, 4, 3]2-kód z 2.4

s generující maticí


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1

.

Algebraické konstrukce

3. Hrajeme si s MDS-kódy

V této kapitole si pov¹imneme elementárních vlastností tøídy snadno konstruovatelných
lineárních kódù, které jsou nejlep¹í mo¾né z hlediska Singletonova odhadu. Uká¾eme, ¾e je
tato tøída uzavøená na propíchnutí i dualitu a zároveò nahlédneme jejich hlavní nevýhodu,
toti¾ fakt, ¾e vzdálenost pou¾itelných konstrukcí je shora omezena øádem tìlesa.
Pøipomeòme, ¾e pro [n, k, d]-kód v¾dy platí d ≤ n − k + 1 a tento kód je MDS, právì

kdy¾ d = n− k + 1. Zaèneme formulací dùsledku Vìty 2.3.

Poznámka 3.1. Buï C [n, k, d]-kód s kontrolní maticí H. Pak je ekvivalentní:

(1) C je MDS,
(2) ka¾dých n− k sloupcù H je lineárnì nezávislých,
(3) ka¾dá ètvercová matice, která vznikne z H vypu¹tìním k sloupcù je regulární.

Dùkaz. (1)⇒(2) C je MDS znamená, ¾e d− 1 = n− k, proto (2) plyne z 2.3.
(2)⇒(1) Z 1.4 plyne, ¾e d ≤ n− k+ 1 a z 2.3 plyne, ¾e d ≥ n− k+ 1, proto je C MDS.
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(2)⇔(3) To, ¾e je ètvercová matice regulární, právì kdy¾ jsou její sloupce lineárnì
nezávislé, víme z lineární algebry. �

Poznamenejme, ¾e pou¾ijeme-li 2.5 na pøedchozí tvrzení, dostáváme pro [n, k]-kód s
generující maticí G, ¾e je jeho duál MDS, právì kdy¾ ka¾dá ètvercová matice, která
vznikne z G vypu¹tìním n− k sloupcù, je regulární.

Vìta 3.2. Lineární kód C je MDS, právì kdy¾ C⊥ je MDS.

Dùkaz. Proto¾e C = (C⊥)⊥, staèí dokázat (napøíklad) jen zpìtnou implikaci, platí-li toti¾
zpìtná implikace, pak pøímou obdr¾íme jejím pou¾itím na duální kód C⊥.
Zpìtnou implikaci doka¾me ji nepøímo, tedy budeme pøedpokládat, ¾e C je [n, k, d]-kód,

který není MDS. Pak d =< n − k + 1, tudí¾ d ≤ n − k. Proto¾e existuje v ∈ C tak, ¾e
0 < w(v) ≤ n− k, vidíme, ¾e |{i | vi = 0}| = n− w(v) ≥ k. Z lineární algebry víme, ¾e
existuje báze C obsahující vektor v, a proto existuje generující matice G, její¾ první øádek
tvoøí slovo v. Podle 2.5 je G kontrolní maticí kódu C⊥, její¾ alespoò k sloupcù má první
souøadnici nulovou. Uvá¾íme-li tedy ètvercovou matici tvoøenou k takovými sloupci, je
její první øádek nulový a tudí¾ se jedná o singulární matici. Z Poznámky 3.1 potom plyne,
¾e C⊥ není MDS. �

Díky 2.5 tedy mù¾eme testovat to, zda je kód MDS i pomocí jeho generující matice:

Dùsledek 3.3. BuïG generující matice [n, k]-kódu C. Pak C je MDS (tedy [n, k, n−k+1]-
kód), právì kdy¾ je ka¾dých k sloupcù G lineárnì nezávislých.

Z pøedchozího tvrzení plyne dal¹í dùle¾itá uzávìrová vlastnost tøídy lineárních MDS
kódù:

Dùsledek 3.4. Buï C MDS- [n, k, n − k + 1]-kód a nech» platí, ¾e I ⊆ {1, . . . , n} a
r = |I| ≤ n− k. Pak πI(C) je MDS [n− r, k, n− r − k + 1]-kód.

Dùkaz. Nech» G =

c1
. . .
ck

 je generující matice kódu C. Pak je GI =

πI(c1). . .
πI(ck)

 generující

matice kódu πI(C), nebo» r = |I| ≤ n − k, k ≤ n − r a matice GI má tudí¾ hodnost
rovnou k. Potom z 3.3 plyne, ¾e ka¾dých k sloupcù G, a tudí¾ i GI je lineárnì nezávislých.
Naopak obrácená implikace Dùsledku 3.3 nám øíká, ¾e je kód πI(C) je MDS. �

Uveïme nyní univerzální konstrukci MDS kódu, jí¾ se budeme podrobnìji zabývat v 6.
sekci.

Pøíklad 3.5. Nech» α1, . . . , αn ∈ F∗q jsou po dvou rùzné prvky, k < n, polo¾me α =

(α1, . . . , αn), dále Hk,α =


1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αn
. . . . . .
. . . . . .

αk−11 αk−12 . . . αk−1n

 a Ck,α = kerHk,α. Potom tvoøí

ka¾dých k sloupcù této matice regulární matici a proto jsou Ck,α i C⊥k,α MDS-kódy.
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Na závìr doká¾eme tvrzení, které ozøejmí vztah mezi existencí lineárních MDS-kódù a
velikostí tìlesa F. Ukazuje se, ¾e pøedpoklad pøedchozí konstrukce na dostateènou velikost
pou¾itého tìlesa nebyl náhodný.
Nejprve vyslovíme drobné lineárnì algebraické pozorování.

Pozorování. Nech» 0 < i < j ≤ k, a,b ∈ Fk, bi 6= 0 6= bj, Jestli¾e
ai
bi

=
aj
bj
, pak je

mno¾ina vektorù {es ∈ Fk | s : i 6= s 6= j} ∪ {a,b} lineárnì závislá, nebo» se jedná
o øádkové vektory matice Ia,b, kterou dostaneme z jednotkové nahrazením i-tého øádku
slovem a a j-tého øádku slovem b a její¾ determinant je det Ia,b = aibj − ajbi = 0.

Vìta 3.6. Jestli¾e je [n, k, d]q-kód MDS a 3 ≤ d ≤ n− 1, pak n− q < k < q a d ≤ q.

Dùkaz. Nech» C je [n, k, d]q-kód, který je MDS, tedy d = n−k+1. Pak podle 3.2 je duální
kód C⊥ MDS [n, n− k, d′]q, kde

d′ = n− (n− k) + 1 = k + 1 = n− d+ 2,

co¾ také znamená, ¾e d = n−d′+2. Dosadíme-li vyjádøení d do pøedpokladu 3 ≤ d ≤ n−1
dostáváme nerovnosti

3 ≤ n− d′ + 2 ≤ n− 1,

které upravíme odeètením n+ 2 na

1− n ≤ −d′ ≤ −3

a následnì pøenásobením hodnotou −1 na

3 ≤ d′ ≤ n− 1.

Ovìøili jsme, ¾e pro d i d′ platí stejné pøedpoklady a dokázané tvrzení pro kód C bude
platit i pro duální kód C⊥, který je podle 3.2 rovnì¾ MDS-kód.
Proto¾e parametry kódu nezávisí na poøadí souøadnic, mù¾eme díky 2.1 bez újmy na

obecnosti pøedpokládat, ¾e existuje generující matice kódu C ve standardním tvaru (Ik|A),
kde A ∈ Fk×n−kq . Proto¾e d ≥ 3, máme n− k = d− 1 ≥ 2, tedy A má aspoò dva sloupce.
Uvìdomme si, ¾e v¹echny hodnoty A jsou nenulové. Kdyby aij = 0, pak by j-tý sloupec

matice A byl lineární kombinací prvních k sloupcù matice (Ik|A) s výjimkou i-tého, co¾
je ve sporu s 3.3. Proto¾e jsou podle 3.3 první dva sloupce matice A a ka¾dých k − 2
sloupcù jednotkové matice lineárnì nezávislé, plyne z pøedchozího pozorování, ¾e ∀i 6= j
ai1
ai2
6= aj1

aj2
, tedy

k = |{ai1
ai2
∈ F∗q | i = 1, . . . , k}| ≤ |F∗q| ≤ q − 1.

Odtud okam¾itì dostáváme nerovnost k < q a duálnì pro MDS kód C⊥ máme n− k < q,
a proto k > n− q. Z pøedposlední nerovnosti koneènì plyne d = n+ 1− k ≤ q. �

Pøíklad 3.7. Dvouprvkový kód {0, 1 . . . 1} je pro k ≥ 1 a n > 2 jediný binární lineární
kód s parametry [n, k, n − k + 1]2, který opraví 1 chybu, tedy d ≥ 3. Kdyby d < n, pak
by z 3.6 plynulo, ¾e 3 ≤ d ≤ q = 2, tedy spor.
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4. Polynomy nad koneènými tìlesy

V této kapitole budeme aplikovat nìkteré výsledky Galoisovy teorie na pøípad koneèných
tìles. Pøedev¹ím nás budou s ohledem na dùle¾itou strukturu cyklických kódù, kterou se
budeme zabývat v následující kapitole, zajímat ireducibilní rozklady polynomù xn − 1.
Nejdùle¾itìj¹ím nástrojem pro tento úkol budou cyklotomické polynomy, o nich¾ doká¾eme,
¾e na rozdíl od celoèíselných cyklotomických polynomù, dùle¾itých v teorii èísel, nemusí
být ireducibilní.

F v celé kapitole znaèí koneèné tìleso (prvoèíselné) charakteristiky p, èísla n a k jsou
pøirozená. Nejprve shrneme popis koneèných tìles, který jsme zèásti odvodili a zèásti
pøipomnìli na základì znalostí z pøedná¹ky Algebra. Ve loòské verzi skript Davida Sta-
novského najdete uvedené výsledky v sekcích 24.2 a 16.2.

Fakt 4.1. Pro koneèné tìleso F (prvoèíselné) charakteristiky p a pøirozené èíslo q platí:

(1) Tìleso F øádu q existuje, právì kdy¾ existuje n, pro nì¾ q = pn,
(2) jestli¾e pn = |F| pak je F izomorfní rozkladovému nadtìlesu polynomu polynomu

xp
n − x nad Fp a xp

n − x =
∏

a∈F(x− a),
(3) pro ka¾dé k existuje ireducibilní polynom m stupnì k nad tìlesem Fp, a pro ka¾dý

takový polynom platí, ¾e Fp[x]/(m) ∼= Fpk a ¾e m | xpn − x,
(4) F∗q je cyklická grupa a pro ka¾dé k | (q − 1) existuje jediná podgrupa F∗q øádu k.

T&N. A¾ na izomor�smus jednoznaènì urèené tìleso o pn prvcích se znaèí Fpn a obvykle
se nazývá Galoisovo tìleso øádu pn. Zobrazení fpk : F→ F urèená pøedpisem fpk(a) = ap

k

budeme nazývat Frobeniovy endomor�smy.

Pozorování. Uva¾ujme-li P = 〈1〉 podgrupu F generovanou prvkem 1 a Uk := {t ∈
F| fpk(t) = t} pro k pøirozené, platí:

(1) fp je automor�smus a fpk = fpk−1 ◦ fp,
(2) P ⊆ Uk jsou podtìlesa tìlesa F a U1 = P ∼= Zp,
(3) fpk je Uk-automor�smus tìlesa F.

T&N. Podtìlesu P tìlesa F z Pozorování se øíká prvotìleso tìlesa F.

Poznámka 4.2. Nech» p je prvoèíslo, k, n, r pøirozená èísla, q = pr. Pak jsou následující
tvrzení ekvivalentní:

(1) k | n v oboru Z,
(2) (pk − 1) | (pn − 1) v oboru Z,
(3) (qk − 1) | (qn − 1) v oboru Z,
(4) (xq

k − x) | (xqn − x) v oboru F[x].

Dùkaz. (1)⇒(2) Jestli¾e n = kd, snadno spoèítáme, ¾e pn − 1 = (pk − 1)
∑d−1

i=0 p
ik.

(2)⇒(1) Nech» (pk − 1) | (pn − 1) a n = kd+ r, kde 0 ≤ r < k. Víme, ¾e

pkd − 1 = (pk − 1)
d−1∑
i=0

pik, tedy (pk − 1) | ((pn − 1)− pr(pkd − 1)).

Proto¾e (pn − 1) − pr(pkd − 1) = pr − 1, máme (pk − 1) | (pr − 1). Ov¹em r < k, proto
r = 0.
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(1)⇔(3) Staèí uvá¾it, ¾e k | n ⇔ rk | rn a to je dle dokázané ekvivalence ekvivalentní
tvrzení (qk − 1) = (prk − 1) | (prn − 1) = (qn − 1).
(3)⇒(4) Pou¾ijeme obdobný argument jako v dùkazu (1)⇔(2), je-li toti¾ (qn − 1) =

s(qk − 1), pak (xq
n − x) = x(xq

k−1 − 1)
∑s−1

i=0 x
i(qk−1), co¾ dokazuje (4) za pøedpokladu,

¾e platí (3)
(4)⇒(3) Obdobnì, pokud (xq

k−1 − 1) | (xqn−1 − 1) a vydìlíme-li se zbytkem qn − 1 =

s(qk − 1) + r, pak i (xq
k−1 − 1) dìlí (xq

n−1 − 1) − xr(xs(qk−1) − 1) = xr − 1, odkud opìt
kvùli argumentu r < qk − 1 dostáváme, ¾e r = 0, a proto (qk − 1) | (qn − 1). �

Poznámka 4.3. Nech» q je pøirozené èíslo. Pak existuje podtìleso tìlesa Fpn o q prvcích,
právì kdy¾ existuje k | n, pro které q = pk. Podtìleso dané velikosti je urèeno jednoznaènì.

Dùkaz. (⇒) Víme, ¾e podtìleso U øádu q má charakteristiku p, proto podle 4.1(2) existuje
k ≥ 1, pro nì¾ q = pk. Z Lagrangeovy vìty pou¾ité pro U∗ ≤ F∗pn plyne, ¾e (pk − 1) |
(pn − 1), tudí¾ k | n díky 4.2.
(⇐) Podle 4.1(2) jsou v¹echny prvky Fpn koøeny polynomu xp

n −x a k | n, tudí¾ podle
4.2 (xp

k − x) | (xp
n − x) a Uk = {t ∈ Fpn| fpk(t) = t} je podtìleso slo¾ené právì z pk

koøenù polynomu xp
k − x. Tedy Uk je hledané podtìleso øádu pk.

Jednoznaènost existence podtìlesa øádu øádu pk plyne za faktu 4.1(1), ¾e nutnì sestává
právì ze v¹ech koøenù polynomu xp

k − x. �

Nyní si uvìdomíme, ¾e xq
n − x poskytuje v¹echny ireducibilní polynomy stupnì n nad

tìlesem øádu q.

Vìta 4.4. Je-li m ∈ Fq[x] ireducibilní polynom stupnì k, pak m dìlí xq
n−x právì tehdy,

kdy¾ k dìlí n.

Dùkaz. Poznamenejme, ¾e existuje pøirozené s, pro nì¾ q = ps, a ¾e mù¾eme bez újmy na
obecnosti pøedpokládat, ¾e je m monický polynom.
(⇒) Proto¾e m dìlí xq

n − x =
∏

a∈Fqn
(x − a), existuje díky díky 4.1(2) prvek α ∈

Fqn , které je koøenem m, a proto¾e je m ireducibilní monický polynom, jedná se právì
minimální polynom prvku α nad tìlesem Fq. Proto

[Fq(α) : Fq] = deg(m) = k,

tedy |Fq(α)| = qk = pks. Podle 4.3 tak dostáváme, ¾e ks | ns a tudí¾ k | n.
(⇐) Známá konstrukce nám øíká, ¾e Fq[x]/(m) tvoøí koøenové nadtìleso polynomu m

nad tìlesem Fq øádu qk. To je podle 4.1(3) izomorfní rozkladovému nadtìlesu polynomu
xq

k−x nad tìlesem Fp a tudí¾ i nad tìlesem Fq, které je podle 4.3 obsa¾eno v Fqk . Proto¾e
existuje spoleèný koøen α ∈ Fqk polynomù m a xq

k − x, je polynom m opìt minimální
polynom prvku α nad Fq, a tedy platí, ¾em | xq

k−x. Koneènì díky 4.2 (xq
k−x) | (xqn−x),

a proto m | (xqn − x). �

Proto¾e neasociované ireducibilní faktory mají rùzné koøeny a xq
n − x má v¹echny

koøeny jednoduché, plyne z pøedchozí vìty dùle¾ité tvrzení:

Dùsledek 4.5. Polynom xq
n − x je právì souèinem v¹ech monických ireducibilních po-

lynomù stupnì k | n v oboru Fq[x].
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T&N. Symbolem F(n) budeme znaèit rozkladové nadtìleso polynomu xn−1 nad tìlesem
F a E(n) = {α ∈ F(n) | αn = 1}.
Pozorování. Nech» k > 0.

(1) E(n) je podgrupa F∗(n), tedy cyklická grupa,
(2) pokud p nedìlí n, pak xn − 1 má v F(n) právì n jednoduchých koøenù, |E(n)| = n

a xn − 1 =
∏

α∈E(n)
(x− α),

(3) pokud n = pk ·m a p nedìlí m, pak xn− 1 = (xm− 1)p
k
má v F(n) právì m koøenù

násobnosti pk, |E(n)| = m a xn − 1 =
∏

α∈E(n)
(x− α)p

k
.

De�nice. Oznaème P(n) mno¾inu v¹ech generátorù grupy E(n). Pokud charakteristika
tìlesa nedìlí n, budeme prvkùm P(n) øíkat primitivní n-té odmocniny z jedné a polynomu
Qn =

∏
α∈P(n)

(x− α) ∈ F(n)[x] n-tý cyklotomický polynom.

Pøipomeòme, ¾e symbol ϕ znaèí Eulerovu funkci, tedy zobrazení dané napøíklad vzta-
hem ϕ = |Z∗n|
Pozorování. Nech» F je tìleso charakteristiky p a nech» p nedìlí n.

(1) E(n) =
⋃
k|n P(k) a sjednocení je disjunktní,

(2) deg(Qn) = |P(n)| = ϕ(n),
(3) pokud α ∈ P(n), pak F(n) = F(α).

Vìta 4.6. Nech» q = pr = |F|, charakteristika p nedìlí n, Fp je prvotìleso tìlesa F a d
znaèí øád prvku (q)mod n v grupì Z∗n (tj. nejmen¹í kladné d, pro nì¾ qd ≡ 1 (mod n)).
Potom

(1) xn − 1 =
∏

k|nQk,
(2) Qn ∈ Fp[x],
(3) Qn se rozkládá nad tìlesem F na právì ϕ(n)

d
ireducibilních polynomù stupnì d =

[F(n) : F].

Dùkaz. (1) Proto¾e E(n) tvoøí cyklickou grupu øádu n dostáváme xn−1 =
∏

α∈En
(x−α) =∏

k|nQk pøímo z de�nice a Pozorování (1).
(2) Indukcí podle n nesoudìlného s p nahlédneme, ¾e Qn ∈ Fp[x]. Pro n = 1 tvrzení

platí a nyní pøedpokládejme, ¾e pro v¹echna k < n, pro nì¾ k | n, platí Qk ∈ Fp[x]. Potom
podle (1)

Qn =
xn − 1∏
k|n,k<nQk

∈ Fp[x],

nebo» výsledek dìlení (s nulovým zbytkem) má koe�cienty opìt v prvotìlese Fp.
(3) Uva¾me prvek α ∈ P(n). Potom si díky Lagrangeovì vìtì uvìdomíme platnost

ekvivalencí
α ∈ F∗qk ⇔ αq

k−1 = 1⇔ n | qk − 1⇔ qk ≡ 1(mod n).

Proto¾e je d øád prvku (q)mod n v grupì Z∗n, dostáváme podle pøedchozího pozorování, ¾e
α ∈ Fqd a α /∈ Fqi pro v¹echna i < d (která zároveò dìlí d). Tudí¾ Fqd = Fq(α) podle 4.3.
Je-li nyní m libovolný monický ireducibilní faktor Qn nad Fq, existuje α ∈ P(n), pro které
m(α) = 0, tedy jde o minimální polynom α nad Fq a podle známého tvrzení z algebry

deg(m) = [Fq(α) : Fq] = [Fqd : Fq] = d.
13



Koneènì poèet polynomù plyne z faktu, ¾e degQn = ϕ(n). �

Pøíklad 4.7. Pro q = |F|, n = qr−1 máme xn−1 = xq
r−x
x

, proto F(n) = Fqr a E(n) = F∗qr .
Tedy pro F3 dostáváme napøíklad

(a) x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1), F(2) = F3 a E(2) = F∗3 = {1, 2}.
(b) x8 − 1 =

∏
a∈F∗

9
(x− a) = Q1Q2Q4Q8, F(8) = F9 a E(8) = F∗9.

Pøíklad 4.8. Nad F2 máme

Q1 = x− 1, Q3 =
x3 − 1

x− 1
= x2 + x+ 1, Q5 =

x5 − 1

x− 1
= x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Potom Q15 = x15−1
Q1Q3Q5

.
Zøejmì jsou Q1 a Q3 ireducibilní a proto¾e 2 má v Z∗5 øád 4, je ireducibilní podle

4.6(2) rovnì¾ cyklotomický polynom Q5. Proto¾e 2 má i v Z∗15 øád 4 a Q15 je stupnì 8, je
souèinem dvou ireducibilních polynomù stupnì 4.
Koneènì x30 − 1 = (x15 − 1)2 = Q2

1Q
2
3Q

2
5Q

2
15, tedy x

30 − 1 má právì 10 ireducibilních
faktorù.

5. Cyklické kódy

Cílem kapitoly je kompletní popis tøídy lineárních kódù uzavøených na cyklické posunutí
souøadnic, kterým se øíká cyklické kódy. Uká¾eme, ¾e v¹echny lze nahlí¾et jako hlavní
ideály faktorových okruhù F[x]/(xn−1) urèené právì dìliteli polynomu xn−1. S vyu¾itím
popisu faktorizace xn−1 z pøedchozí kapitoly, tak získáme popis v¹ech lineárních cyklických
kódù.
Pøedpokládáme, ¾e n > 1 je pøirozené a souøadnice slov délky n budeme novì indexovat

c = c0c1 . . . cn−1, tedy èísly 0, . . . , n − 1. Hlavní ideál oboru F[x] generovaný polynom f
budeme znaèit (f) a rozkladovou tøídu g+(f) faktorového okruhu F[x]/(f) budeme znaèit
[g].

De�nice. Kód C ⊆ Fn je cyklický, pokud pro ka¾dé slovo c0c1 . . . cn−2cn−1 ∈ C platí, ¾e
cn−1c0 . . . cn−3cn−2 ∈ C.

Pøíklad 5.1. (1) Kód C1 = {0123, 3012, 2301, 1230} ⊂ F4
5 je nelineární cyklický.

(2) Kód C2 = LO(1111) ⊂ F4
5 je lineární cyklický.

(3) V¹imnìme si, ¾e sjednocení cyklických kódù stejné délky nad stejným tìlesem, tedy
napøíklad C1 ∪ C2, tvoøí opìt cyklický kód.

T&N. Uva¾ujme zobrazení ν : Fn → F[x]/(xn − 1) dané vztahem ν(c0c1 . . . cn−1) =
[
∑n−1

i=0 cix
i], kde [p] znaèí rozkladovou tøídu modulo hlavní ideál (xn − 1).

Na mno¾inì Fn uva¾ujme standardní vektorové operace +, − a de�nujme operaci ·
pomocí operace násobení na faktorovém okruhu F[x]/(xn − 1) tak, aby

ν(u · v) = ν(u) · ν(v) = [
n−1∑
i=0

uix
i ·

n−1∑
i=0

vix
i] = [

2n−2∑
i=0

(
i∑

r=0

urvi−r)x
i].

Oznaème 1 = 10 . . . 00.
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Pøipomeòme, ¾e F[x] je Eukleidùv obor, kde umíme algoritmicky hledat nejvìt¹í spo-
leèné dìlitele (nsd) i nejmen¹í spoleèné násobky (nsn). F[x] a ka¾dý jeho faktor je tudí¾
obor hlavních ideálù.

Pozorování. Uva¾ujme vý¹e uvedené znaèení. Potom

(1) F[x]n = (Fn,+, ·,−,0,1) tvoøí komutativní okruh a ν je izomor�smus okruhù i
vektorových prostorù.

(2) F[x]/(xn − 1) i F[x]n jsou okruhy hlavních ideálù,
(3) je-li e = ν−1([1x]), pak e = 010 . . . 00 a

e · c0c1 . . . cn−2cn−1 = cn−1c0 . . . cn−3cn−2,

T&N. Okruh (Fn,+, ·,−,0,1) z pøedchozího Pozorování budeme znaèit F[x]n.

Poznámka 5.2. Kód C ⊆ Fn je lineární a cyklický, právì kdy¾ C je ideál okruhu F[x]n.

Dùkaz. Proto¾e ν je izomor�smus, staèí dokázat, ¾e C ⊆ Fn je cyklický lineární kód ,
právì kdy¾ je ν(C) ideál okruhu F[x]/(xn − 1).
(⇒) Pøedpokládáme-li, ¾e C je cyklický lineární kód, potom je i jeho obraz ν(C) podle

pøedchozího pozorování podprostorem vektorového prostoru F[x]/(xn − 1) nad tìlesem
F. Proto¾e je C uzavøeno na cyklické posunutí, ν(C) je uzavøeno na násobení tøídou [x]
monomu x. Indukcí nahlédneme, ¾e ∀i ≥ 1 a ∀[p] ∈ ν(C) [xi] · [p] = [x] · [xi−1] · [p] ∈ ν(C),
z èeho¾ plyne, ¾e pro ka¾dý polynom

∑
i aix

i ∈ F[x] dostáváme

[
∑
i

aix
i] · [p] =

∑
i

ai[x
i · p] ∈ ν(C).

(⇐) Je-li naopak ν(C) ideál okruhu F[x]/(xn − 1), pak C je lineární kód, proto¾e ν je
izomor�smus vektorových prostorù a ν(C) podprostor. Podmínka cykliènosti díky Pozo-
rování (3) plyne z uzavøenosti ν(C) na násobení prvkem [x]. �

Pozorování. V okruhu F[x]/(xn − 1) platí: .

(1) ([f ]) = ([nsd(f, xn − 1)]) ∀ f ∈ F[x],
(2) ka¾dý ideál ideál je tvaru ([f ]) pro nìjaké f ∈ F[x], které dìlí xn − 1.

T&N. Pro ka¾dý polynom f ∈ F[x] stupnì men¹ího ne¾ n de�nujme mno¾inu

C(f) = {u ∈ Fn | ∃g ∈ F[x] : deg g < n− deg f, ν(u) = [f · g]}

Vìta 5.3. Kód C ⊆ Fn je lineární cyklický, právì kdy¾ C = C(f) pro nìjaký polynom
f ∈ F[x], který dìlí xn − 1.

Dùkaz. Díky 5.2 víme, ¾e C je cyklický, právì kdy¾ je to ideál okruhu F[x]n. Proto¾e
ν : F[x]n → F[x]/(xn−1) je izomor�smus okruhù i vektorových prostorù, a ideály druhého
(které tvoøí podprostor) jsou právì tvaru ([f ]) pro nìjaký f | xn − 1, staèí pro ka¾dý
takový polynom f ovìøit, ¾e ν(C(f)) = ([f ]). Nech» tedy f dìlí xn − 1.
(⊆) Z de�nice C(f) platí, ¾e ν(C(f)) ⊆ ([f ]).
(⊇) Nech» [h] ∈ ([f ]) a oznaème g := xn−1

f
. Potom existuje a ∈ F[x], pro které

[h] = [a] · [f ] = [(af)mod xn − 1] = [(a)modg · f ] ∈ ν(C(f)),

a proto ([f ]) ⊆ ν(C(f)). �
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Poznámka 5.4. Nech» pro g =
∑

i gix
i, h =

∑
i hix

i ∈ F[x] platí, ¾e xn − 1 = g · h a
oznaème k = deg h. Pak deg g = n− k, C(g) je [n, k]-kód a

G =


g0 g1 . . . gn−k 0 0 . . . 0 0
0 g0 . . . gn−k−1 gn−k 0 . . . 0 0
· · . . . · · . . . . . . · ·
· · . . . · · . . . . . . · ·
0 0 . . . · · . . . . . . gn−k 0
0 0 . . . · · . . . . . . gn−k−1 gn−k

 je generující matice C(g),

H =


hk hk−1 . . . h0 0 0 . . . 0 0
0 hk . . . h1 h0 0 . . . 0 0
· · . . . · · . . . . . . · ·
· · . . . · · . . . . . . · ·
0 0 . . . · · . . . . . . h0 0
0 0 . . . · · . . . . . . h1 h0

 je kontrolní matice C(g),

kde G ∈ Fk×n H ∈ Fn−k×n.

Dùkaz. matice G ∈ Fk×n je odstupòovaná s nenulovými øádky, proto je hodnosti k.
Podobnì H je hodnosti n− k. Pokud a =

∑k−1
i=0 aix

i, pak

ν−1([ag]) = ν−1([a])G = a0 . . . ak−1 ·G,
tudí¾ je G je generující matice C(g). Zbývá nahlédnout, ¾e GHT = 0.
Nejprve spoèítáme koe�cienty souèinu xn − 1 = gh =

∑n
s=0(

∑s
r=0 grhs−r)x

s. Odtud
vidíme, ¾e

∑s
r=0 grhs−r = 0 ∀s ∈ {1, . . . , n− 1}.

Oznaème Gi i-tý øádek matice Gi a Hj j-tý øádek matice Hj pro i = 0, . . . k − 1 a
j = 0, . . . n− k − 1, pak

GiH
T
j =

(
0 . . . 0 g0 g1 . . . gn−k 0 . . . 0

)


0
.
0
hk
.
h0
0
.
0


=

k+j∑
r=i

gr−ihk+j−r = 0,

proto¾e
∑k+j

r=i gr−ihk+j−r =
∑s

r=0 grhs−r = 0 pro s = k + j − i, kde 0 ≤ i ≤ k − 1 a
0 ≤ j ≤ n− k − 1, a proto 1 ≤ s ≤ n− 1.
Proto¾e GHT = 0, je G generující a H kontrolní matice kódu C(g). �

Jakmile umíme najít ireducibilní rozklad polynomu xn − 1 a tedy i v¹echny dìlitele
tohoto polynomu, umíme najít v¹echny cyklické kódy délky n nad tìlesem F.

Pøíklad 5.5. Ireducibilní rozklad polynomu x3 − 1 v oboru F2[x] je

x3 − 1 = x3 + 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1),

proto máme právì 4 dìlitele x3 − 1 a tedy existují právì 4 cyklické binární lineární kódy
délky 3. Dva triviální odpovídají triviálním dìlitelùm C(1) = F3

2, C(x3 + 1) = {0}.
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Potom má kód C(x + 1) generující matici G =

(
1 1 0
0 1 1

)
a kontrolní matici H =(

1 1 1
)
, zatímco kód C(x2 + x+ 1) má generující matici H a kontrolní matici G.

6. GRS kódy a co po nich zbyde

V této kapitole kapitole se vrátíme k MDS kódùm a uká¾eme, ¾e klasická Reedova-
Solomonova konstrukce pøedstavuje cyklický MDS kód. Zavedeme rovnì¾ obecný pojem
reziduálního kódu, který nám umo¾ní nìkteré vlastnosti kódù vybudovaných nad velkým
tìlesem pøevést do kódù nad jejich podtìlesy.
V celé sekci uva¾ujme, ¾e charakteristika p tìlesa F nedìlí n, souøadnice slov jsou

indexovány od 0 a F(n) znaèí rozkladové nadtìleso polynomu xn − 1 nad tìlesem F.
Nejprve zobecníme konstrukci MDS kódu z Pøíkladu 3.5:

T&N. Nech» α1, . . . , αn ∈ F∗ jsou po dvou rùzné prvky, α = (α1, . . . , αn) ∈ (F∗)n a
v = (v1, . . . , vn) ∈ (F∗)n. Potom pro r < n oznaème v souladu s Pøíkladem 3.5 matice

Hr,α =


1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αn
. . . . . .
. . . . . .

αr−11 αr−12 . . . αr−1n

 ∈ Fr×n, ∆(v) =


v1 0 . . . 0
0 v2 . . . 0
. . . . . .
. . . . . .
0 0 . . . vn

 ∈ Fn×n

Lineární kód C = ker(Hr,α∆(v)) s kontrolní maticíHr,α∆(v) se nazývá zobecnìný Reedùv-
Solomonùv (GRS) kód s lokátory α a multiplikátory v.
Dále øekneme, ¾e je C

- normovaný GRS kód, pokud vi = 1 ∀i,
- Reedùv-Solomonùv (RS), pokud existuje prvek α ∈ F∗ øádu n a 0 ≤ b < n tak, ¾e
αi = αi−1 a vi = αb(i−1).

Pozorování. Uva¾ujme pøedpoklady pøedchozí terminologické poznámky a 0 < k < n.

(1) GRS kódy jsou MDS díky 3.1 a 3.5,
(2) [n,k] RS kód má pro t = n− k− 1 a 0 ≤ b < n generující a kontrolní matice tvaru
1 αn−b+1 α2(n−b+1) . . . α(n−1)(n−b+1)

1 αn−b+2 α2(n−b+2) . . . α(n−1)(n−b+2)

. . . . . .

. . . . . .
1 αn−b+k α2(n−b+k) . . . α(n−1)(n−b+k)

 ,


1 αb α2b . . . α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) . . . α(n−1)(b+1)

. . . . . .

. . . . . .
1 αb+t α2(b+t) . . . α(n−1)(b+t)

 ,

proto¾e hodnost první matice je k, druhé n − k a bodový souèin i-tého a j-tého
øádku, kde 1 ≤ i ≤ k a 0 ≤ j ≤ n− k − 1, a proto 1 ≤ i+ j ≤ n− 1, je

n−1∑
s=0

αs(n−b+i)αs(b+j) =
n−1∑
s=0

αs(n−b+i+b+j) =
n−1∑
s=0

αs(i+j) =
αn(i+j) − 1

αi+j − 1
= 0.
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Poznámka 6.1. Oznaèíme-li zobrazení µ : Fn → F[x]dané pravidlem µ(u) =
∑n−1

i=0 uix
i

pro u = u0 . . . un−1 ∈ Fn (tedy ν(u) = [µ(u)]), potom

(1) je-li C ⊆ Fn lineární cyklický kód, M = {α ∈ F(n) | µ(u)(α) = 0 ∀u ∈ C} a
f =

∏
α∈M x− α, pak f ∈ F[x], f dìlí xn − 1 a C = C(f),

(2) je-li αi ∈ F(n) koøen xn − 1, mi minimální polynom prvku αi nad tìlesem F pro
i = 1, . . . , r a C = {u ∈ Fn | µ(u)(αi) = 0 ∀i ≤ r}, pak C =

⋂r
i=1 C(mi) =

C(nsni≤r(mi)) je cyklický kód.

Dùkaz. (1) Pøipomeòme, ¾e charakteristika p nedìlí n, proto podle 5.3 existuje monický
polynom g, který dìlí xn − 1 a platí, ¾e C = C(g). Dále nsd(xn − 1, nxn−1) = 1, proto
jsou v¹echny koøeny polynomù xn− 1 i g jednoduché, a existuje podmno¾ina L ⊆ E(n) =
{α ∈ F(n) | αn = 1} splòující g =

∏
α∈L x − α. Nyní snadno nahlédneme, ¾e platí øada

ekvivalencí
α ∈ L⇔ g(α) = 0⇔ µ(u)(α) = 0∀u ∈ C(g)⇔ α ∈M.

Proto g = f , L = M a C = C(g) = C(f).
(2) Polo¾me f = nsni≤r(mi). Zvolíme-li u ∈ C, pak platí, ¾e mi | µ(u) pro v¹echna

i, z èeho¾ plyne, ¾e f | µ(u), a tudí¾ u ∈ C(f). Naopak, vezmeme-li u ∈ C(f), potom
f | µ(u), a proto µ(u)(αi) = 0 pro v¹echna i, odkud dostáváme, ¾e u ∈ C. Dokázali
jsme, ¾e C = C(nsni≤r(mi)) je cyklický kód. Rovnost C(nsni≤r(mi)) =

⋂r
i=1 C(mi) plyne z

popisu prùniku ideálù v oboru hlavních ideálù. �

Dùsledek 6.2. RS kódy jsou cyklické

Dùkaz. Buï C RS kód s lokátory αi = αi−1 pro prvek grupy α ∈ F∗ øádu n a multiplikátory
vi = αb(i−1). Pak u ∈ C, právì kdy¾

1 αb α2b . . . α(n−1)b

1 αb+1 α2(b+1) . . . α(n−1)(b+1)

. . . . . .

. . . . . .
1 αb+n−k−1 α2(b+n−k−1) . . . α(n−1)(b+n−k−1)

 ·


u0
u1
.
.

un−1

 = 0,

co¾ nastává, právì kdy¾ µ(u)(αb+i) = 0 ∀i < n− k. Tedy C je cyklický podle 6.1(2). �

De�nice. Nech» r ∈ N, Fq je podtìleso Fqr a C ⊆ Fnqr . Pak C ∩ Fnq se nazývá q-ární
reziduální kód kódu C.

Pozorování. Nech» r ∈ N, Fq je podtìleso Fqr a C ⊆ Fnqr je lineární kód.

(1) Fqr je vektorový prostor dimenze r nad tìlesem Fq.
(2) Nech» B ⊂ Fnq . Pak B je lineárnì nezávislá nad Fq, právì kdy¾ je lineárnì nezávislá

nad Fqr . Zatímco zpìtná implikace je triviální, je pro dùkaz pøímé implikace tøeba
zvolit (βi)i≤r bázi Fqr nad Fq a lineární kombinaci napsat vzhledem k (βi)i≤r.

(3) C̃ = C ∩ Fnq je q-ární lineární kód a dimFq C̃ ≤ dimFqr
C.

(4) Je-li C cyklický, pak C ∩ Fnq je rovnì¾ cyklický.

Proto¾e jsou RS kódy cyklické, dostáváme z posledního pozorování, ¾e

Dùsledek 6.3. Reziduální kódy RS kódù jsou cyklické.
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Pozorování. Nech» Fq je podtìleso tìlesa Fqr a αi ∈ (Fqr)(n), αni = 1 a oznaème mi

minimální polynom prvku αi nad tìlesem Fq a mi,r minimální polynom prvku αi nad
tìlesem Fqr . Pokud f = nsni(mi,r) ∈ Fqr [x] a g = nsni(mi) ∈ Fq[x], pak díky 6.1(2) s
vyu¾itím znaèení µ z této poznámky platí, ¾e

(1) C(g) = {u ∈ Fnq | µ(u)(αi) = 0∀i},
(2) C(f) = {u ∈ Fnqr | µ(u)(αi) = 0∀i},
(3) C(g) = Fnq ∩ C(f).

Na závìr kapitoly se podíváme na vztah vzdálenosti a dimenze reziduálních kódù tvoøe-
ných z MDS kódù, mezi nì¾ GRS kódy patøí.

Vìta 6.4 (o kódech se zaruèenou vzdáleností). Je-li C [n, l,D]qr kód, který je MDS, a
C̃ = C ∩ Fnq je [n, k, d]q kód, pak k ≥ n− r(D − 1) a d ≥ D ≥ n−k

r
+ 1.

Dùkaz. Proto¾e je C MDS a proto platí, ¾e D = n − l + 1, dostáváme rovnost n − l =
D − 1. Doká¾eme-li nerovnost n − k ≤ r(n − l), snadno z ní odvodíme obì nerovnosti
k ≥ n− r(D − 1) i d ≥ D ≥ n−k

r
+ 1.

V¹imnìme si, ¾e n − k je právì poèet øádkù (libovolné) kontrolní matice kódu C̃ a

zvolíme nìjakou kontrolní matici H =

 h1

. . .
hn−l

 ∈ F(n−l)×n
qr kódu C s øádky hi. Oznaèíme

β1, . . . , βr nìjakou bázi Fqr nad Fq a uvá¾íme, ¾e existuje posloupnost vektorù aji ∈ Fnq
pro v¹echna i = 1, . . . , n − l a j = 1, . . . , r splòující hi =

∑r
j=1 βjaji. Nyní de�nujme

matice

Ai =


a1i

. . .

. . .
ari

 ∈ Fr×nq a H̃ =


A1

. . .

. . .
An−k

 ∈ F(n−l)r×n
q .

Nyní platí, ¾e u ∈ C̃, právì kdy¾ u ∈ C a u ∈ Fnq . Zvolíme-li si tedy libovolné slovo u ∈ Fnq ,
pak u ∈ C̃, právì kdy¾ uHT = 0, co¾ nastává, právì kdy¾ uH̃T = 0. Proto C̃ = KerH̃ a
poèet øádkù kontrolní matice kódu C̃ je roven rank H̃ ≤ (n − l)r, co¾ je poèet øádkù H̃.
Dokázali jsme, ¾e n− k ≤ (n− l)r. �

Pøíklad 6.5. Nech» F4 = {0, 1, α, β}, kde αβ = 1 = α+ β. Uva¾ujme reziduální binární
kódy kvaternárních kódù dimenze 2. V¹imli jsme si, ¾e dimenze reziduálního kódu je shora
omezena dimenzí pùvodního kódu a nyní si uvìdomíme, ¾e nic víc o dimenzi binárního
reziduálního kódu øíci nemù¾eme.

(1) LO(10α0, 010β) ∩ F4
2 = {0000} a reziduální kód má dimenzi 0,

(2) LO(10α0, 01β0) ∩ F4
2 = LO(1110) a reziduální kód má dimenzi 1,

(3) LO(βα1β, αβ1α) ∩ F4
2 = LO(1101, 1011) a reziduální kód má dimenzi 2.

Poznamenejme, ¾e se reziduální kódy GRS kódù obvykle nazývají Alternantní a re-
ziduální kódy RS kódù se oznaèují BCH kódy (jako zkratka jmen Bose, Chaudhuri a
Hocquenghem), a proto¾e jsou GRS kódy MDS [n, l,D]qr -kódy, platí pro pro BCH i al-
ternantní [n, k, d]q-kódy dimenzní odhad k ≥ n− r(D − 1).
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Pøíklad 6.6. Uva¾ujme tìleso F9 = F3(α) pro α splòující α2 + 1 = 0 a nad ním GRS

[6, 4, 3]9 kód s kontrolní maticí H =

(
1 1 1 1 1 1
1 2 α 2α α + 1 2α + 2

)
. Pro reziduální kód

C̃ = C ∩F6
3 urèíme stejnì jako v dùkazu 6.4 matici H̃, pro ní¾ platí, ¾e C̃ = KerH̃. K tomu

zvolíme bázi 1, α prostoru F9 nad F3.

H̃ =


1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
1 2 0 0 1 2
0 0 1 2 1 2

 ∼
1 1 1 1 1 1

0 1 2 2 0 1
0 0 1 2 1 2


Odtud vidíme, ¾e C̃ je [6, 3]3-kód a z 6.4 dostáváme odhad jeho vzdálenosti d ≥ 3 (odhad
pro k z 6.4 je pouze k ≥ 6− 2 · 2 = 2). Díky 1.4 d ≤ 4 a kdyby d = 4, ¹lo by o MDS kód,
který by podle 3.6 musel mít vzdálenost shora omezenou velikostí tìlesa, co¾ by neplatilo.
Tedy C̃ je [6, 3, 3]3-kód.

Kombinatorické konstrukce

7. Reedovy-Mullerovy kódy

Binární Reedovy-Mullerovy kódy pøedstavují tøídu snadno konstruovatelných lineárních
kódù, které podobnì jako RS kódy popsané v pøedchozí kapitole disponují efektivním dekó-
dovacím algoritmem. Výhodou konstrukce je pøedem známá vzdálenost kódu a fakt, který
v této kapitole ovìøíme, ¾e tý¾ postup mù¾eme pou¾ít i pro vytvoøení duálního kódu.
V celé kapitole pøedpokládáme, ¾e r ≤ m ∈ N, n = 2m a slova Fm2 si pevnì oèíslujeme

Fm2 = {β0, β1, . . . , βn−1}.

T&N. Ka¾dé mno¾inì

R(m, r) = {f(β0)f(β1) . . . f(βn−1) ∈ Fn2 | f ∈ F2[x1, . . . , xm], deg(f) ≤ r}.
budeme øíkat binární Reedùv-Mullerùv kód (krátce RM-kód).
Dále oznaème xI =

∏
i∈I xi pro ka¾dé neprázdné I ⊆ {1, . . . ,m}, prázdnou mno¾inu

polo¾íme x∅ = 1 a de�nujme mno¾iny Booleových polynomù

BPm(r) = {
∑
I:|I|≤r

fIxI | fI ∈ F2∀I ⊆ {1, . . . ,m}},

speciálnì BPm = BPm(m) a na BPm potom zavedeme strukturu okruhu∑
I

aIxI ±
∑
I

bIxI =
∑
I

(aI ± bI)xI∑
I

aIxI ·
∑
J

bJxJ =
∑
I,J

(aI · bJ)xI∪J =
∑
K

∑
I,J :K=I∪J

(aI · bJ)xK ,

kde v¹echna I, J bereme jako podmno¾iny {1, . . . ,m}.
Dále oznaèíme mno¾inu Booleových funkcí

BFm = {Fm2 → F2}
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a pøipomeòme, ¾e na obou mno¾inách BFm i Fn2 máme k dispozici pøirozenì po slo¾kách
de�novanou strukturu okruhu:

(f ± g)(β) = f(β)± g(β), (f · g)(β) = f(β) · g(β)

(u± v)i = ui ± vi, (u · v)i = ui · vi
pro libovolné funkce f, g ∈ BFm, slova u,v ∈ Fn2 a v¹echny souøadnice i = 1, . . . , n.
Koneènì, iJ = i1 . . . , im je incidenèní vektor mno¾iny I, tj. ij = 1 ⇔ j ∈ J a pro

I, J ⊆ {1, . . . ,m} znaème χI ∈ BFm funkci danou podmínkou χI(iJ) = 1⇔ J = I.

Pozorování. Pro RM kódy, Booleovy polynomy a Booleovy funkce platí:

(1) R(m, r) = {p(β0) . . . p(βn−1) | p ∈ BPm(r)} je lineární kód délky n = 2m,
(2) (BPm,+,−, ·, 0, 1) a (BFm,+,−, ·, 0, 1) jsou komutativní okruhy,
(3) pøirozená projekce p→ [p] je izomor�smus okruhù

BPm ∼= F2[x1, . . . , xm]/(x21 + x1, . . . , x
2
m + xm),

(4) zobrazení f → f(β0) . . . f(βn−1) je izomor�smus okruhù BFm ∼= Fn2 ,
(5) pro ka¾dé f ∈ BFm platí, ¾e f =

∑
I:f(iI)=1 χI .

V¹imnìme si, ¾e v¹echny tøi uva¾ované izomorfní okruhy jsou zároveò vektorové pro-
story nad tìlesem F2 (tedy F2-algebry). Proto¾e násobení skalárem z F2 ¾ádný nový po¾a-
davek na okruhový homomor�smus nepøedstavuje, je uva¾ované okruhový izomor�smy
zároveò izomor�smy vektorových prostorù nad tìlesem F2.
Nadále budeme pomocí izomor�smu z Pozorování (4) ztoto¾òovat okruhy B a Fn2 a obì

znaèení budeme podle potøeby zamìòovat.

T&N. Pro polynom p =
∑

i pIxI ∈ BPm budeme znaèit

N(p) = {iI ∈ Fm2 | p(iI) = 1} a deg(p) = max{|I| | pI 6= 0} ∪ {−1}.

Poznámka 7.1. Jestli¾e p ∈ BPm(r) \ {0}, pak |N(p)| ≥ 2m−r.

Dùkaz. Dokazujeme indukcí podle m ≥ 1 a p stupnì deg(p) ≤ r.
(a) Pro m = 1 uva¾ujeme polynomy tvaru p = a0 + a1x1 ∈ K[x1]. Provedeme diskusi

pro oba pøípady r = 0, 1.
Pro r = 0 máme a0 = 1 a a1 = 0, proto p = 1 a |N(p)| = 2 = 21−0.
Pro r = 1 triviálnì dostáváme |N(p)| ≥ 1 = 21−1.
(b) Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro m − 1 a doká¾eme ho pro m > 1. Nech»

p = xmg + h, kde g, h ∈ F2[x1, . . . , xm−1].
Pokud g = 0, pak deg h = deg p a platí ekvivalence

h(i1 . . . im−1) = 1 ⇔ p(i1 . . . im−1, 0) = p(i1 . . . im−11) = 1,

proto s vyu¾itím indukèního pøedpokladu pro h dostáváme, ¾e

|N(p)| = 2|N(h)| ≥ 2 · 2m−1−r = 2m−r.

Pokud g 6= 0, pak deg g ≤ r − 1 a ∀(i1, . . . , im−1) ∈ N(g) existuje t ∈ F2 splòující
p(i1, . . . , im−1, t) = g(i1, . . . , im−1)t+ h(i1, . . . , im−1) = t+ h(i1, . . . , im−1) = 1, proto

|N(p)| ≥ |N(g)| ≥ 2m−1−(r−1) = 2m−r.

díky platnosti indukèního pøedpokladu pro g. �
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T&N. Oznaème zobrazení Φ : BPm → BFm dané podmínkou Φ(p)(β) = p(β).

Ztoto¾nìní BFm ∼= Fn2 bijekcí f → f(β0) . . . f(βn−1) umo¾òuje zobrazení Φ popsat
vztahem Φ(p) = p(β0) . . . p(βn−1).

Pozorování. Pro mno¾iny J, Y ⊆ {1, . . . ,m} platí:
(1) Polo¾íme-li pJ = (

∏
i∈J xi) · (

∏
i/∈J(xi + 1)), pak Φ(pJ) = χJ , tedy pokud pro

f ∈ BFm polo¾íme p =
∑

I:f(iI)=1 pI , pak

Φ(p) =
∑

I:f(iI)=1

Φ(pI) =
∑

I:f(iI)=1

χI = f,

(2) Φ je homomor�smus, který je podle (1) na Fn2 , tedy jde o izomor�smus okruhù i
vektorových prostorù stejné (koneèné) mohutnosti 2n,

(3) {xI | I ⊆ {1, . . . ,m}, |I| ≤ r} je báze prostoru BPm(r), proto je její izomorfní
obraz Br = {Φ(xI) | I ⊆ {1, . . . ,m}, |I| ≤ r} báze prostoru R(m, r),

(4) w(Φ(p)) = |N(p)| pro v¹echny polynomy p ∈ BPm,
(5) xJ(iY ) =

∏
j∈J(iY )j = 1⇔ J ⊆ Y .

Vìta 7.2. R(m, r) je [n,
∑r

i=0

(
m
i

)
, 2m−r]2 kód.

Dùkaz. Vidíme, ¾e dim(R(m, r)) = |{I ⊆ {1, . . . ,m} | |I| ≤ r}| =
∑r

i=0

(
m
i

)
díky Pozo-

rování (2) a (3) .
Jestli¾e |I| = r, potom Φ(xI) ∈ R(m, r), a proto w(Φ(xI)) = |N(xI)| = 2m−r podle

Pozorování (4) a (5). Tím jsme dokázali nerovnost d(R(m, r)) ≤ 2m−r.
Naopak z Poznámky 7.1 a Pozorování (4) plyne opaèná nerovnost d(R(m, r)) ≥ 2m−r.

�

Vìta 7.3. Kódy R(m, r) a R(m,m− r − 1) jsou vzájemnì duální.

Dùkaz. Nejprve doká¾eme pro báze Br a Bm−r−1 z Pozorování (3), ¾e pro ka¾dou dvojici
Φ(xI) ∈ Br, Φ(xJ) ∈ Bm−r−1 je bodový souèin Φ(xI) · Φ(xJ) = 0. Proto¾e |I| ≤ r a
|J | ≤ m− r − 1, spoèítáme

Φ(xI) · Φ(xJ) =
∑
B

xI(iB) · xJ(iB) =
∑
B

xI∪J(iB).

Uvìdomíme-li si, ¾e podle Pozorování (5) platí, ¾e xI∪J(iB) = 1, právì kdy¾ I ∪ J ⊆ B a
¾e |I ∪ J | ≤ r +m− r − 1 = m− 1, dostáváme

Φ(xI) · Φ(xJ) ≡
∑

B:I∪J⊆B

1 ≡ 2m−|I∪J | ≡ 0 (mod 2).

Dokázali jsme, ¾e R(m, r) ⊆ R(m,m− r − 1)⊥ a R(m,m− r − 1) ⊆ R(m, r)⊥. Proto¾e
navíc podle 7.2 dimR(m, r) + dimR(m,m− r − 1) =

=
r∑
i=0

(
m

i

)
+

m−r−1∑
i=0

(
m

i

)
=

r∑
i=0

(
m

i

)
+

m∑
i=r+1

(
m

i

)
= 2m

jsou prostory R(m, r) a R(m,m− r − 1) vzájemnì duální. �
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Pøíklad 7.4. (1) R(3, 1) je podle 7.2 a 7.3 samoduální [8, 4, 4]2-kód. V¹imnìme si po-
dobnì jako v Pøíkladu 3.4, ¾e propíchnutí R(3, 1) v kterékoli souøadnici je permutaènì
ekvivalentní 1-perfektnímu Hammingovu [7, 4, 3]2-kódu z 2.4.
(2) Obdobnì uvá¾íme, ¾e R(m,m − 2) = R(m, 1)⊥ je [2m, 2m −m − 1, 4]2-kód a jeho

propíchnutí v kterékoli souøadnici je díky 1.3 1-perfektní [2m − 1, 2m −m− 1, 3]2-kód.

Na závìr pro ilustraci u¾iteènosti RM kódù nastíníme my¹lenku kódování a dekódování
(téma ov¹em nebude letos obsahem zkou¹ky).
Kódování. Oznaèíme Pmr = {I ⊂ {1, . . . ,m} | |I| ≤ r} a k =

∑r
i=0

(
m
i

)
. Slovo v

z Fk2 reprezentované polynomem fv =
∑

I∈Pm
r
vIxI , kde souøadnice slova v indexujeme

prvky mno¾iny Pmr mohutnosti k, zakódujeme vztahem v → Φ(fv). Dostáváme lineární
kódování Fk2 ∼= FP

m
r

2 → BF(m) ∼= Fn2 , jeho¾ obrazem je RM-kód R(m, r).
Dekódování. Nejprve pøidáme je¹tì jedno znaèení: je-li f ∈ BPm nebo f ∈ BFm,

I, Y ⊆ {1, . . . ,m} , pak de�nujme f I ∈ BFm pøedpisem

f I(iY ) =
∑

B:Y⊆B⊆I∪Y

f(iB).

Nyní zformulujeme algoritmus, který pøijaté chybové slovo s váhou chyby men¹í ne¾
2m−r−1 reprezentovaného booleovskou funkcí opraví na pùvodní polynom:

Vstup: g ∈ BFm splòující g = f + e pro f ∈ R(m, r) a e ∈ Fn2, w(e) < 2m−r−1

Výstup: f̃ ∈ BPm(r), pro který d(Φ(f̃), g) < 2m−r−1, proto f = Φ(f̃).
for d=r downto 0 do

for all I ⊆ {1, . . . ,m} splòující |I| = d do

{α0 := |{Y ⊆ {1, . . . ,m} : Y ∩ I = ∅, gI(iY ) = 0}|;
α1 := 2m−d − α0 (= |{Y ⊆ {1, . . . ,m} : Y ∩ I = ∅, gI(iY ) = 1}|);
if α0 > α1 then aI := 0 else aI := 1, g := g + Φ(xI);
}

return
∑

I∈Pm
r
aIxI.

Korektností algoritmu se nebudeme zabývat, zájemci jeho dùkaz naleznou napøíklad
ve skriptech Ale¹e Drápala.

8. Golayovy perfektní kódy

Tentokrát se vrátíme k pojmu perfektního kódu. Zkonstruujeme binární 3-perfektní kód
délky 23 a doká¾eme o nìm, ¾e je urèen jednoznaènì a¾ na posunutí a permutaèní ekvi-
valenci.
V celé kapitole pøedpokládáme, ¾e b, v ∈ N a uva¾ujeme uspoøádané mno¾iny X =
{x1, . . . , xv} a B = {B1, . . . , Bb} ⊆ P(X).

T&N. Pro B,C ∈ B de�nujme iB = i1 . . . iv ∈ Zv podmínkou ij =

{
1 pokud xj ∈ B
0 pokud xj /∈ B

.

Dále oznaème iB ∩ iC = iB∩C , tedy pokud bychom iB a iC = iB∩C chápali jako vektory
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Fv2, pak by ∩ pøedstavovala operaci násobení po slo¾kách na na Fv2. Øekneme, ¾e matice

M =

iB1

. . .
iBb

 ∈ Zb×v je incidenèní matice systému B.

Pozorování. Nech» M je incidenèní matice systému B a polo¾me U = (uij) = MMT a
V = (vij) = MTM . Potom platí:

(1) Jestli¾e B,C ⊆ X, pak w(iB + iC) = |B ÷ C| = w(iB) + w(iC) − 2w(iB∩C), kde
iB, iC chápeme jako slova z Fv2,

(2) U je symetrická ètvercová, uij = |Bi ∩Bj| ∀i, j a uii = |Bi|,
(3) V je symetrická ètvercová, vij = |{s | {xi, xj} ⊆ Bs}| ∀i, j a vii = |{s | xi ∈ Bs}|.

T&N. Pro v, k, λ ∈ N øekneme, ¾e B je symetrický 2− (v, k, λ) design, pokud

• v = |X| = |B|,
• k = |B| = |{C ∈ B | x ∈ C}| pro ∀B ∈ B a ∀x ∈ X,
• λ = |Bi ∩Bj| = |{C ∈ B | {x, y} ⊆ C}| ∀i 6= j a ∀x 6= y ∈ X.

Pøíklad 8.1. (1) Pøímky Fanovy roviny, tj. projektivního prostoru P2(F2) v¹ech jednodi-
menzionálních podprostorù vektorového prostoru F3

2 tvoøí symetrický 2− (7, 3, 1) design.

(2) Obecnìji, nech» P = {LO(v) | v ∈ F3
q \ {0}}, BV = {p ∈ P | p ⊆ V }, pak

B = {BV | V ≤ F3
q, dimV = 2} je symetrický 2− (q2 + q + 1, q + 1, 1) design.

Pozorování. Systém B s incidenèní maticí M je symetrický 2 − (v, k, λ) design, právì

kdy¾ MMT = MTM =


k λ . . . λ
λ k . . . λ
. . . . . .
λ λ . . . k

.

Konstrukce
Nech» Y = {1, . . . , 5}, Z = {A ⊂ P(Y ) | |A| = 2}, Φ = {σ ∈ S5 | σ5 = 1, σ 6= id},

Pϕ = {{i, ϕ(i)} | i ∈ Y } ∀ϕ ∈ Φ.

Pozorování. Pro mno¾iny Y , Z, Φ a Pϕ a ∀ϕ, ψ ∈ Φ platí:

(1) |Z| = 10, |Φ| = 24, |{Pϕ | ϕ ∈ Φ}| = 12,
(2) ϕ ani ϕ−1 nemají pevný bod, tudí¾ Pϕ ∩ Pϕ2 = ∅,
(3) jestli¾e |Pϕ ∩ Pψ| ≥ 4, potom Pϕ = Pψ,
(4) jestli¾e |Pϕ ∩ Pψ| ≤ 1, potom |Pϕ2 ∩ Pψ| ≥ 4, a proto Pϕ ∩ Pψ = ∅,
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De�nujme mno¾iny

P1 = P(12345), P2 = P(14235), P3 = P(14352), P4 = P(13254), P5 = P(13425), P6 = P(13542),

P1

P2 P3 P4 P5 P6

Polo¾me X = Z ∪ {0} a ∀i ∈ Y :

Fi = {{i, a} | a ∈ Y, a 6= i} ∪ {0} = ∪ {0},
nyní zkonstruujme symetrický 2− (11, 5, 2) design: B = {Pi | i ≤ 6} ∪ {Fj | j ≤ 5}

T&N. Nech» Bi ⊆ P(Xi), i = 1, 2. Pak B1 ∼= B2 (tj. systémy jsou izomorfní), pokud ∃
bijekce b : X1 → X2, pro ní¾ B2 = {b(B) | B ∈ B1}.

Fakt 8.2. Systém B z pøedchozí konstrukce je a¾ na izomor�smus jediný symetrický
2− (11, 5, 2) design.

Dùkaz. Dùkazu se na pøedná¹ce nebudeme vìnovat, ale pro informaci ho zde alespoò
naznaèíme.
Fakt, ¾e B je 2 − (11, 5, 2) design, se snadno pøímoèaøe ovìøí z de�nice (a do znaèné

míry je vidìt ze znázornìní mno¾in grafy). Uvá¾íme B̃ ⊆ P(X̃) jiný 2− (11, 5, 2) design a
na¹ím úkolem je najít izomor�smus B → B̃. Zvolíme nejprv libovolnì x0 ∈ X̃ a de�nujeme
Z̃ = X̃ \ {x0}, snadno nahlédneme, ¾e existuje právì 5 mno¾in B̃, které obsahují x0, a
oznaèíme je F̃i, i = 1, . . . 5. Z de�nice designu plyne, ¾e pro v¹echna i < j existuje právì
jedno xij ∈ Z̃ splòující F̃i ∩ F̃j = {x0, xij}.
Dále oznaèíme P̃ = B̃ \ {F̃i | i ≤ 5}. To, ¾e λ = 2 znamená, ¾e {i < j} → xij je bijekce

deseti prvkové mno¾iny dvojic {i < j} na Z̃, proto Z̃ = {xij | i < j ≤ 5}. Nyní de�nujme
bijekci b : X̃ → X: b(x0) = 0 a b(xij) = {i, j}, která je hledaným izomor�smem. Zøejmì
{b(F̃i)} = Fi, a pokud P1 /∈ P = {b(B̃) | B̃ ∈ P̃}, zmìníme poøadí F̃i tak, aby P1 ∈ P .
Vidíme, ¾e mno¾ina P = {b(P̃ ) | P̃ ∈ P̃} obsahuje P1 a |b(P̃1)∩b(P̃2)| = 2 ∀P̃1 6= P̃2 ∈ P .
Na závìr zbývá uvá¾it, ¾e Pro {P1, . . . , P6} je vzhledem k inkluzi nejvìt¹í podmno¾ina
{Pϕ | ϕ ∈ Φ}, která obsahuje P1 a platí |Pi ∩Pj| = 2 pro v¹echny i 6= j, a ¾e odtud plyne
závìr B̃ = {b(B) | B ∈ B}. �
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Dùsledek 8.3. C = {X \ B | B ∈ B} pro B z pøedchozí konstrukce tvoøí a¾ na izomor-
�smus jediný symetrický 2− (11, 6, 3) design.

Dùkaz. De�nujme zobrazení c : P(X) → P(X) vztahem c(A) = X \ A a oznaème M
incidenèní matici B, N incidenèní matici C a J = (1) ∈ Z11×11 matici sestávající ze
samých hodnot 1. Potom vidíme, ¾e N = J −M a snadno spoèítáme

N ·NT = J2 − JMT −MJ +MMT = 11J − 5J − 5J +MMT = J +MMT .

Podobnì NT ·N = J +MTM = J +MMT , proto

N ·NT = NT ·N = J +


5 2 . . . 2
2 5 . . . 2
. . . . . .
2 2 . . . 5

 =


6 3 . . . 3
3 6 . . . 3
. . . . . .
3 3 . . . 6


a C je tudí¾ symetrický 2− (11, 6, 3) design.
Obdobnì nahlédneme, ¾e pro symetrický 2 − (11, 6, 3) design C s incidenèní maticí N

platí pro incidenèní maticí M = J −N systému c(C), ¾e je MTM = MMT = NTN − J ,
proto je c(C) symetrický 2 − (11, 5, 2) design. Kdybychom nyní mìli dva neizomorfní
symetrické 2− (11, 6, 3) designy, pak by je bijekce c pøevedla na neizomorfní 2− (11, 5, 2)
designy. Proto jsou i 2− (11, 6, 3) designy urèeny a¾ na izomor�smus jednoznaènì. �

T&N. Nech» N je incidenèní matice 2− (11, 6, 3) designu a uva¾ujme blokové matice

E =


1 0 . . . 0 0 1 . . . 1
0 1 . . . 0 1
. . . . . . . N
0 0 . . . 1 1

 , G =


1 0 . . . 0 1 . . . 1
0 1 . . . 0
. . . . . . N
0 0 . . . 1

 ,

kde E ∈ F12×24
2 sestává z bloku s jednotkovou maticí I12 a dále z bloku tvoøeným maticí N

s øádkem nad a sloupcem vlevo obsahujícím na první souøadnici 0 a jinde 1 a G ∈ F12×24
2

vznikne z E vypu¹tìním 13. sloupce.
Dále E buï [24, 12]2-kód s generující maticí E a G [23, 12]2-kód s generující maticí G.
Jestli¾e C je blokový kód délky n a fi = |{v ∈ C | w(v) = i}|, pak se polynom

fC =
∑n

i=0 fix
i ∈ Z[x] nazývá váhový polynom kódu C.

1 bude znaèit slovo, jeho¾ v¹echny souøadnice mají hodnotu 1.

Pozorování. Nech» C je binární kód délky 23, velikosti 212 a vzdálenosti 7. Proto¾e
V2(23, 3) =

∑3
i=0

(
23
i

)
= 1 + 23 + 23 · 11 + 23 · 77 = 2048 = 223−12, je C nutnì 3-perfektní.

Uvá¾íme, ¾e ka¾dé slovo váhy i le¾í právì v jedné binární kouli S(u, 3) o polomìru 3 a
støedu v kódovém slovì u ∈ C váhy w(u) = i + j pro −3 ≤ j ≤ 3 a w(u) = i + j a
oznaèíme ci,j poèet slov váhy i le¾ících v této kouli. Je-li fC =

∑n
i=0 fix

i ∈ Z[x] váhový
polynom kódu C, potom pro v¹echna i ≥ 3 platí vztah

(
23
i

)
=
∑3

s=−3 ci,sfi+s.
Hodnoty ci,j reprezentují poèty slov váhy i, které dostaneme z kódového slova u ∈ C

váhy i + j pomocí daných bitových zmìn. Kombinatorickou úvahou urèíme hodnoty
koe�cientù:
ci,−3 =

(
23−i+3

3

)
je poèet 3 bitových zmìn 0→ 1 pro w(u) = i− 3,

ci,−2 =
(
23−i+2

2

)
je poèet 2 zmìn 0→ 1 pro w(u) = i− 2,
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ci,−1 =
(
i−1
1

)(
23−i+1

2

)
+
(
23−i+1

1

)
: 1 ×0→ 1 nebo 2 × 0→ 1 a 1 × 1→ 0 pro w(u) = i−1,

ci,0 = 1 +
(
i
1

)(
23−i
1

)
: slovo u nebo 1 × 0→ 1 a 1 × 1→ 0 pro w(u) = i,

ci,1 =
(
i+1
2

)(
23−i−1

1

)
+
(
i+1
1

)
: 1 × 1→ 0 nebo 2 × 1→ 0 a 1 × 0→ 1 pro w(u) = i+ 1,

ci,2 =
(
i+2
2

)
: 2 × 1→ 0 pro w(u) = i+ 2,

ci,3 = ci,3 =
(
i+3
3

)
: 3 × 1→ 0 pro w(u) = i+ 3.

Jestli¾e navíc kód C obsahuje slovo 0, platí, ¾e f0 = 1, fi = 0 pro i = 1, . . . , 6 a rekurzí
spoèítáme váhový polynom

fC = 1 + 253x7 + 506x8 + 1288x11 + 1288x12 + 506x15 + 253x16 + x23

T&N. Kód C je dvojnásobnì sudý, jestli¾e 4 dìlí w(u) pro ka¾dé slovo u ∈ C.

Poznámka 8.4. Nech» G =

c1
. . .
ck

 je generující matice [n, k]2-kódu C.

(1) C je samoortogonální, právì kdy¾ w(ci ∩ cj) je sudá pro v¹echna i, j,
(2) samoortogonální kód C je dvojnásobnì sudý, právì kdy¾ 4 dìlí w(ci) ∀i ≤ k.

Dùkaz. (1) C je samoortogonální, právì kdy¾ ci · cj = 0 v¹echna i, j, co¾ nastává právì
kdy¾ 2|w(ci ∩ cj) pro v¹echna i, j.
(2) (⇒) Øádky matice G jsou kódová slova, proto je jejich váha dìlitelná 4.
(⇐) Pro v¹echna u ∈ C existuje jediná mno¾ina I ⊆ {1, . . . , k}, pro ni¾ u =

∑
i∈I ci.

Oznaèíme δ(u) = |I| a doká¾eme tvrzení, ¾e 4 dìlí w(u), indukcí podle δ = δ(u).
Pro u ∈ C splòující δ(u) = 0 není co dokazovat, a pokud δ(u) = 1, pak existuje i

splòující u = ci, tedy 4|w(u) podle pøedpokladu.
Nech» tvrzení platí pro δ > 0 a δ(u) = δ + 1. Pak existuje v, c ∈ C, pro nì¾ δ(v) = δ,

δ(c) = 1 a u = v+c. Z indukèního pøedpokladu víme, ¾e 4 dìlí váhy w(v) i w(c), a proto¾e
w(v ∩ c) je sudá díky (1), dìlí 4 váhu w(u) = w(v + c) = w(v) + w(c)− 2w(v ∩ c). �

Poznámka 8.5. E je samoduální dvojnásobnì sudý [24, 12, 8]2-kód a G je 3-perfektní
[23, 12, 7]2-kód.

Dùkaz. Oznaème si øádky matice E po øadì u1, . . . ,u12. V¹imneme si, ¾e w(u1) = 12 a
vyu¾ijeme pøedpoklad, ¾e matice je N maticí 2− (11, 6, 3) designu, abychom nahlédli, ¾e
w(ui) = 8, w(u1 ∩ ui) = 6 pro v¹echna i > 1 a w(ui ∩ uj) = 4 pro v¹echna i > j > 1.
Ze sudosti hodnot w(ui ∩ uj) díky 8.4(1) plyne, ¾e je E , který obsahuje právì 212 slov,

samoduální a podle 8.4(1) i dvojnásobnì sudý. Z vah w(ui) okam¾itì vidíme, ¾e d(E) ≤
w(ui) ≤ 8. Uvá¾íme nyní sporný pøedpoklad d(E) < 8, z nìj¾ pro dvojnásobnì sudý kód
plyne d(E) = 4. To znamená, ¾e existuje I ⊂ {1, . . . , 12}, pro nì¾ v = v1 . . . v24 =

∑
i∈I ui

a w(v) = 4. Potom v = iI · E, a proto 1 < |I| ≤ w(v) = 4. Vezmeme kontrolní matici E
zaji¹tìnou Poznámkou 2.2:

Ẽ =


0 1 . . . 1 1 0 . . . 0
1 0 1 . . . 0
. NT . . . . . .
1 0 0 . . . 1

 =


ũ1

ũ2

. . .
ũ12

 ,

která je zároveò generující maticí samoduálního kódu E . Její øádky ũi mají stejné vlast-
nosti jako slova ui, nebo» rovnì¾ NT je incidenèní matice symetrického 2 − (11, 6, 3)
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designu, proto existuje mno¾ina indexù Ĩ ⊂ {1, . . . , 12}, pro nì¾ v =
∑

i∈Ĩ ũi. Proto¾e
stejnì jako v pøípadì mno¾iny I ani mno¾ina Ĩ nemù¾e být jednoprvková, dostáváme, ¾e
|Ĩ| = 4− |I| > 1, tudí¾ |I| < 3. Zjistili jsme, ¾e 1 < |I| < 3, proto |I| = 2 a tedy existují
i 6= j, pro které

4 = w(ui + uj) = w(ui) + w(uj)− 2w(ui ∩ uj)) = 8,

co¾ je spor. Dokázali jsme, ¾e je E vzdálenosti 8
Proto¾e G vznikne z E propíchnutím v 13. souøadnici, jedná se podle pøedchozího

pozorování o 3-perfektní [23, 12, 7]2-kód. �

Vìta 8.6. A¾ na permutaèní ekvivalenci existuje právì jeden [24, 12, 8]2-kód, který je
samoduální, dvojnásobnì sudý a obsahuje slovo váhy 12. Kód je permutaènì ekvivalentní
E a jeho propíchnutí v kterékoli souøadnici je permutaènì ekvivalentní G.

Dùkaz. Existence plyne z 8.5, slovo váhy je na prvním øádku generující matice E.
Nech» [24, 12, 8]2-kód C splòuje pøedpoklady tvrzení a zvolme souøadnici i, v ní¾ bude

kód propichovat. Proto¾e jsou váhy C sudé platí , ¾e 1 · v = 0 pro ka¾dé v ∈ C, máme
v ∈ C⊥ = C. Podle pøedpokladu existuje slovo u ∈ C váhy 12, proto ũ = 1 + u ∈ C
a w(u) = w(ũ) = 12. Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat (tj. permutujeme
souøadnice, pøípadnì slova u a ũ vymìníme), ¾e i = 1,

u = 000000000000111111111111 a ũ = 111111111111000000000000.

Nyní uvá¾íme propíchnutí πI : F24
2 → F12

2 v souøadnicích I = {13, . . . , 24} . Pøedpo-
kládáme-li, ¾e v ∈ C \ {0} a πI(v) = 0, dostaneme w(u + v) + w(v) = 12, w(v) ≥ 8, a
proto w(u + v) ≤ 4. Proto¾e je kód vzdálenosti 8, vidíme, ¾e u + v = 0, tudí¾ u = v
a o jádru restrikce πI |C obsahuje pouze slova 0,u. Proto¾e ũ · c = 0 pro v¹echna slova
c ∈ C je πI(C) [12, 11]2-kód s kontrolní maticí 1 ∈ F1×12

2 , tedy paritní kód. To znamená,
¾e umíme zkonstruovat generující matici C kódu C, na jejím¾ prvním øádku bude slovo u,
levý blok 11× 12 pod ním bude tvoøit generující matice paritního kódu a první sloupec
zbývajícího pravého bloku mù¾eme vzít nulový, proto¾e nulování pøípadných nenulových
hodnot pøiètením prvního øádku matice nezmìní prvních dvanáct sloupcù C ani samotný
kód C:

C =


0 0 . . . 0 1 1 . . . 1
1 0
. I11 . M
1 0

 .

Vymìníme-li nyní 1. a 13. sloupec matice C dostaneme, generující matici

C̃ =


1 0 . . . 0 0 1 . . . 1
0 1 . . . 0 1
. . . . . . . M
0 0 . . . 1 1

 ,

permutaènì ekvivalentního kódu C̃. Nyní staèí díky 8.3 ukázat, ¾e jeM incidenèní matice
2− (11, 6, 3) designu.
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Oznaème øádky matice C̃ po øadì c0, . . . , c11 a øádky matice M v1, . . . ,v11. Proto¾e je
C dvojnásobnì sudý kód, 4 dìlí w(ci) i w(ci+cj) a d(C) = 8 vidíme, ¾e w(vi), w(vi+vj) ∈
{6, 10}. Uká¾eme, ¾e pøipadá v úvahu pouze hodnota 6.
Kdyby w(vi) = 10, pak by w(ci + c0) = 2 + 2 = 4, z èeho¾ plyne spor.
Kdyby w(vi +vj) = 10, pak by w(ci + cj + c0) = 2 + 2 = 4, opìt tedy dostáváme spor.
Proto pro i 6= j

6 = w(vi) = w(vi + vj) = w(vi) + w(vj)− 2w(vi ∩ vj),

z èeho¾ plyne, ¾e w(vi ∩ vj) = 3. Toté¾ lze dokázat i pro matici MT , nebo»
0 1 . . . 1 1 0 . . . 0
1 0 1 . . . 0
. MT . . . . . .
1 0 0 . . . 1


je rovnì¾ je generující matice samoduálního kódu C̃.
Tedy M je incidenèní matice symetrického 2 − (11, 6, 3) designu, která je podle 8.3

urèena a¾ na permutaci øádkù a sloupcù jednoznaènì. Nyní je u¾ snadné nahlédnout ¾e
je pùvodní kód permutaènì ekvivalentní kódu E a jeho propíchnutí v libovolné pøedem
zvolené souøadnici je permutaènì ekvivalentní kódu G. �

Poznámka 8.7. Nech» C ⊆ F2k
2 , kde k = log2 |C|. Jestli¾e buï

(a) C je samoortogonální nebo
(b) 0 ∈ C a u + C je pro ka¾dé u ∈ C dvojnásobnì sudý,

pak je C samoduální a tedy lineární kód.

Dùkaz. Nech» platí (a). Pak C ⊆ LO(C) ⊆ C⊥ ⊆ (LO(C))⊥, proto 2k = |C| ≤ |LO(C)| a
dim(LO(C)) ≥ k. Uvá¾íme-li, ¾e dim((LO(C))⊥) ≤ k, vidíme, ¾e 2k = |C| ≤ |LO(C)| ≤
|(LO(C))⊥)| ≤ 2k, èím¾ jsme ovìøili, ¾e C = LO(C) = C⊥.
Pøedpokládejme, ¾e platí (b), staèí nám ovìøit platnost (a).
V¹imnìme si, ¾e pro ka¾dé u,v ∈ C plyne z pøedpokladù, ¾e 4 dìlí v¹echny tøi hodnoty

w(u) = w(0 + u), w(v) = w(0 + v), w(u + v).

Proto 2w(u ∩ v) = w(u + v) − w(u) − w(v), tedy váha w(u ∩ v) je sudá a u · v = 0.
Ovìøili jsme, ¾e je C samoortogonální. �

Vìta 8.8. A¾ na permutaèní ekvivalenci existují jednoznaènì urèené binární kódy G̃ a
Ẽ velikosti 212 obsahující nulové slovo, první délky 23 a vzdálenosti 7 a druhý délky 24 a
vzdálenosti 8. Tyto kódy jsou nutnì lineární a platí, ¾e G̃ je permutaènì ekvivalentní G,
Ẽ je permutaènì ekvivalentní E a fE = 1 + 759x8 + 2576x12 + 759x16 + x24.

Dùkaz. Existence plyne z 8.5 a zbývá dokázat jednoznaènost.
Propíchnutí v i-té souøadnici πi(Ẽ) tvoøí kód velikosti 212 obsahující nulové slovo, podle

Pozorování jde o 3-perfektní kód vzdálenosti 7 s váhovým polynomem fπi(Ẽ) = 1+253x7+

506x8 + 1288x11 + 1288x12 + 506x15 + 253x16 + x23.
Proto¾e pro ka¾dé u ∈ Ẽ \ {0,1} existují j, k ≤ 24 splòující w(πj(u)) = w(πk(u))− 1.

Kód Ẽ neobsahuje slovo váhy 7, tedy v¹echna slova váhy 7 kódu πi(Ẽ) vznikla ze slov
váhy 8. Kdyby Ẽ obsahoval slovo váhy 11, 15 nebo 23, pak by pro vhodné i obsahoval

29



kód πi(Ẽ) slovo o jedna men¹í váhy, co¾ neplatí. Podobnì Ẽ nemù¾e obsahovat slova váhy
9, 13, ani 17, proto¾e by v opaèném pøípadì obsahoval pro vhodné i kód πi(Ẽ) slova té¾e
váhy. Proto fẼ = 1+759x8 +2576x12 +759x16 +x24, tedy Ẽ je dvojnásobnì sudý. Proto¾e
v+ Ẽ má stejné parametry jako Ẽ , je to dvojnásobnì sudý kód pro v¹echna v ∈ Ẽ a tedy
je Ẽ lineární samoduální kód podle 8.7 a Ẽ je permutaènì ekvivalentní E podle 8.6.
Splòuje-li G̃ pøedpoklady tvrzení, pak kód Ê = {c1 . . . c23

∑
i ci | c1 . . . c23 ∈ G̃} má

délku 24 a vzdálenosti 8 mohutnosti 212 slov a obsahuje 0, èeho¾ plyne, ¾e Ê je permutaènì
ekvivalentní E . Proto¾e π24(Ê) = G̃ je díky 8.6 permutaènì ekvivalentní G.
Zbytek plyne z Poznámky 8.5. �

Dùsledek 8.9. Je-li C binární kód velikosti 212 délky 23 a vzdálenosti 7, pak pro ka¾dé
u ∈ C je kód u + C permutaènì ekvivalentní G.

Konvoluèní kódy

9. Kódujme konvoluèním kódem!

Zbývající kapitoly budou vìnovány odli¹nému konceptu kódování, kdy budeme pracovat
nikoli s mno¾inou pøípustných kódových slov, nýbr¾ s mno¾inou pøípustných posloupností
kódových slov, které budou kódovat v¹echny posloupnosti slov totálního kódu. V úvodní
èásti nastíníme formalizaci problematiky a kromì základních pojmù konvoluèního kódu
a konvoluèního kódovaèe, zavedeme klíèové nástroje jejich popisu. Na závìr kapitoly si
uvìdomíme, ¾e na¹e de�nice fyzického konvoluèního kódovaèe detailnì popisuje jeho tech-
nickou realizaci jako elektrického obvodu.

V celé kapitole pøedpokládáme, ¾e F je koneèné tìleso a D neznámá.

T&N. Na mno¾inì formálních Laurentových øad F((D)) = {
∑

i≥r uiD
i | r ∈ Z, ui ∈ F}

uva¾ujme obvyklé operace∑
i≥r

uiD
i ±
∑
i≥s

viD
i =

∑
i≥min(r,s)

(ui ± vi)Di,
∑
i≥r

uiD
i ·
∑
i≥s

viD
i =

∑
i≥r+s

i−s∑
k=r

ukvi−kD
i,

kde polo¾íme ui = vj = 0 ∀i < r, j < s. Dále znaème:
F[[D]] = {

∑
i≥0 uiD

i | ui ∈ F} - formální mocninné øady,
F[D] = {

∑n
i=0 uiD

i | n ∈ N, ui ∈ F} - polynomy,
F[D,D−1] = {

∑n
i=k uiD

i | k ∈ Z, n ∈ N, ui ∈ F} - Laurentovy polynomy.

Poznámka 9.1. F((D)) tvoøí s vý¹e zavedenými operacemi a konstantami 0 a 1 komu-
tativní tìleso a F[D], F[D,D−1], F[[D]] jsou jeho podokruhy.

Dùkaz. Obdobnými argumenty jako v pøípadì oboru polynomù je snadné nahlédnout, ¾e
F((D)) pøedstavuje komutativní okruh. Abychom ovìøili, ¾e jde o tìleso, vezeme nenulový
prvek f ∈ F((D)). Potom existuje celé èíslo d, mocninná øada g ∈ F[[D]] s nenulovým
absolutním èlenem, pro kterou f = Ddg, a mocninná øada h =

∑
h0D

i s koe�cienty
danými rekurentním vztahem hn = g−10

∑n−1
i=0 hign−i pro poèáteèní podmínku h0 = g−10 ,

která je inverzní k øadì g, a proto¾e g−1 = h, vidíme, ¾e f−1 = D−dh.
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Dùkaz uzavøenost mno¾in F[D], F[D,D−1], F[[D]] na operace je zcela pøímoèarý a
ponecháme ho ètenáøi jako snadné cvièení. �

T&N. Prvkùm podílového tìlesa F(D) = {p
q
| p, q ∈ F[D], q 6= 0} oboru F[D] øíkáme

racionální funkce. Racionální funkce f ∈ F(D) je realizovatelná, pokud f = p
q
pro vhodný

polynom p a polynom s nenulovým absolutním èlenem q.

Pozorování. Uva¾ujme zobrazení ν : F(D)→ F((D)) dané vztahem ν(p
q
) = p · q−1.

(1) ν je dobøe de�novaný prostý okruhový homomor�smus,
(2) f ∈ F(D) je realizovatelná, právì kdy¾ ν(f) ∈ F[[D]]

T&N. Nadále budeme ztoto¾òovat prvky F(D) a ν(F(D)) a prvkùm ν(F(D)) ∩ F[[D]]
budeme øíkat realizovatelné øady.
Pro c ∈ N oznaème Fc((D)) = {

∑
i≥r uiD

i | r ∈ Z,ui ∈ Fc}, kde souøadnice znaèíme

horními indexy ui = u
(1)
i . . . u

(c)
i .

Pozorování. Pro c ∈ N platí, ¾e

(1) zobrazení µ(
∑

i≥r uiD
i) = (

∑
i≥r u

(1)
i Di, . . . ,

∑
i≥r u

(c)
i D

i) je bijekce µ : Fc((D))→
F((D))c,

(2) F((D))c pøedstavuje aritmetický vektorový prostor nad tìlesem F((D)) a jeho
strukturu mù¾eme pomocí bijekce µ pøenést na mno¾inu Fc((D)), zobrazení µ se
tak stane izomor�smem vektorových prostorù.

Na základì pøedchozího pozorování budeme nadále ztoto¾òovat prvky prostorù Fc((D))
a F((D))c prostøednictvím izomor�smu µ.

De�nice. Je-li B ⊂ F(D)c, nazveme C = LO(B) ⊆ F((D))c konvoluèní kód s parametry
(c, k), pokud dimF((D)) C = k. Ka¾dou matici G ∈ (F(D) ∩ F[[D]])k×c, její¾ øádky tvoøí
bázi C, nazveme generující maticí konvoluèního kódu C. Pokud G ∈ F[D]k×c mluvíme o
polynomiální generující matici.

Poznámka 9.2. Je-li C ⊆ F((D))c konvoluèní kód, pak

(1) existuje nìjaká polynomiální generující matice C,
(2) je-li G = (gij) generující matice C, pak existují polynomy pij, qi ∈ F[D], pro nì¾

platí, ¾e qi(0) = 1, nsd(pi1, . . . , pic, qi) = 1 a gij =
pij
qi
∀i, j,

(3) v¹echny polynomy z bodu (2) (a tedy i jejich stupnì) jsou maticí G urèeny jed-
noznaènì.

Dùkaz. (1) Nejprve zvolíme libovolnou bázi (b1, . . . ,bk) kódu C sestávající z prvkù F(D)c.
Pro ni existují polynomy fij, qij ∈ F[D], i ≤ k, j ≤ c splòující bi = (fi1

qi1
, . . . , fic

qic
) pro

v¹echna i a polo¾me q = nsn(qij | i ≤ k, j ≤ c) a gi = q ·bi. Odtud plyne, ¾e G =

g1

. . .
gk


je generující matice konvoluèního kódu C.
(2) Nech» gij =

fij
qij

pro nesoudìlné fij a qij a qij(0) 6= 0, co¾ mù¾eme pøedpokládat, pro
v¹echna i, j.
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Pro ka¾dé i polo¾me q̃i = nsn(qij | j ≤ c), dále qi = q̃i
q̃i(0)

, co¾ znamená, ¾e qi(0) = 1, a
pij = fij

qi
qij

pro v¹echna j = 1, . . . , c. Uká¾eme, ¾e nsd(pi,1, . . . , pi,c, qi) = 1.
Pøedpokládejme, ¾e existuje ireducibilní polynom r, který dìlí v¹echny pi,1, . . . , pi,c i qi.

Kdyby r|fij pro v¹echna j, pak by r nedìlilo qij pro ¾ádné j, a tudí¾ by r nedìlilo qi, co¾
je ve sporu s pøedpokladem. Nech» nyní ∅ 6= J = {j | r nedìlífij}. Potom r | qi

qij
, a proto

qijr | qi pro v¹echna j ∈ J , tudí¾ r dìlí qi
nsn(qij |j∈J) . Odtud plyne, ¾e existuje j /∈ J , pro

nì¾ r dìlí qij, tudí¾ r nedìlí fij, co¾ je spor s volbou J .
(3) Zvolme i, j libovolnì. Proto¾e fij

qij
=

pij
qi
, dostáváme, ¾e qi = qij

pij
fij
, co¾ je polynom,

kde fij a qij jsou nesoudìlné a pij
fij

je polynom. Tudí¾ qi je spoleèný násobek polynomù
qi1, . . . , qic. Budeme-li pøedpokládat, ¾e existuje polynom r, který dìlí qi

nsn(qi1,...,qic)
, pak

r dìlí polynom qi
qij

=
pij
fij
F[D], proto r dìlí i pij pro v¹echna i, j, co¾ je spor. Tím jsme

dokázali, ¾e qi je a¾ na skalární násobek urèen jednoznaènì a uvá¾íme-li koneènì, ¾e se
absolutní èlen polynomù qi rovná 1, jsou v¹echny polynomy urèeny jednoznaènì. �

T&N. Uvá¾íme-li vyjádøení generující matice G = (
pij
qj

) konvoluèního kódu z 9.2(2),

pak de�nujeme νi = max(deg(pi1), . . . , deg(pic), deg(qi)) a hodnotu extdeg(G) =
∑k

i=1 νi
nazveme vnìj¹í stupeò matice G.

Vìta 9.3. Jsou-li G a G̃ dvì generující matice konvoluèního kódu C s minimálním vnìj¹ím
stupnìm ν =

∑k
i=1 νi =

∑k
i=1 ν̃i, kde νi a ν̃i jsou zavedeny stejnì jako vý¹e a ν1 ≤ · · · ≤ νk

a ν̃1 ≤ · · · ≤ ν̃k, pak νi = ν̃i pro v¹echna i = 1, . . . , k.

Dùkaz. Oznaème si øádky generujících matic G =

g1

. . .
gk

 a G̃ =

 g̃1

. . .
g̃k

 a ke sporu

pøedpokládejme, ¾e existuje i, pro nì¾ νi 6= ν̃i. Vezmìme nejmen¹í takové i a bez újmy
na obecnosti pøedpokládejme, ¾e νi < ν̃i . Doplníme-li nyní bázi g1, . . . ,gi na bázi
g1, . . . ,gi, g̃j1 , . . . , g̃jk−i

konvoluèního kódu C pomocí øádkù generující matice G̃, co¾ nám

umo¾òuje Steinitzova vìta o výmìnì, potom je matice Ĝ =


g1

. . .
gi
g̃j1
. . .
g̃jk−i

 rovnì¾ generující

maticí konvoluèního kódu C a dostáváme

extdeg(Ĝ) =
i∑

s=1

νs +
k−i∑
s=1

ν̃js ≤
i∑

s=1

νs +
k∑

s=i+1

ν̃s = νi +
∑
s 6=i

ν̃s <
k∑
s=1

ν̃s = ν,

co¾ je spor s minimalitou volby ν. �

De�nice. Hodnotám νi z pøedchozí vìty pro generující matici G kódu C s minimálním
vnìj¹ím stupnìm, se øíká Forneyho indexy kódu a hodnota deg C =

∑k
i=1 νi, tedy mini-

mální vnìj¹í stupeò mezi v¹emi generujícími maticemi, se nazývá stupeò konvoluèního
kódu C.
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Je-li G generující matice konvoluèního kódu C s parametry (c, k), pak zobrazení K :
F((D))k → F((D))c dané podmínkou K(u) = uG nazveme konvoluèní kódovaè a dvojici
(K,G) fyzický konvoluèní kódovaè.

Pozorování. Je-li (K,G) fyzický konvoluèní kódovaè pro G = (
pij
qi

) generující matici

konvoluèního kódu C s parametry (c, k) a u =
∑

i uiD
i ∈ F((D))k, pak

(1) K(F((D))k) = C a K je prosté lineární zobrazení,
(2) v(j) =

∑
i v

(j)
i Di =

∑k
s=1 u

(s) psj
qs

pro v =
∑

i viD
i = K(u).

V pøedchozím pozorování jsme si uvìdomili, ¾e fyzický konvoluèní kódovaè umíme v¾dy
vyjádøit jako jistou koneènou posloupnost souètù konvolucí s realizovatelnou racionální
funkcí. Následující znázornìní konvoluce obvodem nepøedstavuje jen formální zápis re-
alizovatelné racionální funkcí pomocí schématu, nýbr¾ ukazuje, jak konvoluèní kódovaè
þfyzicky"realizovat pomocí elektrotechnického obvodu, do nìj¾ vstupuje jistou frekvencí

posloupnost signálù hodnoty ui, symbol D pøedstavuje souèástku zpo¾ïující výstup
proti vstupu o jednu èasovou jednotku a ⊕ spolu ohodnocením hrany znamená pøiètení
násobku hodnoty na vstupu.

T&N. Jestli¾e p =
∑m

i=0 piD
i, q =

∑m
i=0 qiD

i ∈ F[D], kde m ≥ max(deg p, deg q),
splòují pøedpoklady 9.2(2) (a tedy q0 = 1), pak pro u =

∑
i≥z uiD

i ∈ F((D)) a v =∑
i≥z viD

i = u · p
q
následující schéma znamená, ¾e je konvoluce u · p

q
realizována obvodem:

ui D D D

vi
p0 p1 p2 pm

−q1 −q2 −qm

Za ¹ablonu obvodu dìkuji Adamu Klepáèovi.

Poznamenejme, ¾e ohodnocení hrany nulou se obvykle znázoròuje vypu¹tìním hrany
pøedstavující vodiè (a pøíslu¹ný èítaè tak mù¾eme rovnì¾ vypustit) a ohodnocení hodnotou
1 se vynechává. Pro spoleèné vstupy navíc budeme èasto shodné èásti obvodù spojovat
do jednoho schématu.

Pøíklad 9.4. Uvá¾íme fyzický konvoluèní kódovaè (K,G) pro generující matici G =(
1 +D2 1 +D +D2

)
∈ F2[D]1×2. Pro vstup u =

∑
i uiD

i ∈ F2((D)) tak vyjádøíme

K(u) =
∑
i

uiD
i
(
1 +D2 1 +D +D2

)
= (
∑
i

(ui + ui−2)D
i,
∑
i

(ui + ui−1 + ui−2)D
i).

Fyzický konvoluèní kódovaè je¹tì realizujme obvodem, v nìm¾ chybí þzpìtná vazba"díky
triviálnímu jmenovateli a naopak segment obsahující vstup a zpo¾ïovaèe je pro oba ob-
vody spoleèný (jak by tomu opravdu bylo v pøípadì fyzikální realizace):

ui D D

v
(2)
i

v
(1)
i
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10. Konvoluèní kódovaè: obvod nebo pøekladaè?

Rozmyslíme si, ¾e konvoluèní kódovaè mù¾eme pojmout jako jistý typ pøekladaèe, který
nám díky znalosti hodnoty a stavu systému v daném èasovém okam¾iku umo¾ní algorit-
micky urèit následující hodnoty a stavy. Vedle toho nahlédneme, jak na¹e pojem fyzického
konvoluèního kódovaèe souvisí s jeho algoritmickým pojetím.

De�nice. Pro n, k,m ∈ N, k ≤ n, z ∈ Z uvá¾íme ètveøici matic P ∈ Fm×m, Q ∈ Fk×m,
R ∈ Fm×n, S ∈ Fk×n urèujících zobrazení

δ : Fm × Fk → Fm, λ : Fm × Fk → Fn

δ(s,u) = sP + uQ, λ(s,u) = sR + uS.

Jestli¾e u =
∑

i≥z uiD
i ∈ F((D))k polo¾me sz = 0 ∈ Fm a dále pro v¹echna i ≥ z

si+1 = δ(si,ui), vi = λ(si,ui), K(u) =
∑
i≥z

viD
i.

Je-li zobrazení K prosté, potom trojici (K, δ, λ) nazveme abstraktní konvoluèní kódovaè
s pøechodovou funkcí δ, výstupní funkcí λ, parametry (n, k,m) a stavovým prostorem Fm.
Pøíklad 10.1. Oznaèíme v obvodu z Pøíkladu 9.4 σi a σi−1 hodnoty po prvním a druhém

pou¾ití zpo¾ïovaèe D v èase i (tedy v okam¾iku, kdy máme na vstupu hodnotu ui) a
dvojici tìchto hodnot oznaèíme jako stav si = (σi, σi−1):

ui D D

v
(2)
i

σi
σi−1

v
(1)
i

Potom si+1 = (σi+1, σi) = (ui, ui−1) = siP + uiQ a

vi = (ui + ui−2, ui + ui−1 + ui−2) = (σi−1, σi + σi−1) + (ui, ui) = siR + uiS

pro matice P =

(
0 1
0 0

)
, Q =

(
1 0

)
, R =

(
0 1
1 1

)
, S =

(
1 1

)
, proto lze konvoluèní

kódovaè K z 9.4 popsat jako abstraktní konvoluèní kódovaè (K, δ, λ) s parametry (2, 1, 2),
kde δ(s,u) = sP + uQ a λ(s,u) = sR + uS.

Poznámka 10.2. Nech» pro m ∈ N, p =
∑m

i=0 piD
i 6= 0, q = 1 +

∑m
i=1 qiD

i a máme
zobrazení K : F((D)) → F((D)) urèené konvolucí K(u) = u · p

q
, tedy (K, (p

q
)) je fyzický

konvoluèní kódovaè. Zobrazení δ : Fm × F1 → Fm a λ : Fm × F1 → F1 pøedpisy

δ(s, t) = (t−
m∑
j=1

qjs
(j), s(1), . . . , s(m−1)) = s ·


−q1
. Im−1

−qm−1
−qm 0 . . . 0

+ u · (1, 0, . . . , 0)

λ(s, t) = p0t+
m∑
j=1

(pj − p0qj)s(j) = s ·

 p1 − p0q1
. . .

pm − p0qm

+ u · p0.
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Potom je (K, δ, λ) abstraktní konvoluèní kódovaè.

Dùkaz. Pro u =
∑

i≥z uiD
i polo¾me sz = 0, si+1 = δ(si, ui) a vi = λ(si, ui) pro ka¾dé i ≥

z. De�nujeme-li σi = s
(1)
i+1 a σ =

∑
i≥z σiD

i pak vidíme, ¾e si+1 = (σi, σi−1, . . . , σi−m+1),
proto σi = ui −

∑m
j=1 qjσi−j a tudí¾ ui = σi +

∑m
j=1 qjσi−j. Nyní snadno spoèítáme

konvoluce σ · q a σ · p:

σ · q =
∑
i≥z

(σi +
m∑
j=1

σi−jqj)D
i =

∑
i≥z

uiD
i = u,

σ · p =
∑
i≥z

(
m∑
j=0

σi−jpj)D
i =

∑
i≥z

(p0(ui −
m∑
j=1

σi−jqj) +
m∑
j=1

pjs
(j)
i )Di =

=
∑
i≥z

(p0ui +
m∑
j=1

(pj − p0qj)s(j)i )Di = v.

Odtud dostáváme, ¾e v
p

= σ = u
q
, a proto v = up

q
a K(u) = v. �

Vìta 10.3. Abstraktní konvoluèní kódovaè lze realizovat jako fyzický konvoluèní kódovaè
a naopak.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e (K, δ, λ) je abstraktní konvoluèní s parametry (c, k,m) kódo-
vaè daný maticemi P,Q,R, S, tedy si+1 = siP+uiQ a vi = siR+uiS pro u =

∑
i≥z uiD

i,
v¹echna i ≥ z a sz = 0. Polo¾íme-li s =

∑
i≥z siD

i a v =
∑

i≥z viD
i, pak

D−1s =
∑
i≥z

si+1D
i =

∑
i≥z

siD
iP +

∑
i≥z

uiD
iQ = sP + uQ.

To snadno upravíme na uQ = sD−1(Im−DP ), proto s = uQ(Im−DP )−1D, kde snadno
spoèítáme, ¾e (Im −DP )−1 =

∑
i≥0 P

iDi je dobøe de�novaná mocninná øada, a proto je
i realizovatelná. Navíc

v =
∑
i≥z

viD
i =

∑
i≥z

siD
iR +

∑
i≥z

uiD
iS = sR + uS = u(S +Q(Im −DP )−1DR),

odkud plyne, ¾e G = DQ(Im−DP )−1R+S ∈ F(D)∩F[[D]]. To znamená, ¾e K(u) = uG,
a proto¾e je K podle de�nice prosté, je G generující matice konvoluèního kódu a tudí¾
tvoøí dvojice (K,G) fyzický konvoluèní kódovaè.
Nyní pøedpokládejme, ¾e G = (

pij
qi

)ij ∈ (F(D) ∩ F[[D]])k×c je generující matice ve
znaèení 9.2, pro ni¾ K(u) = uG. Oznaèíme νi = max(deg(pi1), . . . , deg(pic), deg(qi)),
ν =

∑k
i=1 νi = extdeg(G), koe�cienty polynomù pij =

∑νi
s=0(pij)sD

s a qi =
∑νi

s=0(qi)sD
s

a de�nujeme matice

Pi =


−(qi)1
. Iνi−1

−(qi)νi−1
−(qi)νi 0 . . . 0

 ∈ Fνi×νi , P =


P1 0ν1×ν2 . . . 0ν1×νk

0ν2×ν1 P2 . . . 0ν2×νk
. . . . . .

0νk×ν1 0νk×ν2 . . . Pk

 ∈ Fν×ν ,
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eνi = (1, 0, . . . , 0) ∈ Fνi , Q =


eν1 01×ν2 . . . 01×νk

01×ν1 eν1 . . . 01×νk
. . . . . .

01×ν1 01×ν2 . . . eνk

 ∈ Fk×ν ,

Ri =


(pi1)1 − (pi1)0(qi)1 . . . (pin)1 − (pin)0(qi)1
(pi1)2 − (pi1)0(qi)2 . . . (pin)2 − (pin)0(qi)2

. . . . .
(pi1)νi − (pi1)0(qi)νi . . . (pin)νi − (pin)0(qi)νi

 ∈ Fνi×c, R =


R1

R2

.

.
Rk

 ∈ Fν×c

a S =


(p11)0 . . . (p1n)0
(p21)0 . . . (p2n)0
. . . . .

(pk1)0 . . . (pkn)0

 ∈ Fk×c. Nyní díky 10.2 s pou¾itím de�nice násobení matic

dostáváme, ¾e (K, δ, λ) je pro δ(s,u) = sP+uQ a λ(s,u) = sR+uS abstraktní konvoluèní
kódovaè. �

Dùsledek 10.4. Je-li (K, δ, λ) abstraktní konvoluèní kódovaè s parametry (c, k,m), pak
pro v¹echna u ∈ F((D)) platí, ¾e

(1) K je lineární zobrazení nad tìlesem F a K(uD) = K(u)D,
(2) pokud k = 1, pak K(u) = uK(1).

Poznamenejme, ¾e vlastnost K(uD) = K(u)D z bodu (1) se obvykle nazývá èasová
invariance a hodnota K(1) odezva kódovaèe K. Lineární èasovì invariantní zobrazení
daná odezvou, ji¾ bychom mohli zavést i pro vy¹¹í dimenze, pøedstavují pùvodní tech-
nický pøístup k my¹lence konvoluèního kódovaèe a zde ho dále nebudeme rozvíjet, jen
poznamenejme, ¾e lze za jistého (netechnického) pøedpokladu spojitosti dokázat, ¾e jde
o koncept ekvivalentní na¹emu pojmu kódovaèe.

Pøíklad 10.5. (1) Aplikujme dùkaz 10.3 na abstraktní konvoluèní kódovaè K z 10.1 s
maticemi

P =

(
0 1
0 0

)
, Q =

(
1 0

)
, R =

(
0 1
1 1

)
, S =

(
1 1

)
.

Potom G̃ = D ·Q · (I2 −DP )−1 ·R + S =

= D
(
1 0

)(1 −D
0 1

)−1(
0 1
1 1

)
+
(
1 1

)
=
(
1 +D2 1 +D +D2

)
.

Tedy G̃ = G z 9.4.
(2) Pro generujíc matici G =

(
1

1+D+D2
1+D

1+D+D2

)
nad F2 vidíme, ¾e extdegG = 2 a

pomocí dùkazu pøedchozí vìty spoèítáme matice urèující abstraktní konvoluèní kódovaè
pro fyzický kódovaè K(u) = uG:

P =

(
1 1
1 0

)
, Q =

(
1 0

)
, R =

(
0− 1 · 1 1− 1 · 1
0− 1 · 1 0− 1 · 1

)
=

(
1 0
1 1

)
, S =

(
1 1

)
.

a snadno znázorníme obvod popisující daný fyzický konvoluèní kódovaè:
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ui D D

v
(1)
i v

(2)
i

(3) Pro polynomiální matici G =

(
1 1 +D +D2 1 +D2 1 +D
0 1 +D +D2 D2 1

)
nad F2 urèíme

extdegG = 2+2 = 4 a opìt z dùkazu pøedchozí vìty spoèítáme matice urèující abstraktní
konvoluèní kódovaè pro fyzický kódovaè K(u) = uG:

Pi =

(
0 1
0 0

)
proto P =

(
P1 0
0 P2

)
=


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ,

Q =

(
e1 0
0 e1

)
=

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
R =


0 1 0 1
0 1 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0

 , S =

(
1 1 1 1
0 1 0 1

)
.

(4) Pro generující matici G̃ =

(
1 1 +D +D2 1 +D2 1 +D
1 0 1 D

)
nad F2 tého¾ konvo-

luèního kódu jako v (2) opìt spoèítáme extdeg G̃ = 2+1 = 3 a matice urèující abstraktní
konvoluèní kódovaè pro K̃(u) = uG̃:

P̃ =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , Q̃ =

(
1 0 0
0 0 1

)
R̃ =

0 1 0 1
0 1 1 0
0 0 0 1

 , S̃ =

(
1 1 1 1
1 0 1 0

)
.

11. Polynomiální generující matice

V této sekci se budeme vìnovat hledání popisu minimálních kódování konvoluèního kódu
pomocí jistých algebraických vlastností generující matice. Polynomiální generující matici
daného kódu, která bude disponovat tìmito vlastnostmi a které budeme øíkat kanonická
matice. Odpovídající fyzický i abstraktní konvoluèní kódovaè, budeme navíc s to efektivnì
zkonstruovat.

V následujícím bude F znaèit koneèné tìleso a k a c pøirozená èísla.

T&N. Nech» A ∈ F[D]c×c C,M ∈ F[D]k×c. Øekneme, ¾e je matice A unimodulární,
pokud ∃A−1 ∈ F[D]c×c. Jsou-li L ∈ F[D]k×k a P ∈ F[D]c×c unimodulární a M =
δ1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 δ2 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . 0 . . . 0
0 0 . . . δk 0 . . . 0

 pro monické nebo nulové polynomy δi ∈ F[D] splòující
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podmínku δi|δi+1 pro v¹echna i = 1, . . . , k − 1, pak C = LMP nazveme Smithùv rozklad
matice C a M je Smithova normální forma (SNF) matice C.

Pozorování. Je-li A ∈ F[D]c×c a p ∈ F[D], pak

(1) A je unimodulární ⇔ detA ∈ F∗,
(2) elementární matice pøiètení p násobku øádku k jinému je unimodulární,
(3) jsou-li a, b ∈ F[D] nesoudìlné, a proto existuje u, v ∈ F[D], pro nì¾ ua + bv = 1,

je matice

(
a −v
b u

)
unimodulární.

Dùkaz následujícího tvrzení, který je zalo¾en na my¹lence Gaussovy eliminace nad okru-
hem polynomù s vyu¾itím Eukleidova algoritmu a Bezoutových koe�cientù, vynecháme.

Fakt 11.1. Polynomiální matice má nìjaký Smithùv rozklad a její SNF je urèen jedno-
znaènì.

Tøeba¾e nebudeme formálnì popisovat algoritmus hledání SNF, zkusíme ho v jedno-
duchých pøíkladech pomocí Pozorování najít:

Pøíklad 11.2. (1) Pro A =

(
1 +D −D
D 1−D

)
∈ F[D]2×2 je A−1 =

(
1−D D
−D 1 +D

)
,

tedy se jedná o unimodulární matici s determinantem detA = 1. Potom SNF matice C
je I2 a její Smithùv rozklad je napøíklad tvaru A = A · I2 · I2 = I2 · I2 · A.

(2) Hledáme Smithùv rozklad matice G =

(
1 +D2 1 +D3 D +D2

1 +D 1 +D2 1 +D

)
nad F2. Nej-

prve pøehodíme dva øádky a (1 +D) násobek nového prvního øádku pøièteme k druhému
a poté upravujeme pomocí sloupcových úprav:

G ∼
(

1 +D 1 +D2 1 +D
0 D +D2 1 +D

)
∼
(

1 +D 0 0
0 1 +D D +D2

)
∼
(

1 +D 0 0
0 1 +D 0

)
Snadno zaznamenáme inverzní úpravy k provedeným øádkovým a sloupcovým úpravám
do matic

L =

(
0 1
1 0

)
·
(

1 0
1 +D 1

)
=

(
1 +D 1

1 0

)
,

P =

1 0 0
0 1 D
0 0 1

 ·
1 1 1 +D

0 1 0
0 0 1

 ·
1 0 0

0 0 1
0 1 0

 =

1 1 +D 1
0 D 1
0 1 0

 ,

pro nì¾ dostáváme Smithùv rozklad

G =

(
1 +D 1

1 0

)
·
(

1 +D 0 0
0 1 +D 0

)
·

1 1 +D 1
0 D 1
0 1 0

 .

V následujícím uva¾ujme G =

g1

. . .
gk

 ∈ F[D]k×c pro gi = (gi1, . . . , gin) ∈ F[D]c

generující matici konvoluèního kódu C, tedy matici hodnosti k, kde νi = deg gi :=
max(deg gi1, . . . , deg gic).
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T&N. Vnitøní stupeò matice G je hodnota

intdegG = max{deg det(H) | H ∈ F[D]k×k vznikne vypu¹tìním c− k sloupcù z G}.

Pro G̃ ∈ F[D]k×c platí, ¾e G̃ ∼ G, pokud existuje T ∈ F(D)k×k invertibilní, pro kterou
TG = G̃. Øekneme, ¾e generující matice G je základní, pokud

intdegG = min{intdeg G̃ | G̃ ∈ F[D]k×c, G̃ ∼ G}.

Pozorování. Je-li T ∈ F[D]k×k a det(T ) 6= 0, pak

(1) intdegG ≤ intdeg TG, proto¾e intdeg TG = deg det(T ) + intdegG, proto
(2) intdegG = intdeg TG ⇔ deg det(T ) = 0 ⇔ T je unimodulární,

(3) intdegG ≤ extdegG, proto¾e existuje podmatice M =

m1

. . .
mk

 ∈ F[D]k×k slo¾ená

ze sloupcù matice G, pro ni¾ intdegG = deg det(M) =

= deg
∑
σ∈Sk

sgnσ
∏
i

m
(σ(i))
i ≤ max

σ∈Sk

(
∑
i

degm
(σ(i))
i ) ≤

∑
i

νi = extdegG.

Následující charakterizace je u¾iteèná pro konstrukce základních matici.

Poznámka 11.3. Následující je pro matici G ekvivalentní:

(1) G je základní,
(2) SNF matice G je tvaru (Ik | 0),
(3) G lze doplnit c− k polynomiálními øádky na unimodulární matici,
(4) ∃R ∈ F[D]c×k, pro ni¾ GR = Ik.

Dùkaz. (1) ⇒ (2) Nech» G = L(S|0)R je Smithùv rozklad, kde S = Diag(δ1, . . . , δk) ∈
F[D]k×k je diagonální ètvercová matice. Potom G = LSR1 pro matici R1, která vznikne
z R vypu¹tìním posledních c− k øádkù, a proto podle Pozorování (1) platí, ¾e

intdegG = deg(det(LS)) + intdegR1 = deg detL+ deg detS + intdegR1.

Proto¾e je G základní a G ∼ R1, dostáváme, ¾e deg detL = deg detS = 0, co¾ znamená,
¾e δi = 1 pro v¹echna i = 1, . . . , k, nebo» je matice S hodnosti k.

(2) ⇒ (3) Podle pøedpokladu existují matice L ∈ F[D]k×k, R1 ∈ F[D]k×n a R2 ∈

F[D](c−k)×c, pro nì¾ G = L(Ik | 0)

(
R1

R2

)
. Nyní vidíme, ¾e

(
G
R2

)
=

(
L 0
0 Ic−k

)(
R1

R2

)
je

unimodulární matice.

(3) ⇒ (4) Je-li C ∈ F[D](c−k)×c matice, pro ni¾ je

(
G
C

)
unimodulární, pak existují

matice H1 ∈ F[D]c×k a H2 ∈ F[D]c×(c−k), pro které platí, ¾e

(
G
C

)
(H1 | H2) = Ic. Potom

GH1 = Ik.
(4) ⇒ (1) Nech» GR = Ik pro nìjakou matici R ∈ F[D]c×k. Zvolme T ∈ F(D)k×k, pro

kterou TG ∈ F[D]k×c. Potom i T = TGR ∈ F[D]k×c a proto podle Pozorování (1) platí,
¾e intdegG ≤ intdeg TG, proto je G základní. �
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T&N. Øekneme, ¾e je G redukovaná, pokud

extdegG = min{extdeg TG | T ∈ F[D]k×k je unimodulární}.

Oznaèíme-li gij koe�cient termu Dνi polynomu g
(j)
i v G, pak G = (gij)ij ∈ Fk×n se nazývá

matice nejvy¹¹ích koe�cientù.

Poznámka 11.4. Následující je pro matici G ekvivalentní:

(1) G je redukovaná,
(2) rankG = k,
(3) intdegG = extdegG.

Dùkaz. (1)⇒ (2) Tvrzení doká¾eme nepøímo a budeme pøedpokládat, ¾e rankG < k, co¾
znamená, ¾e existuje vektor nenulový y ∈ Fk, pro který yG = 0. Bez újmy na obecnosti
mù¾eme pøedpokládat, ¾e ν1 ≤ ν2 ≤ · · · ≤ νk, zvolíme s ≤ k nejvìt¹í takové, ¾e y(s) 6= 0
a de�nujeme polynom g̃s =

∑s
j=1 y

(j)Dνs−νjgj. Proto¾e mají v¹echny sèítance stupeò
právì νs a koe�cienty termu Dνs polynomiálního vektoru g̃s se vynulují, dostáváme, ¾e
deg g̃s < νs. Vytvoøíme-li nyní matici T z jednotkové matice stupnì k tak, ¾e nahradíme
její s-tý øádek øádkem (y(1)Dνs−ν1 ,y(2)Dνs−ν2 , . . . ,y(s)Dνs−νs , 0 . . . , 0) , platí, ¾e detT =
y(s) ∈ F∗, a tudí¾ jde o unimodulární matici. Proto¾e matice TG vznikne z G právì
nahrazením s-tého øádku vektorem g̃s, vidíme, ¾e

extdeg TG = deg g̃s +
∑
j 6=s

νj <
k∑
j=1

νj = extdegG,

proto matice G není redukovaná.
(2) ⇒ (3) Proto¾e rankG = k, existuje ètvercová matice M ∈ F[D]k×k vzniklá vypu-

¹tìním vhodných n − k sloupcù G tak, aby platilo, ¾e det M̃ 6= 0 pro matici M̃ , která
vznikne z matice G vypu¹tìním tých¾ sloupcù jako u matice M . Proto¾e

intdegM ≤ extdegM ≤ extdegG

a det M̃ je nenulový koe�cient u DextdegG, vidíme, ¾e

extdegG ≤ intdegM ≤ intdegG,

tudí¾ extdegG = intdegG.
(3) ⇒ (1) Pro ka¾dou unimodulární matici T platí, ¾e intdegG = intdeg TG díky

Pozorování (2), proto

extdegG = intdegG = intdeg TG ≤ extdeg TG,

odkud u¾ podle de�nice plyne, ¾e je G je redukovaná. �

De�nice. Øekneme, ¾e je G kanonická, je-li základní a redukovaná.

Vìta 11.5. Generující matice G konvoluèního kódu C je kanonická právì tehdy, kdy¾
extdegG = deg C.

Dùkaz. Zvolme dvì takové polynomiální matice Ĝ, G′, ¾e Ĝ je nejmen¹ího mo¾ného vni-
tøního stupnì splòující G ∼ Ĝ a G′ je nejmen¹ího mo¾ného vnìj¹ího stupnì splòující
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G ∼ Ĝ. Poznamenejme, ¾e díky 9.2 mù¾eme vzít matici minimálního vnìj¹ího stupnì
polynomiální, proto extdegG′ = deg C. Proto¾e podle Pozorování (3)

intdegG′ ≤ extdegG′ = deg C,

plyne z minimality volby intdeg Ĝ, ¾e rovnì¾ intdeg Ĝ ≤ deg C. Proto¾e existuje unimo-
dulární matice T ∈ F[D]k×k, pro ni¾ má matice TĜ nejmen¹í mo¾ný vnìj¹í stupeò, tedy
se jedná o redukovanou matici , platí díky Pozorování (2), ¾e

intdeg TĜ = intdeg Ĝ ≤ deg C ≤ extdeg TĜ.

Proto¾e je TĜ redukovaná, díky 11.4 platí, ¾e intdeg TĜ = extdeg TĜ = deg C. Proto¾e
je T unimodulární

deg C = intdeg TĜ = intdeg Ĝ ≤ intdegG ≤ extdegG.

Odtud vidíme, ¾e deg C = extdegG, právì kdy¾ jsou v¹ude v pøedchozí nerovnosti rov-
nosti. Nyní si staèí v¹imnout, ¾e deg C = intdegG, právì kdy¾ je G základní pøímo z
de�nice a intdegG = extdegG, právì kdy¾ je G redukovaná podle 11.4. �

Pøíklad 11.6. (1) Matice G =
(
D 1 +D2

)
má SNF tvaru

(
1 0

)
, nebo» D a 1 + D2

jsou nesoudìlné, proto je G podle 11.3 základní. Dále G =
(
0 1

)
, proto je G podle 11.4

redukovaná, tudí¾ je kanonická.
(2) Ètvercová matice je základní, právì kdy¾ je unimodulární.
Ètvercová matice G je kanonická, právì kdy¾ je G unimodulární a extdegG = intdegG,

co¾ nastává právì tehdy, kdy¾ G ∈ Fk×k je regulární.

O stupni konvoluèního kódu (a tedy vnìj¹ím i vnitøním stupni ka¾dé jeho kanonické ge-
nerující matice) se dá dále dokázat, ¾e se rovná dimenzi takzvaného prostoru abstraktních
stavù, která je nejmen¹í mo¾nou dimenzí stavového prostoru pro jakoukoli jeho realizaci
abstraktním konvoluèním kódovaèem.
To znamená, ¾e stavový prostor abstraktního konvoluèního kódovaèe, který sestrojíme

pomocí kanonické matice a Vìty 10.3 nabývá minimální mo¾né dimenze.

12. Viterbiho dekódování

Na závìr nabídneme dvì tìsnì související prezentace abstraktního konvoluèního kó-
dovaèe pomocí multigrafù. Postupné procházení jejich cest po vrstvách odpovídajícím
jednotlivým èasovým okam¾ikùm kódování nám poskytne velmi pøirozený a efektivní de-
kódovací algoritmus, který najde vstupní posloupnost s nejvy¹¹í pravdìpodobností podmí-
nìnou pøedpokladem pøijetí konkrétní chybové posloupnosti, tedy tu, její¾ zakódování je v
Hammingovì metrice nejblí¾e pøijaté posloupnosti.
V celé kapitole uva¾ujeme abstraktní konvoluèní kódovaè (K, δ, λ) se stavovým prosto-

rem S = Fm a konvoluèním kódovaèem K : F((D))k → F((D))c. Dále oznaème q = |F|,
tedy F = Fq.

T&N. Multigrafem konvoluèního kódovaèe (K, δ, λ) budeme rozumìt orientovaný ohod-
nocený multigraf (co¾ je pøímoèaré zobecnìní pojmu graf pøipou¹tìjící více hran mezi

41



stejnými vrcholy) s vrcholy danými mno¾inou S, jeho¾ ohodnocené hrany jsou právì
tvaru

s δ(s,u)

u/λ(s,u)

pro v¹echna s ∈ S a u ∈ Fk.
Møí¾oví (trellis diagram) konvoluèního kódovaèe (K, δ, λ) je nekoneèný ohodnocený

orientovaný multigraf s vrcholy {(0, 0)} ∪ S × N, jeho¾ ohodnocené hrany jsou právì
tvaru

s,j δ(s,u), j+1
u/λ(s,u)

,

pokud do vrcholu (s, j) vede nìjaká hrana nebo (s, j) = (0, 0). Je-li j ≥ 0, pak se úplný
podgraf møí¾oví sestávající z hran zaèínajících ve vrcholech (s, j) pro libovolné s ∈ S
nazývá j-tou vrstvou møí¾oví.

Pøíklad 12.1. Konvoluèní kódovaè z Pøíkladù 9.4, 10.1 a 10.5(1), kde pro S = F2
2 máme

δ(s,u) = s

(
0 1
0 0

)
+ u

(
1 0

)
a λ(s,u) = s

(
0 1
1 1

)
+ u

(
1 1

)
,

popí¹eme následujícím multigrafem

00

10

11

01

1/11

0/00

0/01

1/10 0/10

1/01

0/11

1/00

Pøíklad 12.2. Pro konvoluèní kódovaè z pøedchozího pøíkladu máme j-tou vrstvu møí¾oví
pro ka¾dé j > 1 ve tvaru
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00,j

01,j

10,j

11,j

00,j+1

01,j+1

10,j+1

11,j+1

0/00

1/11

0/11

1/000/01

1/10

0/10

1/01

Nyní zakódujme polynom u = D+D2 a obdr¾íme v = K(u) = u(1+D2, 1+D+D2) =

= (D +D2 +D3 +D4, D +D4) ∼ 00D0 + 11D1 + 10D2 + 10D3 + 11D4,

které reprezentuje posloupnost (00, 11, 10, 10, 11). Pøijmeme-li posloupnost s dvìma bito-
vými chybami y = (00, 11, 11,00, 11), která odpovídá polynomu

y = 00D0 + 11D1 + 11D2 + 00D3 + 11D4,

sna¾íme se ji aproximovat þnejbli¾¹í" ohodnocenou cestou v møí¾oví tj. hledáme takové
û, aby P [y | K(û)] byla minimální, tj. aby byl minimální souèet

∑
d(yi, K(u)i):

00,0 00,1

10,1

00,2

01,2

10,2

11,2

00,3

01,3

10,3

11,3

00,4

01,4

10,4

11,4

00,5

01,5

10,5

11,5

0/00

1/11

1/10

0/10

0/11

Zapí¹eme si do grafu souèet vzdáleností pøijaté dvojice bitù a dvojici z kódové posloup-
nosti, co¾ je my¹lenka dekódovacího algoritmu, který následnì popí¹eme. V ka¾dém stavu
v ka¾dé vrstvì vybereme ty hrany, které prodlu¾ují dosavadní minimální cestu, která do
tohoto stavu vede, tak, aby byla cesta opìt minimální:

0 0

∞

2

∞

2

3

0

3

3

1

2

1

3

2

1

2

2

2

3

2

0

2

2

0
1

1

0
0

1

1

0

2
0

1
1

00
1

1
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Aèkoli do vrcholù v èase 5 vedou tøi cesty s váhou 2, vybereme tu, která konèí ve stavu
00, nebo» ta reprezentuje polynom stupnì 4, co¾ je parametr polynomu, o nìm¾ víme, ¾e
ho máme pøijmout, ostatní cesty toti¾ reprezentují polynom vy¹¹ího stupnì a vy¹¹í váhy.

Nadále bude znaèit M = ({(0, 0)} ∪ S × N, H), kde H pøedstavuje mno¾inu hran,
møí¾oví konvoluèního kódovaèe (K, δ, λ).

Pozorování. ProM platí, ¾e

(1) vrstva møí¾oví (K, δ, λ) je bipartitní ohodnocený orientovaný multigraf, který
obsahuje nejvý¹e |S| = |Fmq | = qm poèáteèních i koncových vrcholù a nejvý¹e
|S| · |Fkq | = qm+k hran,

(2) orientovaná cesta h0h1h2 . . . s ohodnocením hrany hi tvaru ui/vi reprezentuje
kódování

∑
i≥0 viD

i = K(
∑

i≥0 uiD
i).

T&N. Nech» s ∈ S, l ∈ N, P = h1 . . . hl ∈ Pl(M), kde hi ∈ H a Pl(M) znaèí
mno¾inu v¹ech orientovaných cest délky l. Oznaème i(P ) poèáteèní vrchol a t(P ) kon-
cový vrchol. Pro y =

∑
yiD

i ∈ Fc[[D]] de�nujme hodnotu µy(P ) =
∑l

i=1 µy(hi), kde
µy(hi) = d(yi, λ(s,u)) je Hammingova vzdálenost pro hranu hi tvaru

s,i δ(s,u), i+1
u/λ(s,u)

Koneènì øekneme, ¾e je cesta P minimální pro y, pokud

µy(P ) = min{µy(Q) | Q ∈ Pl(M) : i(Q) = i(P ), t(Q) = t(P )}.
Nyní u¾ máme zavedeny v¹echny nástroje, abychom mohli formalizovat postup dekó-

dování z Pøíkladu 12.2.

VITERBIHO ALGORITMUS

Vstup: f ∈ N, z ∈ S, y ∈ Fc[[D]]
Výstup: P ∈ Pf (M) minimální cesta pro y, kde i(P ) = (0, 0) a t(P ) = (z, f)

0. for j = 0 to f & for all s ∈ S polo¾ µ(s, j) :=∞;

1. µ(0, 0) := 0; P (0, 0) := prázdná cesta;

2. for j = 1 to f do

for h ∈ H & s ∈ S splòující µ(s, j − 1) <∞ & i(h) = (s, j − 1) do

if µy(h) + µ(s, j − 1) < µ(t(h)) then

{P (t(h)) := P (s, j − 1)h;µ(t(h)) := µy(h) + µ(s, j − 1);
}

3. return P (z, f)

Dekódování
Pro pøijatou (po¹kozenou) posloupnost slov, kterou interpretujeme jako polynom y =∑f−1
j=0 yj najdeme Viterbiho algoritmem orientovanou cestu P = h1 . . . hf−1 s hranou hi

ohodnocenou dvojicí ui/vi pro i = 1, . . . , f−1, která splòuje, ¾e t(P ) = (z, f) pro vhodný
stav z ∈ S (ne nutnì musí jít o stav 0, otázkou volby vhodného stavu se zde ov¹em zabývat
nebudeme). Hledaný vzor u =

∑f−1
i=0 ui, který pøeèteme z ohodnocení hran nalezené cesty

P , minimalizuje vzdálenost
∑f−1

j=0 d(yj,vj) pro polynom v =
∑f−1

i=0 vi, obsahující prvních
f èlenù mocninné øady K(u).
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Na závìr si rozmyslíme, ¾e Viterbiho algoritmus skuteènì najde v Hammingovì smyslu
nejbli¾¹í cestu (a následné dekódování je tak ML-schématem).

Pozorování. Nech» l, r ∈ N, y ∈ Fc[[D]], P ∈ Pl(M), Q ∈ Pr(M) a i(Q) = t(P ).

(1) Pokud i(P ) = (s, j), pak existuje s̃ ∈ S, pro které t(P ) = (s̃, j + l),
(2) µy(PQ) = µy(P ) + µy(Q),
(3) je-li PQ minimální cesta pro y, pak P i Q jsou minimální cesty pro y.

Poznámka 12.3. Nech» y ∈ Fc[[D]], l ∈ N a s ∈ S. Oznaème pro ka¾dé z ∈ S minimální
cestu Pz ∈ Pl(M) pro y splòující i(Pz) = (0, 0) a t(Pz) = (z, l), dále seøaïme h1, . . . , hr ∈
H v¹echny ohodnocené hrany splòující i(hj) = (sj, l) pro nìjaké sj ∈ S. Pokud i =
arg minj(µy(Psj) + µy(hj)), pak je Psihi minimální cesta pro y.

Dùkaz. Vezmìme cestu P ∈ Pl+1(M), která splòuje i(P ) = (0, 0) a t(P ) = (s, l + 1).
Potom existuje j a cesta Q ∈ Pl(M), pro nì¾ platí i(Q) = (0, 0), t(Q) = (sj, l) a
P = Qhj. Z Pozorování (2) potom plyne, ¾e

µy(P ) = µy(Q) + µy(hj) ≥ µy(Psj) + µy(hj) ≥ µy(Psi) + µy(hi) = µy(Psihi),

co¾ znamená, ¾e µy(Psihi) je minimální mo¾né a to jsme potøebovali dokázat. �

Vìta 12.4. Viterbiho algoritmus pracuje správnì v èase O(fqm+k) operací v Z.

Dùkaz. Korektnost plyne z 12.3 a èasový odhad dostáváme aplikací pozorování o poètu
vrcholù a hran jedné vrstvy. �

Pøíklad 12.5. Pro konvoluèní kódovaè z Pøíkladù 12.1 a 12.2 uva¾ujme pøijatou po-
sloupnost popsanou polynomem y = 11D0 +11D1 +10D2 +01D3 +00D4 +01D5, o nìm¾
pøedpokládáme, ¾e vznikl (omezeným) po¹kozením polynomu v stupnì nejvý¹e 3 a bu-
deme Viterbiho algoritmem hledat polynom v = K(u) i pùvodní zprávu u tak, abychom
v èase 5 skonèili ve stavu 0. Za vyu¾ití 12.2 budeme prùbìh Viterbiho algoritmu zapisovat
do následujícího multigrafu:
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Vyznaèená cesta odpovídá kódovému polynomu

v = 11D0 + 10D1 + 10D2 + 11D3 + 00D4 + 00D5,

který je obrazem zdrojového polynomu u = 1D0 + 1D1 + 0D2 + 0D3.
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