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MOTIVACE A OBSAH KURZU

Teoretickym konceptem prenosu informace, zejména otazkou méreni obsahu informace
a jeho ztraty se zabyva teorie informace, ktera vyuziva predevsim jazyka teorie pravdé-
podobnosti. V ramci kurzu Samoopravné kédy se omezime na strukturu, kterd informaci
nese, tedy na kéd, kédovani a dekddovani metodou nejblizsiho slova, jejiz spravnost nam
(za vhodnych predpokladi) zaru¢uji hlavni vysledky teorie pravdépodobnosti. Matema-
ticky model zakladni lohy miiZeme stru¢né formulovat napiiklad nasledovné:

Efektivne a bez ztrdt prenést informaci informacnim kandlem ze zdroje informace
k prijemci.

Ozfejméme si vyznam jednotlivych slozek matematického modelu:

e informacni zdroj/pfijimac - strany komunikace (2 lidé, 2 stroje, vysila¢ piiji-
macé apod.), model pracuje s odpovidajicimi ndhodnymi veli¢inami,

e informacni kanal - fyzikalni prostiedi, u néjZ néas zajima mira jeho (ne)spolehli-
vosti, predstavovana rovnéz nahodnou veli¢inou chyby kanélu,

e bezztratovost - informace zdroje a ptijemce by méla byt po odhaleni a opraveni
chyb prenosu stejna,

o efektivita - snaha o maximalizaci miry informace vzhledem k velikosti struktury,
ktera informaci nese.

Teorie kodt se tedy zabyva pfedevsim poslednimi dvéma slozkami modelu, konkrétné
otazkou konstrukce efektivnich kédu a jejich kédovani, které poskytuji postupy opravy
chyb.

Rozvrh kurzu

(1) zakladni koncepty teorie kédii (vzdélenost, nosnost, linearita, dualita)

(2) algebraické konstrukce (konecnd télesa a polynomy nad nimi, cyklické, RS, GRS
a rezidualni kédy)

(3) kombinatorické a geometrické konstrukce (Golayovy kédy, RM kédy),

(4) tvod do konvoluénich kédd.

Zakladni koncepty
1. NAJIT, OPRAVIT A NELOUDAT SE!

Nejprve zavedeme pojmy délky a vzdalenosti kodu, ktere nam umozni korektné pra-
covat s konceptem nalezeni a opraveni chyby prijatého slova. Hlavnim vysledkem sekce
budou dva vztahy (Hammingiv a Singletoniv) oziejmugict pro danou délku kodu protiklad
schopnosti opravit chybu a velikosti.

Celou prednasku predpokladame, ze F, = IF je abeceda znakt zdroje i pfijemce pro I
konec¢né téleso fadu ¢ = |F|, n bude vzdy pfirozené ¢islo.

T&N. Aritmeticky vektor v € F” budeme nazyvat slovo délky n a v soufadnicich ho
budeme zapisovat radkové v = vivs ... v,.
Mnozina C C F" se nazyva blokovy kod delky n
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Definice. Necht u,v € F" a C C F" je neprazdnd mnozina slov. Pak

- d(u,v) = |{i | u; # v;}| se nazyva (Hammingova) vzddlenost slov u a v,

- polozme d(C) = min{d(u,v) |u,v € C,u# v} pro|C| > 1ad(C) =n+1pro|C| =1,
pak d(C) nazveme (Hammingova) vzddlenost kédu C,

- w(u) = d(u,0) se nazyva (Hammingova) vdha slova u.

Poznamka 1.1. Jestlize u,v € F" pak

(1) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) pro kazdé w € "

(2) d(u,v) =w(u—v)
Diikaz. (1) Ozna¢me D(u,v) = {i | u; # v;}, pak

D(u,v) C D(u,w)U D(w, V)
proto
d(u,v) =|D(u,v)| < |D(u,w) U D(w,v)| < d(u,w) + d(w, V).
(2) Staci uvazit, ze u; # v; < u; — v; # 0. O
T&N. Jestlize u € Fy, M C Fy ar je nezaporné celé ¢islo, pak
S(u,r) :={veF;|du,v)<r}

je g-arni koule o poloméru 7 se stfedem u a znac¢ime u + M = {u+v|v € F}

Pozorovani. Jestlize u,v € F"” a r € N pak
(1) S(u,r) =u+95(0,r) =u—v+S(v,r),
(2) [S(u,r)[ = [S(0,7)] = [S(v,7)|.

T&N. Je-li r nezaporné celé ¢islo, pak se velikost koule v prostoru [y znaci Vi(n,r) =
15(0,7)| a 0 kédu C C [y fekneme, Ze

- rozpoznd r chyb, pokud S(u,r)NC = {u} pro kazdé u € C,

- opravi r chyb, pokud S(u,r) N S(v,r) =0 pro kazdé u,v € C, u # v.

Pozorovani. Pokud kéd C opravi r chyb, u € C, v € S(u,r), pak S(v,r) NC = {u}.

Predchozi tvaha vede k opravovacimu algoritmu metodou nejblizsiho slova: je-li v
ptijaté slovo, zvolime takové u € C, pro néz S(v,r) NC = {u}. Je-li pravdépodobnost
bezchybného piijeti (¢g-arniho) bitu vétsi nez pravdépodobnost bitové chyby, vime z teorie
informace, Ze se jednad o ML dekddovaci schéma.

Poznamka 1.2. Je-li C C F” je aspon dvouprvkovy kéd a r € N pak
(1) C rozpozna r chyb < d(C) > r,
(2) C opravi r chyb < d(C) > 2r,

Diikaz. (1) d(C) > r < Yu # v € C plati, ze d(u,v) > r, tudiz Vu € C : S(u,r)NC = {u}.
(2) DokéZzeme nepiimo.
(=) Necht d < 2r. Pak Ju # v € C spliujici d(u,v) < 2r = pro D := {i | u; # v;}
dostavame |D| < 2r = 3B C D, pro néz |B| < r a |D \ B| < r. Definujme slovo w:

U; proi € B
w; =4 v proi € D\ B
u; = v; jinde
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Pak d(u,w) <r ad(v,w) <r, protow € S(u,r) N S(v,r).
(<) Necht Ju # v € C a Iw € F" splitujici w € S(u,r) N S(v,r). Pak

d(u,v) <d(u,w)+d(w,v) <2r

diky [LT(1). 0

Véta 1.3 (Hammingova nerovnost). Necht C C F" je asponi dvouprvkovy kéd, ktery
opravi r chyb. Pak 2r < d(C) a pro k = log, |C| plati, Ze Vy(n,r) < ¢"".

Dikaz. Z[1.2plyne, ze 2r < d(C), proto je {S(u,r) | u € C} disjunktni systém podmnozin

F". Nyni staci prepocitat prvky jednotlivych mnozin:

Vo(n,r)c) = 1S(u,n)| =l

ueC

< n — n
A < [F =g

Protoze |C| = ¢, dostavéame V,(n,r) < Z—Z = ¢k 0

Definice. Necht ¢ C F", k = log,|C| a r je nezaporné celé ¢slo. Cislo E se nazyva
nosnost (nebo také informa¢ni pomér) kédu

Kéd C je r-perfektni, jestlize opravi r chyb a V,(n,r) = ¢" 7%, C je perfektni, jestlize
existuje r, pro néz je r-perfektni.

Pozorovéani. Necht C C F", k = log, |C| > 0 a r je nezaporné celé cislo.
(1) £ €(0,1) a k = n, pravé kdyz C = F7,
(2) C je r-perfektni, pravé kdyz Fy = (J,c05(u, 7),

(3) je-li C perfektni kéd, je r-perfektni pro jeding r = 4=

-—, a je d(C) nutné liché.

Véta 1.4 (Singletontiv odhad). Jestlize C C IF} je kéd a k = log, |C|, pak d(C) < n—Fk+1.

Diikaz. Necht A(n,d) := max{log,|C| | C C F},d(C) > d}. Pak pro kazdé C C F}
spliujici d = d(C) plati, ze k < A(n,d).

Dokazujme indukei dle d > 1 tvrzeni Vn A(n,d) <n —d+ 1.

Protoze vzdalenost jedna mé totalni kéd Fy, dostavame A(n,1) = n = n — 1 + 1,
vidime, Ze tvrzeni pro d = 1 a kazdé n plati.

Za platnosti tvrzeni pro d — 1 dokazeme tvrzeni pro d > 2. Pro libovolny kéd C C Fy
spliiujici d(C) > d sestrojime kéd

C={vi...v,_1 € Fg_l | v, 0 v1. . v g, € CH

Pak |C| = |C| protoze d > 2 a dale d(C) > d — 1, proto diky indukénimu pfedpokladu
dostavame, ze

An,d) < An—-1,d—1)<(n—-1)—(d-1)+1=n—d+1.
Protoze k < A(n,d(C)) <n —d(C) + 1, vidime, Ze d(C) <n —k + 1. O

Definice. Necht C C Fy, k =log, [C| a d = d(C). C se nazyva MDS (maximum distance

separable), jestlize d =n — k + 1.
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Piiklad 1.5. (1) K6d F™ mé vzdalenost 1, neopravi tudiz zddnou chybu a pfedstavuje
(nezajimavy) O-perfektni kéd i MDS kéd,

(2) Dvouprvkovy bindrni kéd {0,11...1} C F} ma vzdalenost n, jedna se tedy o MDS
kéd, ktery je pro n liché i perfektni, nebot opravi pravé ”T_l chyb a Fy = 5(0, ”T_l) U
S(11...1, ”T_l) V piipadé, Ze je n sudé o perfektni kéd se nejedna.

(3) Pro n > 2 je tzv. paritni kéd C = {v € F} | > . v; = 0} MDS, nebof d(C) = 2 a

k =n — 1, ktery neni perfektni.

2. S LINEARITOU JDE VSE LEPE

V' této kapitole si uvédomime, Ze linedrni kody umoZnuji snadné kodovani i testovdand,
zda je prijate slovo kodove, diky generujici a kontrolni matici. Pouha zamena generujict
a kontrolni matice ozrejmi velmi uZitecny koncept dualizace kodu.

Definice. C C F" se nazyva linedarni kod, jde-li o podprostor vektorového prostoru F”
nad télesem F.

T&N. Je-li C C Fy linedrni kéd délky n nad télesem Fy, k = dimy, (C) a d = d(C), pak
ho v zavislosti na tom, které z hodnot zname, oznacujeme jako kéd s parametry

(n, k], [n,k,d], [n, kg, [0k, d],

Pozorovani. Jestlize je C kéd s parametry [n, k,d],, pak

(1) k =log, |C| = dimg,(C), a proto je nosnost C rovna %,

(2) d(C) = min{w(v) | v € C\ {0}}, protoze pro vSechna kédova slova v, w plati, ze
0e€Caw(v)=d(v,0)anaopak v—w e Cad(v,w)=w(v—w).

C1
T&N. BudC [n,k]-kéda G = | " | € FF**aH € F®R*" pak G je generujici matice

Ci
kédu C, jestlize cq,...,c; je baze C, a H kontrolni matice kodu C, pokud C = Ker H.

Pozorovani. Necht G € F¥*" H € F">n 3 C je [n, k]-kdd.

(1) Bud G generujici matice C. Pak H je kontrolni matice kédu C, pravé kdyz radky
H tvoii bazi feseni soustavy Gx! = 07.

(2) Bud H kontrolni matice C. Pak G je generujici matice kédu C, pravé kdyz radky
G tvoii bazi feseni soustavy Hx’ = 07

(3) G a H jsou generujici a kontrolni matice kédu C, pravé kdyz rank G = Fk,
rank H=n —k, GHT =0 a C = Im G = Ker H.

T&N. Pro (blokové) kédy C,C C F" a permutaci ¢ € S, ozna¢me C ~, C, pokud
c1...cn €C & Co1)---Com) € C. Rekneme, Ze jsou kédy C a C permutacné ekvivalentni
(prostfednictvim permutace o) jestlize existuje o € S,, pro niz C ~, C.
Rekneme , Ze je generujici matice linearniho kédu ve standardnim tvaru, ma-li formu
(I;|A) € Fkxn,
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Pozorovani. Necht o € S, kédy C,C C F” jsou permutaéné ekvivalentni prostiednic-
tvim o a definujme ¢, : F* — F" piedpisem ¢, (v) = Usq1) - - - Vo(n). Pak

(1) @5 : F* — F" je izomorfismus, C = ¢,(C) a |C| = |C|,

(2) C je linearni pravé kdyz je C line4rni,

(3) pro u,v € F* mame d(u, v) = d(¢,(u), ¢,(v)) a proto d(C) = d(C),

(4) permutacni ekvivalence tvori ekvivalenci na kédech obsazenych v F™.

Poznamka 2.1. Je-li C linearni kéd, pak existuje generujici matice ve standardnim tvaru
néjakého kodu, ktery je permutacné ekvivalentni k C.

Diikaz. Necht G je generujici matice [n, k]-kédu C. Posloupnosti elementérnich tprav
(obvykle nazyvanou Gaussova-Jordanova eliminace) najdeme rfadkové ekvivalentni, tedy

rovnéz generujici odstupiiovanou matici D = (d{|...|d}) ~ G s bazovymi sloupci d], =
el ... ,d;i = el tvotici kanonickou bézi prostoru F*. Vezmeme-li libovolnou permutaci

o € S, spliujici o(j) = i;, pak dostavame generujici matici
D= (dg(1)‘dg(2)’ x 'dg(k) e ‘df(n)) = (Ik‘dg(kﬂ) e |dg(n))7
kédu kédu C permutacéné ekvivalentniho C, konkrétné plati, ze C ~, C. O

Poznamka 2.2. Je-li (I;|A) € F**" generujici matice [n, k]-kédu, pak (—AT|L, ;) je
jeho kontrolni matice.

Diikaz. Vyuzijeme tieti bod pozorovani ze zacatku sekce, které tika, ze staci spocitat
rank((—AT|I,_x)) = n — k a ovétit nulovost soudinu

1
(AL, ) - (L|A) = (~ATT, ) ( A’;) — AT+ AT =0,

kde jsme vyuzili znalosti poc¢itani s blokovymi maticemi. O

Pozorovani. Necht G je generujici a H kontrolni matice [n, k]-kédu C a definujme zob-
razeni ¢ : F* — F" piedpisem c(v) = vG.
(1) ¢ je prosté linedrni zobrazeni a C = ¢(IF¥).
(2) Opravi-li C r chyb a E,. = {eH” | e € S(0,7)}, pak pro kazdé v € E, existuje
jediné e € S(0,r) pro n&z eH” = v. , a pokud uH” = eH”, pak u — e € C.
(3) Je-li G = (Ix|A) matice ve standardnim tvaru, pak ¢(v) = (v|vA)

Hodnota uH” vyuZzivana v bodu (2) se obvykle nazyva syndrom slova u a jeji uréeni
byva kli¢ové pro nalezeni chyby. Kédovani s matici ve standardnim tvaru z bodu (3) se
tikéa systematické kdédovani.

Véta 2.3. Je-li C [n, k,d]-kéd s kontrolni matici H a r je nejvétsi hodnota, pro niz je
kazdych r sloupctt H linearné nezavislych, pak d = r + 1.

Dikaz. Nejprve uvazime, ze r = 0, prave kdyz existuje 4, pro néz je i-ty sloupec H nulovy,
coZ je ekvivalentni podmince, Ze existuje i, pro které He! = 07 a to nastava pravé tehdy,
kdyz existuje i, pro které e; € C. Protoze je posledni podminka ekvivalentni tomu, zZe
d(C) = 1, mame tvrzeni pro r = 0 dokazané.
Nyni si vSimnéme, ze r = n, pravé kdyz H je regularni ¢tvercovad matice, pravé kdyz
d(C) =d({0}) =n+1.
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Kone¢né necht 0 < r < n a d(C) = d. Potom existuje u € C, pro které w(u) = d, tedy
Hu® = 07, z ¢ehoz plyne, ze mame d linedrné zavislych sloupcti matice H. Odtud vidime,
7e r < d — 1. Naopak z maximality r plyne, Ze 3v, pro které w(v) =r+ 1 a Hv = 07.
To znamend, ze v € C a d < w(v) = r + 1, ¢imz jsme ovérili, ze d = r + 1. O

Nyni sestrojime perfektni linearni kéd, ktery neni MDS.

Priklad 2.4 (Hamminguv perfektni kéd délky 7). Definujme binarni kéd #H s kontrolni
0001111 O
maticc H= [0 1 1 0 0 1 1]. Spocitame G = 00101 1 o] generu

Lo oo 0001111

jici matici ve standardnim tvaru, vS§imnéme si, ze jsou ve sloupcich v binarnim zapisu
umistény hodnoty 1 az 7. Protoze jsou tudiz kazdé dva sloupce H rtzné, jsou nad Iy
linearné nezavislé. Naopak, napriklad prvni tii sloupce H uz jsou linearné zavislé, proto
podle Véty plati, ze d(H) = 3, a kéd podle Poznamky opravi pravé jednu chybu.
Snadno spocitame

7
Vo(7,1) =1+ (1> =8 =271
tedy se jedné o 1-perfektni kéd, ktery ovSem neni MDS, nebot 3 <7 — 4 + 1.

T&N. Bilinearni formé - na vektorovém prostoru F” nad télesem F dané vztahem u-v =
S, uv; budeme Fikat bodovy soucin. Necht C C F" je kéd. Pak C+ ={v € F" |v-d =
0 vd € C} nazyva dudini kdd ke kédu C. Kéd C se naziva samoortogondlni, pokud C C C+
a C je samodudini, pokud C = C*.

Pozorovani. Necht C,D C F".
(1) bodovy soucin - je regularni symetrickd bilinearni forma,
(2) C*+ = (LO C)* je linearni kéd, tedy samodudlni kéd je vZzdy linearni
(3) C CLO C = (CY)* aje-li C linearni, pak C = (C1)*,
(4) pokud C C D, pak D+ C C*.

Poznamka 2.5. Bud C [n, k]-kéd, G € FF*" a H € F(n=k)xn,
(1) C* je [n,n — k]-kéd,
(2) G je generujici matice C, pravé kdyZ je G kontrolni matice C*,
(3) H je generujici matice C*, pravé kdyz je H kontrolni matice C,
4) je-li G je generujici matice, pak
J e g J
(a) C je samodudlni, pravé kdyz G je kontrolni matice C.
(b) C je samoortogonalni, pravé kdyz GG = 0,
1)

Diikaz. (1) Je-li G generujici matice C a cy, ..., ¢, jeji fadky, potom diky Pozorovani
Ct=(cy,...,c;)t = Ker G, a proto dimC*+ = n — rank G = n — k, jak vime z linearni
algebry.

(2) Vsimneme si, Ze G je generujici matice pravé tehdy, kdyz Ker G = C*, coz je
ekvivalentni tomu, Ze G kontrolni matice C*.

(3) Protoze C = (C1)*, je podle (2) je H generujici matice C*, pravé kdyz je H kontrolni
matice (C+)*+ =C.

(4) Platnost (a) plyne okamzité z (2), (b) je snadné. O
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Na zavér zavedeme jesté jedno pfirozené linearni zobrazeni kédu.

T&N. Necht r e N, 1 <4y < -+~ <i. <mnal={i,... i} Ozname 7; : F* — F""
zobrazeni, kde m;(u) vznikne z u vynechanim vSech soufadnic i1,...,%, a T, = 7.
Zobrazeni 7 se nazyva propichnuti a w;(C) je pro kazdé C C F" propichnuty kéd v
soutadnicich 1.

Pozorovani. Pro r pfirozené, 1 <i; < --- < i, <mn,i € {l,...,n} al = {iy,...,i}
plati:
(1) m; = m;, ... m, je linedrni zobrazeni,
(2) propichnuty kéd linedrniho kédu je linearni,
(3) je-liC [n, k, d]-kéd pro d > 1, pak m;(C) je bud [n—1, k, d]-kéd nebo [n—1, k,d—1]-
kod.

Piiklad 2.6. Je-li G = generujici matice [8,4]s-kédu C ve

O = OO
_— o O O

0
1
1
1

_ = O
— O ==
O ===

10
01
0 0
0 0

standardnim tvaru, vidime, ze GGT = 0, jde o samoduéalni kéd. ProtoZe zadny sloupec
matice G neni nulovy, kazdé dva jsou rizné, soucet kazdych t¥i mé lichou vahu, tedy neni
nula a soudet prvnich t¥i sloupctt dé pravé posledni sloupec, plyne z [2.3] Ze d(C) = 4,
proto je C [8,4,4]>-kdd.

Vsimnéme si, ze propichnuti 7g(C) je pravé Hammingtv 1-perfektni [7, 4, 3]5-kéd z

(C) je pr
00011

s generujici matici 00 101 .
10110
01111

Algebraické konstrukce
3. HRAJEME s1 S MDS-KODY

V této kapitole si povsimneme elementdrnich vlastnosti tridy snadno konstruovatelngch
linedarnich kodi, které jsou nejlepsi mozné z hlediska Singletonova odhadu. UkdZeme, Ze je
tato trida uzavrend na propichnuti v dualitu a zdroven nahlédneme jejich hlavni nevyhodu,
totiz fakt, Ze vzddlenost pouZitelnych konstrukci je shora omezena radem télesa.

Pfipomenme, Ze pro [n, k,d]-kéd vzdy plati d < n — k + 1 a tento kéd je MDS, pravé
kdyz d = n — k + 1. Za¢neme formulaci disledku Véty 2.3.

Poznamka 3.1. Bud C [n, k, d]-kéd s kontrolni matici H. Pak je ekvivalentni:
(1) C je MDS,
(2) kazdych n — k sloupct H je linedrné nezévislych,
(3) kazda ¢tvercova matice, kterd vznikne z H vypusténim k sloupct je regulérni.
Diikaz. (1)=(2) C je MDS znamen4, %ze d — 1 = n — k, proto (2) plyne z[2.3|
(2)=(1) Z[L.4 plyne, ze d < n—k+1 az[2.3plyne, ze d > n— k + 1, proto je C MDS.
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(2)<(3) To, ze je ¢tvercova matice regularni, pravé kdyz jsou jeji sloupce linedrné
nezavislé, vime z linearni algebry. U

Poznamenejme, Ze pouzijeme-li na predchozi tvrzeni, dostdvame pro [n, k]-kéd s
generujici matici G, Ze je jeho dudl MDS, pravé kdyz kazda ctvercova matice, ktera
vznikne z G vypusténim n — k sloupcii, je regularni.

Véta 3.2. Linedrni kéd C je MDS, pravé kdyz C*+ je MDS.

Diikaz. Protoze C = (C*)*, staci dokézat (napiiklad) jen zp&tnou implikaci, plati-li totiz
zpétna implikace, pak pifimou obdrzime jejim pouzitim na dualni kéd C+.

Zpétnou implikaci dokazme ji nepfimo, tedy budeme pfedpokladat, ze C je [n, k, d|-kdd,
ktery neni MDS. Pak d =< n — k + 1, tudiz d < n — k. Protoze existuje v € C tak, ze
0 <w(v) <n—k,vidime, ze |{i | v; = 0}| = n —w(v) > k. Z linedrni algebry vime, ze
existuje baze C obsahujici vektor v, a proto existuje generujici matice G, jejiz prvni radek
tvori slovo v. Podle je G kontrolni matici kédu C*, jejiz alespoii k sloupcti mé prvni
soufadnici nulovou. Uvazime-li tedy ¢tvercovou matici tvorenou k takovymi sloupci, je
jeji prvni fadek nulovy a tudiz se jedna o singularni matici. Z Poznamky potom plyne,
ze C* neni MDS. U

Diky tedy muzeme testovat to, zda je kéd MDS i pomoci jeho generujici matice:

Disledek 3.3. Bud G generujici matice [n, k|-kédu C. Pak C je MDS (tedy [n, k, n—k+1]-
kéd), pravé kdyz je kazdych k sloupct G linedrné nezavislych.

Z ptedchoziho tvrzeni plyne dalsi dilezitda uzaveérova vlastnost tfidy linearnich MDS

kodt:

Dusledek 3.4. Bud C MDS- [n,k,n — k + 1]-kéd a necht plati, ze I C {1,...,n} a
r=|I| <n—k. Pak 7;(C) je MDS [n — r, k,n —r — k + 1]-kéd.

C1 Tr (Cl)
Dikaz. Necht G = | ... | je generujici matice kédu C. Pak je G; = e generujici
Ck mr(cr)
matice kédu 7;(C), nebot r = |I| < n —k, k < n —r a matice G; ma tudiz hodnost
rovnou k. Potom z plyne, ze kazdych k sloupci G, a tudiz i G je linearné nezavislych.
Naopak obrécend implikace Dusledku 3.3 nam tika, ze je kéd 7;(C) je MDS. O

Uvedme nyni univerzalni konstrukci MDS kddu, jiz se budeme podrobnéji zabyvat v 6.
sekci.

Priklad 3.5. Necht aq,...,q, € 7, jsou po dvou rizné prvky, k& < n, polozme a =
1 1 ... 1
aq (%) Ce (7%
(aq,...,ap), dale Hy, = . . . a Cpo = kerHj,. Potom tvofi
e

kazdych £ sloupct této matice regularni matici a proto jsou Cy 4 i Ckfa MDS-kody.
9



Na zavér dokazeme tvrzeni, které ozfejmi vztah mezi existenci linearnich MDS-kodt a
velikosti télesa F. Ukazuje se, ze predpoklad predchozi konstrukce na dostatec¢nou velikost
pouzitého télesa nebyl ndhodny.

Nejprve vyslovime drobné linearné algebraické pozorovani.

Pozorovani. Necht 0 < i < j < k, a,b € F* b, # 0 # b;, Jestlize o= Z—j, pak je
mnozina vektortt {e, € F* | s : i # s # j} U {a,b} linedrné zavisla, nebot se jedna
o fadkové vektory matice I, 1, kterou dostaneme z jednotkové nahrazenim i-tého radku
slovem a a j-tého fadku slovem b a jejiZz determinant je det I, = a;b; — a;b; = 0.

Véta 3.6. Jestlize je [n,k,d],kéd MDS a3 <d<n-—1,pakn—g¢g<k<gqgad<g.

Diikaz. Necht C je [n, k, d]-kéd, ktery je MDS, tedy d = n—k+1. Pak podle[3.2je dualni
kéd CL MDS [n.n — k,d],, kde

d=n—(n—k)+1=k+1=n—-d+2,

coz také znamena, ze d = n—d'+2. Dosadime-li vyjadfeni d do predpokladu 3 < d <n—1
dostavame nerovnosti

3<n—-d+2<n-1,
které upravime odectenim n + 2 na
1—n<—-d<-3
a nasledné prenasobenim hodnotou —1 na
3<d <n-1.

Overili jsme, Ze pro d i d’ plati stejné predpoklady a dokdzané tvrzeni pro kéd C bude
platit i pro dudlni kéd C*, ktery je podle [3.2 rovnéz MDS-kéd.

Protoze parametry kédu nezavisi na poradi souradnic, mizeme diky bez jmy na
obecnosti pfedpokladat, ze existuje generujici matice kédu C ve standardnim tvaru (Ix|A),
kde A € ]F’;X”*k. Protoze d > 3, mame n —k =d—1 > 2, tedy A ma aspon dva sloupce.

Uvédomme si, Ze vSechny hodnoty A jsou nenulové. Kdyby a;; = 0, pak by j-ty sloupec
matice A byl linedrni kombinaci prvnich & sloupctt matice (Ix|A) s vyjimkou i-tého, coz
je ve sporu s [3.3] Protoze jsou podle prvni dva sloupce matice A a kazdych k& — 2
sloupcti jednotkové matice linearné nezavislé, plyne z predchoziho pozorovani, ze Vi # j
a; aj1
o =+ aj_Q, tedy

i1 i *
Odtud okam?zité dostdvdme nerovnost k < ¢ a dualné pro MDS kéd C*+ mame n — k < g,
a proto k > n — q. Z predposledni nerovnosti konecné plyne d =n+1—k < q. U

Piiklad 3.7. Dvouprvkovy kéd {0,1...1} je pro kK > 1 a n > 2 jediny bindrni linedrni
kéd s parametry [n, k,n — k + 1]o, ktery opravi 1 chybu, tedy d > 3. Kdyby d < n, pak
by z plynulo, ze 3 < d < g = 2, tedy spor.
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4. POLYNOMY NAD KONECNYMI TELESY

V této kapitole budeme aplikovat néktere vysledky Galoisovy teorie na pripad konecnych
teles. Predevsim nds budou s ohledem na dulezitou strukturu cyklickych kodu, kterou se
budeme zabyvat v nasledugjici kapitole, zajimat ireducibilni rozklady polynomu x™ — 1.
Nejdulezitejsim ndstrojem pro tento ukol budou cyklotomické polynomy, o nichz dokdzZeme,
ze na rozdil od celociselnych cyklotomickych polynomi, duleZitych v teorii cisel, nemust
byt ireducibilni.

F v celé kapitole znac¢i konecné téleso (prvociselné) charakteristiky p, ¢isla n a k jsou
prirozena. Nejprve shrneme popis konecnych téles, ktery jsme zcasti odvodili a zcasti
pripomnéli na zakladé znalosti z prednasky Algebra. Ve lonské verzi skript Davida Sta-
novského najdete uvedené vysledky v sekcich 24.2 a 16.2.

Fakt 4.1. Pro konecné téleso F (prvociselné) charakteristiky p a pfirozené ¢islo ¢ plati:
(1) Téleso F fadu q existuje, pravé kdyz existuje n, pro néz ¢ = p",
(2) jestlize p" = |F| pak je F izomorfni rozkladovému nadtélesu polynomu polynomu
" —znad Fp a 2" —z =[], p(z — a),
(3) pro kazdé k existuje ireducibilni polynom m stupné k nad télesem F,,, a pro kazdy
takovy polynom plati, ze F,[z]/(m) = Fr a ze m | 27" — z,
(4) F; je cyklickd grupa a pro kazdé k | (¢ — 1) existuje jedind podgrupa F; fadu k.
T&N. Az na izomorfismus jednozna¢né urcené téleso o p" prvcich se znaci F,» a obvykle
se nazyva Galoisovo téleso fadu p". Zobrazeni f,r : F — F urcenda pfedpisem fyr(a) = ar"

budeme nazyvat Frobeniovy endomorfismy.

Pozorovani. Uvazujme-li P = (1) podgrupu F generovanou prvkem 1 a U := {t €
F| fyx(t) =t} pro k pfirozené, plati:

(1) f, je automorfismus a fr = fyr-1 0 fp,

(2) P C Uy jsou podtélesa télesa F a Uy = P = 7Z,,

(3) for je Ug-automorfismus télesa IF.

T&N. Podtélesu P télesa F z Pozorovani se fika prvotéleso télesa F.

Poznamka 4.2. Necht p je prvocislo, k, n, r pfirozend ¢isla, ¢ = p". Pak jsou nésledujici
tvrzeni ekvivalentni:

(1) k| n v oboru Z,

(2) (* —1)| (p* — 1) v oboru Z,

(3) (¢ —1) ] (¢" — 1) v oboru Z,
(4) (z7" —2) | (27" — x) v oboru Flz].
Diikaz. (1)=(2) Jestlize n = kd, snadno spoc¢itdme, ze p* — 1 = (p* — 1) Zj:_ol ik,
(2)=(1) Necht (p* —1) | (p" —1) an =kd+r, kde 0 < r < k. Vime, Ze
d—1
pPM-1=0" -1k tedy (P -1 (0" -1 - (M - 1)),
i=0

Protoze (p" — 1) — p"(p* — 1) = p" — 1, mame (p* — 1) | (p" — 1). OvSem r < k, proto
r=0.
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(1 )<:>(3) Staci uvazit, ze k | n < rk | rn a to je dle dokdzané ekvivalence ekvivalentni
tvrzen (¢ — 1) = (" — 1) | (™ — 1) = (" — ).

(3)=(4) Pouzueme obdobny argument jako v dikazu (1)<(2), je-li totiz (¢" — 1) =
s(¢" — 1), pak (29" — ) = x(z? " — 1) 3232, 21"~V coz dokazuje (4) za predpokladu,
ze plati (3)

(4)=(3) Obdobng, pokud (271 — 1) | (27"~ — 1) a vydélime-li se zbytkem ¢" — 1 =
s(g* —1) +r, pak i (271 — 1) déli (27" — 1) — 2"(2%¢" =D — 1) = 2" — 1, odkud opét
kvili argumentu r < ¢* — 1 dostavame, Ze r = 0, a proto (¢& — 1) | (¢" — 1). O

Poznamka 4.3. Necht ¢ je pfirozené ¢islo. Pak existuje podtéleso télesa Fy» o ¢ prvcich,
prave kdyz existuje k | n, pro které ¢ = p*. Podtéleso dané velikosti je uréeno jednoznacné.

Diikaz. (=) Vime, ze podtéleso U fadu ¢ ma charakteristiku p, proto podle[4.1[2) existuje
k > 1, pro néz q = p*. Z Lagrangeovy véty pouzité pro U* < . plyne, Ze (p*F —1) |
(p" — 1), tudiz k | n diky [4.2

(<) Podle (2) jsou vsechny prvky F,. kofeny polynomu z*" —z a k | n, tudiz podle
(2" —z) | (2" —z) a Uy = {t € Fpn| for(t) = t} je podtéleso slozené pravé z p*
kofent polynomu " — 1. Tedy U, je hledané podtéleso fadu p*.

Jednoznacnost existence podtélesa fadu fadu p* plyne za faktu 4.1(1), Ze nutné sestava
pravé ze vsech korent polynomu " — . U

Nyni si uvédomime, ze 29" — x poskytuje véechny ireducibilni polynomy stupné n nad
télesem tadu q.

Véta 4.4. Je-li m € F,[z] ireducibilni polynom stupné k, pak m déli 27" — z prévé tehdy,
kdy# k d&li n.

Diikaz. Poznamenejme, ze existuje prirozené s, pro néz ¢ = p°, a ze mizeme bez 1jmy na
obecnosti predpokladat, ze je m monicky polynom.

(=) Protoze m déli 29" —z = Haqun (x — a), existuje diky diky (2) prvek a €
Fn, které je kofenem m, a protoze je m ireducibilni monicky polynom, jedna se pravé
minimalni polynom prvku « nad télesem [F,. Proto

[Fy(a) : Fg] = deg(m) = k,
tedy [Fy(a)| = ¢* = p**. Podle [4.3] tak dostavéme, Ze ks | ns a tudiz k | n.

(<) Znama konstrukce nam fika, ze F,[x]/(m) tvoii kofenové nadtéleso polynomu m
nad télesem F, fadu ¢*. To je podle (3) izomorfni rozkladovému nadtélesu polynomu
27" — 7 nad télesem F, a tudiZ i nad télesem I, které je podle obsazeno v I . ProtoZe
existuje spolecny kofen o € F» polynomi m a 21" — x, je polynom m opét minimalni
polynom prvku a nad Fy, a tedy plati, Ze m | 29" —z. Kone¢né diky (27" —2) | (27" —2),
a proto m | (29" — x). O

Protoze neasociované ireducibilni faktory maji riizné kofeny a z¢" — x méa vSechny
kofeny jednoduché, plyne z predchozi véty dilezité tvrzeni:

Duisledek 4.5. Polynom 2% — x je pravé soucinem vsech monickych ireducibilnich po-
lynomt stupné & | n v oboru F,[z].
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T&N. Symbolem F,,) budeme znacit rozkladové nadtéleso polynomu 2" — 1 nad télesem
Fa E(n) = {Oé S F(n) | a = 1}.
Pozorovani. Necht k > 0.
(1) E(, je podgrupa F7,, tedy cyklickd grupa,
(2) pokud p nedéli n, pak 2™ — 1 ma v F(,) pravé n jednoduchych kofent, |E¢,)| = n
axn_lznaeEm)(x—a), )
(3) pokud n = p”-m a p nedéli m, pak 2" —1 = (z™ — 1) mé v F(,) pravé m kofent
nésobnosti p*, [Eq)| =maaz™ —1= HaeE( )(a: —a)".
Definice. Oznacme PP,y mnozinu vSech generatorti grupy [E(,). Pokud charakteristika
télesa nedéli n, budeme prvkim P, fikat primitivni n-t€¢ odmocniny z jedné a polynomu
Qn = Haep(n) (x — ) € Fpy[z] n-ty cyklotomicky polynom.
Pripomenme, ze symbol ¢ zna¢i Eulerovu funkci, tedy zobrazeni dané napiiklad vzta-
hem ¢ = |Z;|
Pozorovani. Necht F je téleso charakteristiky p a nechf p nedéli n.
(1) Em) = Ugjn Py a sjednocent je disjunktn,
(2) deg(@n) = [Pl = »(n),
(3) pokud a € P(n), pak F(n) = IF(a)
Véta 4.6. Nechf ¢ = p” = |F|, charakteristika p nedéli n, F, je prvotéleso télesa F a d

znadi ¥ad prvku (¢)mod n v grupé Z* (tj. nejmensi kladné d, pro néz ¢ = 1 (mod n)).
Potom
(1) 2" —1= Hk\n Qk,
(2) Qn € Fyla],
(3) E}Fn se %?Zklédé nad télesem F na prave @ ireducibilnich polynomi stupné d =
(n) . .

Diikaz. (1) Protoze E,) tvofi cyklickou grupu fadu n dostavame 2" —1 = [[ o (v—a) =
Q. primo z definice a Pozorovani (1).
k|n
(2) Indukei podle n nesoudélného s p nahlédneme, ze @, € F,[x]. Pro n = 1 tvrzeni
plati a nyni pfedpokladejme, Ze pro v8echna k < n, pro néz k | n, plati @y, € F,[x]. Potom
podle (1)
" —1

n— T A IFp 5
Q Hk\n,k<n Qk © [a:]

nebot vysledek déleni (s nulovym zbytkem) ma koeficienty opét v prvotélese F,.

(3) Uvazme prvek a € P(,. Potom si diky Lagrangeové vété uvédomime platnost
ekvivalenci .

a€F, & af =1len|d—-14¢ =1(mod n).
Protoze je d ¥ad prvku (¢)mod n v grupé Z;, dostavame podle predchoziho pozorovani, ze
o € Faa o ¢ Fys pro viechna i < d (ktera zaroven déli d). Tudiz Fya = Fy() podle [4.3]
Je-li nyni m libovolny monicky ireducibilni faktor (), nad F,, existuje a € IP(,,), pro které
m(a) = 0, tedy jde o minimalni polynom « nad F, a podle zndmého tvrzeni z algebry
deg(m) = [Fy(a) : Fy] = [Fpa : F,| = d.
13
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Kone¢né pocet polynomt plyne z faktu, Ze deg @), = ©(n). O

Piiklad 4.7. Prog = |F|,n = ¢" —1 méme 2" — 1 = ‘/”(ITT*:”, proto F,) = Fyr a B,y = ..
Tedy pro F3 dostavame naptiklad

(a) 22 —1=(z—1)(z + 1), Fp =F; a B =F; = {1,2}.

(b) 2% =1 =[] ep; (v — @) = Q1Q2Q4Qs, Fs) = Fy a E(s) = Fs.

Priklad 4.8. Nad F, mame

3 5_1
Oh=z—1, Q3= — 2 hatl, Qs=2 =t 4+ B3+ + x4+
Potom Q15 = |

r—1
. . Q1Q3Q5. . . . 7 /7 /7 . . . . 7’
Ziejmé jsou ()1 a ()3 ireducibilni a protoze 2 ma v ZZ tad 4, je ireducibilni podle

[4.6{2) rovnéz cyklotomicky polynom Qs. ProtoZe 2 ma i v Zj; fad 4 a Q15 je stupné 8, je
souc¢inem dvou ireducibilnich polynomt stupné 4.

Kone¢né 30 — 1 = (z'° — 1)? = Q?Q32Q%Q?;, tedy x*° — 1 méa pravé 10 ireducibilnich
faktort.

T

z—1

5. CYKLICKE KODY

Cilem kapitoly je kompletni popis tridy linedrnich kodi uzavienych na cyklické posunuti
souradnic, kterym se 1ika cyklické kody. UkdZeme, Ze vsSechny lze nmahliZet jako hlavni
idedly faktorovych okruhi Flz]/(xz™ — 1) urcené pravé déliteli polynomu x™ — 1. S vyuzitim
popisu faktorizace x™—1 z predchozi kapitoly, tak ziskdme popis vsech linedrnich cyklickych
kodai.

Predpokladame, ze n > 1 je prirozené a souradnice slov délky n budeme nové indexovat
C = coC1...Cp1, tedy Cisly O,...,n — 1. Hlavni ideél oboru F[x] generovany polynom f
budeme znacit (f) a rozkladovou t¥idu g+ ( f) faktorového okruhu F[z]/(f) budeme znagcit
lg].

Definice. Kéd C C F” je cyklicky, pokud pro kazdé slovo cycy ... c,_oc,—1 € C plati, Ze
Cpe1Co - . . Cy—3Cp—2 € C.

Priklad 5.1. (1) Kéd C; = {0123,3012,2301,1230} C F3 je nelinearni cyklicky.

(2) Kéd C; = LO(1111) C F3 je linearni cyklicky.

(3) Vsimnéme si, ze sjednoceni cyklickych kédu stejné délky nad stejnym télesem, tedy
napfiiklad C; U Cy, tvori opét cyklicky kod.

T&N. Uvazujme zobrazeni v : " — Flz]/(z" — 1) dané vztahem v(cocy...ch1) =
>0 cia'], kde [p] znadi rozkladovou tiidu modulo hlavni idedl (z" — 1).

Na mnoziné F" uvazujme standardni vektorové operace +, — a definujme operaci -
pomoci operace nasobeni na faktorovém okruhu F[z]/(2™ — 1) tak, aby

viu-v)=vr(u)- v(v) = [Z ' - Z vr'] = [Z (Z UV )T

Ozna¢me 1 = 10...00.
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Ptfipomenme, 7Ze F[z] je Eukleidiv obor, kde umime algoritmicky hledat nejvétsi spo-
leéné délitele (nsd) i nejmensi spoleéné nésobky (nsn). F[z] a kazdy jeho faktor je tudiz
obor hlavnich ideald.

Pozorovani. Uvazujme vySe uvedené znaceni. Potom
(1) Flz], = (F™,+,-,—,0,1) tvoii komutativni okruh a v je izomorfismus okruhi i
vektorovych prostori.
(2) Flz]/(«™ — 1) 1 F[z], jsou okruhy hlavnich ide&l,
(3) je-li e = v~ 1([1z]), pak e = 010...00 a

€-CyC1...Ch_9Cpn_1 = Cp—1Cy...Cp_3Cp_2,
T&N. Okruh (F" +,., —,0,1) z pfedchoziho Pozorovani budeme znacit F|x],,.
Poznamka 5.2. Kéd C C F" je linearni a cyklicky, pravé kdyz C je ideél okruhu F[z],,.

Diikaz. Protoze v je izomorfismus, staci dokazat, ze C C F™ je cyklicky linearni kéd ,
pravé kdyz je v(C) idedl okruhu Flz]/(z™ — 1).

(=) Predpokladame-li, Ze C je cyklicky linearni kéd, potom je i jeho obraz v(C) podle
predchoziho pozorovani podprostorem vektorového prostoru F|z]/(z™ — 1) nad télesem
F. Protoze je C uzavieno na cyklické posunuti, v(C) je uzavieno na nasobeni tiidou [z]
monomu z. Indukei nahlédneme, ze Vi > 1 a V[p] € v(C) [z'] - [p] = [z] - [z*"] - [p] € v(C),
z ¢ehoZ plyne, ze pro kazdy polynom Y, a;a" € F[z] dostavame

[Z a;x'] - [p] = Zai[xi -p| € v(C).

(<) Je-li naopak v(C) ideél okruhu F[z|/(z" — 1), pak C je linedrni kdd, protoze v je
izomorfismus vektorovych prostort a v(C) podprostor. Podminka cykli¢nosti diky Pozo-
rovani (3) plyne z uzavienosti v(C) na nasobeni prvkem [z]. O

Pozorovani. V okruhu F[z]/(z" — 1) plati: .

(1) ([f]) = (nsd(f,z" = D)) V f € Fla],
(2) kazdy ideal ideél je tvaru ([f]) pro néjaké f € F|x], které déli 2" — 1.

T&N. Pro kazdy polynom f € F[z] stupné mensiho nez n definujme mnozinu
C(f)={ueF"[3g€Flz] :degg <n—degf,v(u)=I[f g}

Véta 5.3. Kéd C C F” je linearni cyklicky, pravé kdyz C = C(f) pro né&jaky polynom
f € F[x], ktery déli ™ — 1.

Dikaz. Diky vime, ze C je cyklicky, pravé kdyz je to idedl okruhu F[z],. Protoze
v : Flz], — Flz]/(z"—1) je izomorfismus okruht i vektorovych prostort, a idedly druhého
(které tvori podprostor) jsou pravé tvaru ([f]) pro néjaky f | z™ — 1, stadi pro kazdy
takovy polynom f ovéfit, ze v(C(f)) = ([f]). Necht tedy f déli ™ — 1.

(C) Z definice C(f) plati, ze v(C(f)) C ([f])-

(D) Necht [h] € ([f]) a oznacme g := % Potom existuje a € F[z], pro které

[h] = la] - [f] = [(af)mod " — 1] = [(a)modyg - f] € ¥(C([)),

a proto ([f]) € v(C(f))- ; U



Poznamka 5.4. Necht pro g = >, gia',h = Y, hya' € Flz] plati, ze 2" — 1 =g -h a
ozna¢me k = deg h. Pak degg =n — k, C(g) je [n, k]-kéd a

Jgo 91 -+  Gn—k 0 0o ... 0 0
0 g0 --- Gn-k-1 Gnsk 0 ... 0 0
G = o T je generujici matice C(g),
0 0 ... . . NP oo On—k—1 Gn—k
hy hg1 ... he O 0 ... 0 O
0O hg ... hi he O ... 0 O
H= o o je kontrolni matice C(g),
0 O ... - « ... ... h O
0 0o .. - . ... hy hg

kde G € Fkx» H € Fr—Fxn,

Diikaz. matice G € F¥*" je odstupiiovana s nenulovymi fadky, proto je hodnosti .
Podobné H je hodnosti n — k. Pokud a = Zf:_ol a;x", pak
v Hag)) =v H[a))G =aqaqg...ar1 -G,

tudiz je G je generujici matice C(g). Zbyva nahlédnout, ze GH” = 0.

Nejprve spocitame koeficienty sou¢inu 2" —1 = gh = > (>°_, g-hs—,)z*. Odtud
vidime, ze Y °_, g;hs—r =0Vs € {1,...,n —1}.

Ozna¢me G, i-ty fadek matice G; a H; j-ty fddek matice H; pro¢ = 0,...k —1 a
J=0,...n—k—1, pak

0
0
h, k+j
GZH;F = (O ... 0 go 91 .- OGn—k 0 ... O) . = Zgr—ih’k’—i-j—r = O,
ho r=i
0
0

protoze Zf;] Gr—iliyjr = >0 _oGrhs—y =0pros =k+j—i, kde0<i<k—1a
0<j<n—k—-1,aprotol <s<n-—1.
Protoze GH? = 0, je G generujici a H kontrolni matice kédu C(g). OJ

Jakmile umime najit ireducibilni rozklad polynomu z" — 1 a tedy i vSechny dé€litele
tohoto polynomu, umime najit vSechny cyklické kédy délky n nad télesem [F.

Priklad 5.5. Ireducibilni rozklad polynomu z® — 1 v oboru Fy[z] je
1= +1=(+ D) +z+1),

proto mame pravée 4 délitele 22 — 1 a tedy existuji prave 4 cyklické binarni linearni kédy
délky 3. Dva trividlni odpovidaji trividlnim délitelim C(1) = F3, C(2® + 1) = {0}.
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011

(1 1 1), zatimco kéd C(z* + x + 1) mé generujici matici H a kontrolni matici G.

Potom ma kéd C(z + 1) generujici matici G = ( ) a kontrolni matici H =

6. GRS KODY A CO PO NICH ZBYDE

V' této kapitole kapitole se vrdtime k MDS kodum a ukdZeme, Ze klasickda Reedova-
Solomonova konstrukce predstavuje cyklicky MDS kod. Zavedeme rouvnéZ obecny pojem
rezidualniho kodu, ktery nam umozni néktere vlastnosti kodi vybudovanych nad velkym
telesem prevést do kodu nad jejich podtélesy.

V celé sekci uvazujme, ze charakteristika p télesa F nedéli n, souradnice slov jsou
indexovany od 0 a [F(,) znaci rozkladové nadtéleso polynomu z™ — 1 nad télesem IF.

Nejprve zobecnime konstrukci MDS kédu z Prikladu [3.5]

T&N. Necht ay,...,a, € F* jsou po dvou rizné prvky, a = (ay,...,qa,) € (F*)" a
v = (v1,...,v,) € (F*)". Potom pro r < n ozna¢me v souladu s Piikladem [3.5| matice

1 1 o 1 vy 0 ... O
o Qg ... 0 v ... 0

H,,= . S . efF>" Av)=1[|. . ... . |eF>
ot oyt L ! 0 0 Un

Linearni kéd C = ker(H, ,A(v)) s kontrolni matici H, ,A(V) se nazyva zobecnény Reediv-
Solomoniv (GRS) kéd s lokdtory « a multiplikatory v.
Dale fekneme, ze je C
- normovany GRS kéd, pokud v; = 1 Vi,
- Reediiv-Solomoniv (RS), pokud existuje prvek a € F* fadu n a 0 < b < n tak, ze

o; = a1l a V; = abli=1)

Pozorovani. Uvazujme predpoklady predchozi terminologické poznamky a 0 < k < n.

(1) GRS kédy jsou MDS diky B.1] a
(2) n,k] RSkéd madprot =n—k—1a0 <b < n generujici a kontrolni matice tvaru

1 b+l a2(n7b+1) Oé(nfl)(nberl) 1 ab o2b o Oé(nfl)b
1 qnb+2 a2(n—b+2) a(n—l)(n—b+2) 1 bttt @2(b+1) o a(n—l)(b—i—l)
1 an;b+k a2(nfb+k) ) : ' a/(nfl)(nfb+k) 1 O[b.th aé(.b;rt) ] : ) a(nfl)(b+t)

protoze hodnost prvni matice je k, druhé n — k£ a bodovy soucin i-tého a j-tého
fadku, kde 1 <i<kaO0<j<n—k—1l,aprotol <i1+j5<n—1,je

[y

n— +i) _
s(n— b-‘,—z s(b+j) _ s(n—b+i+b+j) __ s(it+j) — _
Z “ N @ Z a az-i—y -1 0.

w
Il
o
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Poznamka 6.1. Oznacime-li zobrazeni y : F* — F[z]dané pravidlem p(u) = Y277 ua?

prou =ug...u,—1 € F" (tedy v(u) = [u(u)]), potom
(1) je-li C € F™ linedrni cyklicky kéd, M = {a € Fp,) | p(u)(a) = 0 Yu € C} a
f=1lpenr — o, pak f € Flz], f déli 2" — 1 aC =C(f),
(2) je-li a; € Fpy kofen 2™ — 1, m; minimalni polynom prvku «; nad télesem I pro
i=1,...,raC={aeF" | plu)a;) =0V: <r}, pak C = [)_,C(m;) =
C(nsn;<,(m;)) je cyklicky kéd.

Diikaz. (1) Pfipomenime, Ze charakteristika p nedéli n, proto podle existuje monicky
polynom g, ktery déli 2" — 1 a plati, ze C = C(g). Déale nsd(z" — 1,nz""') = 1, proto
jsou vsechny kofeny polynomil " — 11 g jednoduché, a existuje podmnozina L C E(,) =
{a € Fy | o™ = 1} spliwjici g = [],.;, * — a. Nyni snadno nahlédneme, Ze plati fada
ekvivalenci
acl s gla)=0< pu)(a) =0VuelC(g) © ac M.

Proto g = f, L=M aC =C(g) = C(f).

(2) Polozme f = nsn;<,.(m;). Zvolime-li u € C, pak plati, ze m; | p(u) pro vsechna
i, z ¢ehoz plyne, ze f | u(u), a tudiz u € C(f). Naopak, vezmeme-li u € C(f), potom
f | pw(u), a proto p(u)(e;) = 0 pro vSechna i, odkud dostavame, ze u € C. Dokézali
jsme, ze C = C(nsn;<,(m;)) je cyklicky kéd. Rovnost C(nsn;<,(m;)) = (;_, C(m;) plyne z
popisu pruniku idealtt v oboru hlavnich idealt. Il

Disledek 6.2. RS kédy jsou cyklické

Diikaz. Bud C RS kéd s lokatory a; = o~! pro prvek grupy o € F* f4du n a multiplikatory
v; = =Y Pak u € C, pravé kdyz

1 ab a? - ar=1b U
1 b+l o 20+1) o q—1b+1) U

=0,
i abJrn'fkfl aQ(bJ‘r;L;kfl) _ (=1 (b+n—k-1) U1

coz nastavé, pravé kdyz p(u)(a’*) =0 Vi < n — k. Tedy C je cyklicky podle[6.1(2). O

Definice. Necht r € N, F, je podtéleso F,r a C C Fy.. Pak C N F se nazyva g-drni
rezidudlni kod kédu C.

Pozorovani. Necht r € N, F, je podtéleso F,» a C C Fy. je linedrni kéd.

(1) Fyr je vektorovy prostor dimenze r nad télesem FF,,.

(2) Necht B C . Pak B je linedrné nezéavisla nad F,, pravé kdy?z je linedrné nezévisla
nad F,-. Zatimco zpétna implikace je trividlni, je pro ditkkaz pfimé implikace tieba
zvolit (B;)i<, bazi F,» nad F, a linedrni kombinaci napsat vzhledem k (5;)i<,.

(3) C =CNF? je g-4rni linedrni kéd a dimy, C < dims,, C.

(4) Je-li C cyklicky, pak C Ny je rovnéz cyklicky.

Protoze jsou RS kody cyklické, dostavame z posledniho pozorovani, ze

Dusledek 6.3. Reziduélni kédy RS kédi jsou cyklické.
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Pozorovani. Nechf F, je podtéleso télesa Fyr a o; € (Fgr)@m), o = 1 a ozna¢me my
minimalni polynom prvku o; nad télesem F, a m,;, minimalni polynom prvku «; nad
télesem Fgr. Pokud f = nsn;(m;,) € Felz] a g = nsn;(m;) € Fylz], pak diky [6.1(2) s

vyuzitim znaceni p z této poznamky plati, ze

(1) Cg) = {u € Fy | p(u)(a;) = 0Vi},
(2) C(f) = {u e F | p(u)(ai) = OVi},
(3) Clg) =TFgnC(f).

Na zavér kapitoly se podivame na vztah vzdalenosti a dimenze rezidualnich kodi tvote-
nych z MDS kédi, mezi néz GRS kdédy patii.

Véta 6.4 (o kddech se zarucenou vzdalenosti). Je-li C [n,l, D], kéd, ktery je MDS, a
C=CNFje [n,k,dl,kéd, pak k >n—r(D—1)ad>D > "k 4+ 1.

Diikaz. Protoze je C MDS a proto plati, ze D = n — [ + 1, dostavame rovnost n — [ =

D — 1. Dokazeme-li nerovnost n — k < r(n — 1), snadno z ni odvodime obé& nerovnosti

k>n—r(D—-1)id>D>"% 41

Vsimnéme si, Ze n — k je pravé pocet fadki (libovolné) kontrolni matice kédu C a

h;

zvolime né&jakou kontrolni matici H= [ ... | € IF,(;L DXm k6du C s fadky h;. Oznadime
hy,

Bi, -, Br néjakou bazi Fyr nad F, a uvazime, Ze existuje posloupnost vektori a;; € Fy

pro vSechna ¢ = 1,...,n — [l a j = 1,...,r spliujici h; = Z;Zl Bjaji. Nyni definujme

matice

ay; Ay

Ai=|""|eF™aH=| " [eFrimm
Ar; An—k

Nyni plati, e u € C, pravé kdyZu € Cau € [ Zvolime-li si tedy libovolné slovo u € Fy,

pak u € C, pravé kdyz uH” = 0, coZ nastava, pravé kdyz uH” = 0. Proto C = KerH a
pocet radku kontrolni matice kodu C je roven rank H < (n — D)r, coz je pocet radku H.
Dokazali jsme, ze n — k < (n — [)r. O

Piiklad 6.5. Necht F, = {0,1, o, 5}, kde a8 = 1 = a + 5. Uvazujme rezidudlni bindrni
kédy kvaternarnich kédt dimenze 2. VSimli jsme si, ze dimenze rezidualniho kédu je shora
omezena dimenzi ptivodniho kédu a nyni si uvédomime, Ze nic vic o dimenzi binarniho
rezidualniho kédu fici nemiizeme.

(1) LO(10a0,0108) N F4 = {0000} a rezidulni kéd m4 dimenzi 0,
(2) LO(10a0,0150) N ]F4 LO(1110) a rezidualni kéd ma dimenzi 1,
(3) LO(Bals, afla)N F4 LO(1101,1011) a rezidualni kéd ma dimenzi 2.

Poznamenejme, Ze se rezidualni kédy GRS kdédu obvykle nazyvaji Alternantni a re-
zidudlni kédy RS kédi se oznacuji BCH kddy (jako zkratka jmen Bose, Chaudhuri a
Hocquenghem), a protoze jsou GRS kédy MDS [n, [, D], -kddy, plati pro pro BCH i al-
ternantni [n, k, d],-kédy dimenzni odhad k > n —r(D —1).
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Pfriklad 6.6. Uvazujme téleso Fg = F3(a) pro « spliujici o? + 1 = 0 a nad nim GRS

, o {111 1 1 1
6,4, 3]g kéd s kontrolni matici H = 12 a 20 atl 2@+2>'Pr0 rezidualni kéd

c=C NFS uréime stejné jako v ditkazu matici H, pro niz plati, ze ¢ = KerH. K tomu
zvolime béazi 1, o prostoru Fg nad Fs.

Ll 111111
- looo0o0o0 o0
2 g ~lo12201
L2002l 90121 2
00121 2

Odtud vidime, ze C je [6, 3]3-kéd a z dostavame odhad jeho vzdélenosti d > 3 (odhad
pro k z[6.4) je pouze k > 6 —2-2 = 2). Diky[L.4d < 4 a kdyby d = 4, §lo by o MDS kdd,
ktery by podle musel mit vzdalenost shora omezenou velikosti télesa, coz by neplatilo.
Tedy C je [6, 3, 3|3-kdd.

Kombinatorické konstrukce
7. REEDOVY-MULLEROVY KODY

Bindrni Reedovy-Mullerovy kody predstavuji tridu snadno konstruovatelnych linedrnich
kodu, které podobné jako RS kody popsané v predchozi kapitole disponuji efektivnim deko-
dovacim algoritmem. Vyhodou konstrukce je predem znamd vzddlenost kodu a fakt, ktery
v této kapitole ovérime, Ze tyz postup mizZeme pouZit i pro vytvoreni dudlniho kodu.

V celé kapitole predpoklddame, ze r < m € N, n = 2™ a slova F’ si pevné ocislujeme

]F;n = {607 617 s 7/871—1}‘
T&N. Kazdé mnoziné

R(m,r) = {f(Bo)f(B1) ... f(Bucr) €EFL | f € Fofy, ..., xn],deg(f) < r}.

budeme fikat binadrni Reeddv-Mulleriv kéd (kratce RM-kéd).
Déle oznacme x; = [[,.; #; pro kazdé neprazdné I C {1,...,m}, prazdnou mnozinu
polozime zy =1 a deﬁnujme mnoziny Booleovych polynomi

BPu(r)={ ) fier| fi € F2VI C{1,...,m}},
I:|I|<r

specidlné BP,, = BP,,(m) a na BP,, potom zavedeme strukturu okruhu

Za;x; + Z b[l’[ = Z(CL[ + b])ZE[
I
Zaﬂf ZbeEJ = Z ar - bJ fEIuJ = Z Z al bJ JSK,

K I,J:K=IUJ

kde vSechna I, .J bereme jako podmnozmy {1,...,m}.
Déle oznac¢ime mnozinu Booleovych funkci
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a pripomenme, Ze na obou mnozinach BF,, i F} mame k dispozici pfirozené po slozkach
definovanou strukturu okruhu:

(f £9)(B) = f(B) £9(B), (f-9)(B)=[(B) 9(B)
(utv),=wxv; (u-v),=u; v;
pro libovolné funkce f, g € BF,,, slova u,v € F} a vSechny soufadnice ¢t = 1,...,n.
Konecné, iy = i;...,1, je incidencni vektor mnoziny I, tj. i; = 1 & j € J a pro
I,J CA{l,...,m} zna¢me x; € BF,, funkci danou podminkou x,(i;) =1 < J = I.

Pozorovani. Pro RM kddy, Booleovy polynomy a Booleovy funkce plati:
(1) R(m,r) ={p(So) ...p(Bn-1) | p € BP(r)} je linearni kéd délky n = 2™,
(2) (BPm,+,—,-,0,1) a (BF,,+,—,+,0,1) jsou komutativni okruhy,
(3) pfirozené projekce p — [p] je izomorfismus okruht
BPm = Fg[fﬂl,. .. ,xm]/(x% +xq,... ,x?n "‘l’m),

(4) zobrazeni f — f(Bo) ... f(Bn-1) je izomorfismus okruht BF,, = F%,
(5) pro kazdé f € BF,, plati, Ze f = > 1 ¢, =1 X1-

Vsimnéme si, ze vSechny tfi uvazované izomorfni okruhy jsou zaroven vektorové pro-
story nad télesem [y (tedy [Fa-algebry). ProtoZze nésobeni skalarem z Fy zadny novy poza-
davek na okruhovy homomorfismus nepfedstavuje, je uvazované okruhovy izomorfismy
zaroven izomorfismy vektorovych prostori nad télesem .

Nadale budeme pomoci izomorfismu z Pozorovani (4) ztotoziiovat okruhy B a F3 a obé
znaceni budeme podle potieby zaménovat.

T&N. Pro polynom p = >, prz; € BP,, budeme znacit
N(p) = {ir € Fy" | p(iy) = 1} a deg(p) = max{|[| | pr # 0} U {-1}.
Poznamka 7.1. Jestlize p € BP,,,(r) \ {0}, pak |[N(p)| > 2™ ".
Diikaz. Dokazujeme indukei podle m > 1 a p stupné deg(p) < r.
(a) Pro m = 1 uvazujeme polynomy tvaru p = ag + ayz1 € K[x;]. Provedeme diskusi
pro oba pripady r = 0, 1.
Pror =0 méme ap =1 aa; =0, protop=1a |[N(p)| =2 =20,
Pro r = 1 trivialng dostavame |N(p)| > 1 = 2171
(b) Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro m — 1 a dokdzeme ho pro m > 1. Necht
p=2Tmg+h,kde g,h € Folz1,... 2 1]
Pokud g = 0, pak deg h = degp a plati ekvivalence
h(iv. . ime1) =1 < plir...im_1,0) = p(is ...im_11) = 1,
proto s vyuzitim indukcéniho predpokladu pro h dostavame, ze
IN(p)| =2[N(h)] = 2- 2" =277
Pokud ¢g # 0, pak degg < r — 1 a ¥(iy,...,im_1) € N(g) existuje t € Fy splitujici
p(il, e ,’L'mfl,t) = g(il, Ce ,Z.m,1>t + h(il, e ,Z'mfl) =t+ h(il, . ,’L'mfl) = 1, pI'OtO
IN()| = [N(g)] = 27070 = 2m7

diky platnosti indukéniho predpokladu pro g. Il
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T&N. Oznacme zobrazeni ¢ : BP,, — BF,, dané podminkou ®(p)(5) = p(5).

Ztotoznéni BF,, = F4 bijekci f — f(5o) ... f(fn_1) umoziiuje zobrazeni ¢ popsat
vztahem ®(p) = p(foy) ... p(Bn-1)-

Pozorovani. Pro mnoziny J,Y C {1,...,m} plati:

(1) Polozime-li p; = (I[;c;xi) - (Iigs(zi + 1)), pak ®(ps) = xy, tedy pokud pro
f € BF,, polozime p = lef(il)zl pr, pak

®(p) = Z Z XI

I:f(ir)= If(ir)=
(2) ® je homomorfismus, ktery je podle (1) na F%, tedy jde o izomorfismus okruhi i
vektorovych prostort stejné (kone¢né) mohutnosti 2",
(3) {zy | I C {1,...,m},|I] < r} je baze prostoru BP,,(r), proto je jeji izomorfni
obraz B, = {®(x;) | I C{1,...,m},|I| < r} baze prostoru R(m,r),
(4) w(®(p)) = |N(p)| pro vSechny polynomy p € BP,,,
(5) zs(iy) = [Tje,(iv); =1 JCY.
Véta 7.2. R(m,r) je [n, Y7o (7),2™ "] kéd.
Diikaz. Vidime, ze dim(R(m,r)) = [{I C {1,...,m} | |I| <r}| = >i_, (") diky Pozo-
rovani (2) a (3) .
Jestlize |I| = r, potom ®(x;) € R(m,r), a proto w(P(z;)) = |N(x;)| = 2™ " podle
Pozorovani (4) a (5). Tim jsme dokézali nerovnost d(R(m,r)) < 2™".

Naopak z Pozndmky [7.1] a Pozorovani (4) plyne opa¢nd nerovnost d(R(m,r)) > 2m~".
]

Véta 7.3. Kédy R(m,r) a R(m,m —r — 1) jsou vzajemné dudlni.

Diikaz. Nejprve dokdzeme pro béze B, a B,,_,_1 z Pozorovani (3), Ze pro kazdou dvojici
®(z;) € B, ®(x;) € By—r—1 je bodovy soucin ®(z;) - ¢(z;) = 0. Protoze |I| < r a
|J| < m —r —1, spoCitdme

O(x E zr(ig) - x;(ip) E rus(ip).

Uvédomime-li si, Ze podle Pozorovani (5) plati, ze x;s(ig) = 1, pravé kdyz IUJ C B a
ze [ ITUJ| <r+m—r—1=m—1, dostavame

O(xy) - O(xy) = Z 1 =21 =0 (mod 2).
B:IUJCB

Dokézali jsme, ze R(m,r) C R(m,m —r — 1)+ a R(m,m —r — 1) C R(m,r)*+. Protoze
navic podle [7.2{dim R(m,r) + dim R(m,m —r — 1) =

-2 (02 ()-2()-2 ()

jsou prostory R(m,r) a R(m,m —r — 1) vzajemné dudlni. O
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Priklad 7.4. (1) R(3,1) je podle [7.2 a samodualni [8,4, 4]5-kéd. VSimnéme si po-
dobné jako v Prikladu [3.4] Ze propichnuti R(3,1) v kterékoli soufadnici je permutacné
ekvivalentni 1-perfektnimu Hammingovu [7, 4, 3]o-kédu z 2.4]

(2) Obdobné uvazime, ze R(m,m — 2) = R(m, 1)+ je [2™,2™ — m — 1,4]5-kéd a jeho
propichnuti v kterékoli souradnici je diky l-perfektni [2™ — 1,2 — m — 1, 3]5-kdd.

Na zavér pro ilustraci uzite¢nosti RM kédt nastinime myslenku kédovani a dekédovani
(téma ovSem nebude letos obsahem zkousky).

Kédovani. Oznacime P" = {1 C {1,...,m} | |[I| < r}ak =3 (7). Slovo v
z % reprezentované polynomem f, = > repm VITI, kde soutfadnice slova v indexujeme
prvky mnoziny P mohutnosti k, zakédujeme vztahem v — ®(fy). Dostavame linearni
kédovani FE = FJ™ — BF(m) 2 F7, jehoz obrazem je RM-kéd R (m, r).

Dekodovani. Nejprve pridame jesté jedno znaceni: je-li f € BP,, nebo f € BF,,
LY C{1,...,m} , pak definujme f! € BF,, pfedpisem

flavy=">_  fln).

B:YCBCIUY

Nyni zformulujeme algoritmus, ktery prijaté chybové slovo s vahou chyby mensi nez
2m="=1 reprezentovaného booleovskou funkei opravi na ptivodni polynom:

Vstup: g € BF,, spliiujici g= f+e pro f € R(m,r) a e € Fy, w(e) <2m !
Vystup: f € BP,.(r), pro ktery d(®(f),g) < 2™ "', proto f=d(f).
for d=r downto 0 do
for all I C{l,...,m} spliiujici |/|=d do
fao:= Y C{L,...,m}: Y 0T =0, ¢(iy) = 0}
ap=2"""%—qy (={Y C{1,....m}:YNI=09¢'(iy)=1}];
if oy > oy then a;:=0 else a;:=1, g: =g+ P(z/);
}
return ) ; pm are;-
Korektnosti afgoritmu se nebudeme zabyvat, zajemci jeho diitkaz naleznou naptiklad
ve skriptech Alese Drapala.

8. GOLAYOVY PERFEKTNI KODY

Tentokrat se vratime k poymu perfektniho kodu. Zkonstruujeme bindrni 3-perfekini kod
délky 23 a dokdZeme o ném, Ze je urcen jednoznacné az na posunuti a permutacni ekvi-
valenci.

V celé kapitole predpokladame, ze b,v € N a uvazujeme uspofddané mnoziny X =

{z1,...,2,} aB={DBy,..., B} CP(X).

1 pokud z; € B

0 pokudz; ¢ B~

Déle ozna¢me 15 Nic = ipnc, tedy pokud bychom ig a ic = ignc chapali jako vektory
23

T&N. Pro B,C € Bdefinujme ig =4y ...17, € Z' podminkou i; = {



Fy, pak by N piedstavovala operaci nasobeni po slozkdch na na F3. Rekneme, 7e matice
iB,
M= | ... | €Z" je incidencni matice systému B.
in,
Pozorovani. Necht M je incidenéni matice systému B a polozme U = (u;;) = MM a
V = (v;;) = MTM. Potom plati:
(1) Jestlize B,C C X, pak w(ip +ic) = |B+ C| = w(ip) + w(ic) — 2w(ipnc), kde
ip,tc chapeme jako slova z 9,
(2) U je symetricka ¢tvercova, w;; = |B; N B;| Vi, 7 a w; = | By,
(3) V je symetricka ¢tvercova, v;; = [{s | {zs,x;} C Bs}| Vi, j avy = |{s|z; € By}|.
T&N. Pro v, k, A € N fekneme, ze B je symetricky 2 — (v, k, ) design, pokud
e v=|X|=|B],
e k=|B|=|{CeB|xeC} proVBeBaVreX,
e A=[B;NBj|={CeB|{z,y} COVi£jaVe#yeX.

Piiklad 8.1. (1) Piimky Fanovy roviny, tj. projektivniho prostoru P,(Fs) vSech jednodi-
menzionalnich podprostorii vektorového prostoru F3 tvoii symetricky 2 — (7,3,1) design.

(2) Obecnéji, necht P = {LO(v) | v € Fi\ {0}}, By = {p € P | p C V}, pak
B={By |V <F dimV = 2} je symetricky 2 — (¢ + ¢+ 1,q + 1,1) design.

Pozorovani. Systém B s inciden¢éni matici M je symetricky 2 — (v, k, A) design, pravé

E A ... A
kdyz MMT = MTpr = | M F o A
A Ak

Konstrukce
Necht Y = {1,....5}, Z={ACPY) | |4 =2}, ={c € S5 |0°=1,0 #id},
Po={i o)} |ieY}Vped
Pozorovani. Pro mnoziny YV, Z, ® a P, a Vyp,¢ € ® plati:
(1) [2] =10, || =24, {F, | ¢ € ®}| =12,
(2) ¢ ani ¢~ nemaji pevny bod, tudiz P, N P, = 0,
(3) jestlize |P, N Py| > 4, potom P, = P,,
(4) jestlize |P, N Py| < 1, potom |P, N Py| > 4, a proto P, N Py = 0,
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Definujme mnoziny

P1 = Puasss), P2 = Plaoss), Ps = Paasse), Pi = Puasassy, Ps = Pusass), Po = Pussa),

L1 T X

P, Py Py Py Fs
Polozme X = ZU {0} aVi € Y

Fo={{i.a} [a€Ya#i}u{0} = U {0},
nyni zkonstruujme symetricky 2 — (11,5,2) design: B={P; | i <6} U{F; | j <5}

T&N. Necht B; C P(X;), i = 1,2. Pak By = By (tj. systémy jsou izomorfni), pokud 3
bijekce b : X1 — Xs, pro niz By = {b(B) | B € B:}.

Fakt 8.2. Systém B z predchozi konstrukce je az na izomorfismus jediny symetricky
2 — (11, 5,2) design.

Diikaz. Dukazu se na prednasce nebudeme vénovat, ale pro informaci ho zde alespon
naznacime.

Fakt, Ze B je 2 — (11, 5,2) design, se snadno pifmocaie ovéif z definice (a do znacné
miry je vidét ze znadzornéni mnozin grafy) Uvazime B C P(X ) jiny 2 — (11 5,2) design a
nasim tkolem je najit izomorfismus B — B. Zvolime nejprv libovolng z, € X a definujeme
Z =X\ {0}, snadno nahlédneme, Ze existuje prévé 5 mnozin B, které obsahuji z, a
oznacime je E, t =1,...5. Z definice designu plyne, Ze pro vSechna i < j existuje pravé
jedno z;; € Z splnuJ1c1 F N Fj = {xo, w45}

Déle oznacime P = B\ {F; | i < 5}. To, 7e A\ = 2 znamena, 7e {i < j} — z;; je bijekce
deseti prvkové mnoziny dvojic {i < j} na 7, proto Z = {x;; | i < j < 5}. Nyni definujme
bijekei b : X — X: b(xg) = 0 a bzy;) = {4, ,J}, kterd je hledanym izomorfismem. Ziejmé
{b(Fi)} = Fi, apokud P, ¢ P = {b(B ) | B € P}, zménime potadi F; tak, aby P1 € P.
Vidime, #e mnozina P = {b(P) | P € P} obsahuje P; a |b(P,)Nb(P,)| =2 VP, # P, € P.

Na zavér zbyva uvézit, ze Pro {P,..., Ps} je vzhledem k inkluzi nejvétsi podmnozina
{P, | p € ®}, ktera obsahuje P a plati | P, N P;| = 2 pro vSechny i # j, a Ze odtud plyne
zavér B = {b(B) | B € B}. O
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Dusledek 8.3. C = {X \ B | B € B} pro B z pfedchozi konstrukce tvoii az na izomor-
fismus jediny symetricky 2 — (11,6, 3) design.

Diikaz. Definujme zobrazeni ¢ : P(X) — P(X) vztahem c¢(A) = X \ A a ozna¢me M
incidenén{ matici B, N inciden¢ni matici C a J = (1) € Z"*!! matici sestavajici ze
samych hodnot 1. Potom vidime, ze N = J — M a snadno spocitame

N-N'=pP—JM" —MJ+MM" =11J -=5J =5J+ MM" = J+ MMT.
Podobné¢ NT - N = J+ MTM = J+ MM?, proto

52 ... 2 6 3 3
NONTNT.N—ge|25 2|36 3
2.2 ... 5 33 .6

a C je tudiz symetricky 2 — (11,6, 3) design.

Obdobné nahlédneme, ze pro symetricky 2 — (11,6, 3) design C s inciden¢ni matici N
plati pro inciden¢ni matici M = J — N systému ¢(C), ze je M"M = MM* = NTN — J,
proto je ¢(C) symetricky 2 — (11,5,2) design. Kdybychom nyni méli dva neizomorfni
symetrické 2 — (11, 6, 3) designy, pak by je bijekce ¢ pfevedla na neizomorfni 2 — (11, 5, 2)
designy. Proto jsou i 2 — (11, 6, 3) designy uréeny az na izomorfismus jednoznaéné. [

T&N. Necht N je incidenéni matice 2 — (11,6, 3) designu a uvazujme blokové matice

10 ... 001 ... 1 10 ... 001 ... 1
01 ... 01 01 ... 0

E= C el N  G= Ce e N ’
00 ... 11 00 ... 1

kde E € F3**** sestava z bloku s jednotkovou matici 1,5 a dale z bloku tvofenym matici N
s fadkem nad a sloupcem vlevo obsahujicim na prvni soufadnici 0 a jinde 1 a G € F32***
vznikne z F vypusténim 13. sloupce.

Déle & bud [24, 12]5-kéd s generujici matici E a G [23, 12]5-kéd s generujici matici G.

Jestlize C je blokovy kéd délky n a f; = |{v € C | w(v) = i}|, pak se polynom
fe=>"", iz € Z|z] nazgva vahovy polynom kédu C.

1 bude znacit slovo, jehoz vSsechny soufadnice maji hodnotu 1.

Pozorovani. Necht C je bindrni kéd délky 23, velikosti 2'? a vzdalenosti 7. ProtoZe
V2(23,3) =300 o () = 1+23+23-11+23- 77 = 2048 = 22312, je C nutné 3-perfektni.
Uvazime, Ze kazdé slovo véhy i lezi pravé v jedné binarni kouli S(u,3) o poloméru 3 a
stfedu v kédovém slové u € C vahy w(u) =i+ jpro -3 < j<3aw(u) =i+ja
oznacime ¢; ; pocet slov vahy ¢ lezicich v této koull. Je-li fo = > 7" fiz" € Z[x] vahovy
polynom kédu C, potom pro vSechna ¢ > 3 plati vztah (21.3) = 232_3 Cisfits-

Hodnoty ¢; ; reprezentuji pocty slov vahy i, které dostaneme z kédového slova u € C
vahy ¢ + j pomoci danych bitovych zmén. Kombinatorickou tivahou uré¢ime hodnoty
koeficientti:

Ci—3 = (23;”3) je poCet 3 bitovych zmén 0 — 1 pro w(u) =i — 3,

Ci—g = (23_2i+2) je pocet 2 zmén 0 — 1 pro w(u) =i — 2,
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Ci1 = (’Il) (237;“)%—(23?“): 1 x0—1nebo2x0—1alx1—0prow(u)=1i—1,
co=1+(;) (231_i) slovounebol x 0 —1alx 1— 0 prow(u) =1,
ci=(tHET )+ () :1x1—>0nebo2x1—=0alx0-—1prow)=i+]1,

cio=("1?):2x 1 -0 prow(u) =i+2,

Cig = Ci3 = (“53) 3 x1—0prow(u)=1i+3.

Jestlize navic kéd C obsahuje slovo 0, plati, ze fo =1, fi=0prot=1,...,6 a rekurzi
spocitame vahovy polynom

fe =1+ 25327 4+ 5062% + 1288z + 128822 4 5062 + 25326 4 223
T&N. Kéd C je dvojnasobné sudy, jestlize 4 déli w(u) pro kazdé slovo u € C.

C1
Poznamka 8.4. Necht G = | ... | je generujici matice [n, k]o-kédu C.
Ci
(1) C je samoortogonalni, pravé kdyz w(c; N ¢;) je suda pro vSechna 4, j,
(2) samoortogondalni kéd C je dvojnasobné sudy, pravé kdyz 4 déli w(c;) Vi < k.

Diikaz. (1) C je samoortogonalni, pravé kdyz c; - ¢; = 0 v8echna i, j, coz nastava pravé
kdyz 2|w(c; N c;) pro vSechna i, j.

(2) (=) Radky matice G jsou kédova slova, proto je jejich vaha délitelnd 4.

(<) Pro vSechna u € C existuje jedind mnozina I C {1,...,k}, pronizu=73% ., c,.
Oznacime 6(u) = |I| a dokdzeme tvrzeni, ze 4 déli w(u), indukei podle § = §(u).

Pro u € C spliyjici 6(u) = 0 neni co dokazovat, a pokud d(u) = 1, pak existuje i
spliiujici u = ¢;, tedy 4|w(u) podle predpokladu.

Necht tvrzeni plati pro § > 0 a §(u) = § + 1. Pak existuje v,c € C, pro néz j(v) = 9,
d(c) = 1 au = v+c. Z indukéniho pfedpokladu vime, ze 4 déli vahy w(v) i w(c), a protoze
w(vNc) jesudd diky (1), déli 4 vdhu w(u) = w(v +c¢) = w(v) + w(c) — 2w(vNec). O

Poznamka 8.5. £ je samodudlni dvojnasobné sudy [24,12,8],-kéd a G je 3-perfektni
123,12, 7]o-kod.

Diikaz. Oznacéme si fadky matice E po fadé uy, ..., u2. VSimneme si, ze w(u;) = 12 a
vyuZijeme predpoklad, Ze matice je N matici 2 — (11,6, 3) designu, abychom nahlédli, ze
w(u;) =8, w(u; Nu;) = 6 pro viechna i > 1 a w(u; Nu;) = 4 pro vSechna i > j > 1.

Ze sudosti hodnot w(u; Nuy) diky 8.4(1) plyne, Ze je &, ktery obsahuje pravé 2'2 slov,
samodudlni a podle 8.4(1) i dvojndsobné sudy. Z vah w(u;) okamzité vidime, ze d(£) <
w(w;) < 8. Uvazime nyni sporny predpoklad d(€) < 8, z néjz pro dvojnasobné sudy kéd
plyne d(£) = 4. To znamen4, Ze existuje I C {1,...,12}, pronéz v =v;...v4 = ) .., u
aw(v) =4. Potom v =iy - E, a proto 1 < |I| < w(v) = 4. Vezmeme kontrolni matici £
zajisténou Poznamkou [2.2}

o1 ... 110 ... 0 uy
e e E I
1 0O o0 ... 1 U9

ktera je zaroven generujici matici samodualniho kédu £. Jeji fadky u; maji stejné vlast-
nosti jako slova u;, nebof rovnéz N7 je incidenéni matice symetrického 2 — (11,6, 3)
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designu, proto existuje mnozina indextt I C {1,...,12}, pro néz v = > ici U;. Protoze
stejné jako v piipadé mnoZiny I ani mnozina I nemiize byt jednoprvkovd, dostavame, ze
|I| =4 —|I| > 1, tudiz || < 3. Zjistili jsme, ze 1 < |I| < 3, proto |I| = 2 a tedy existuji

1 # j, pro které
4 = w(ui + llj) = w(uz) + w(uj) — 2w(u2 N llj)) = 8,

coz je spor. Dokézali jsme, ze je £ vzdalenosti 8
Protoze G vznikne z £ propichnutim v 13. soufadnici, jedna se podle predchoziho
pozorovani o 3-perfektni [23, 12, 7]o-kéd. O

Véta 8.6. Az na permutacni ekvivalenci existuje pravé jeden [24,12,8]o-kéd, ktery je
samoduéalni, dvojnasobné sudy a obsahuje slovo vahy 12. Kéd je permutacné ekvivalentni
& a jeho propichnuti v kterékoli soutadnici je permutacné ekvivalentni G.

Diikaz. Existence plyne z[8.5] slovo vahy je na prvnim fadku generujici matice E.

Necht [24,12, 8]o-kéd C spliiuje predpoklady tvrzeni a zvolme soutadnici ¢, v niz bude
kéd propichovat. Protoze jsou vahy C sudé plati , ze 1 - v = 0 pro kazdé v € C, mame
v € Ct = C. Podle predpokladu existuje slovo u € C vahy 12, proto i = 1 +u € C
a w(u) = w(a) = 12. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat (tj. permutujeme
soutfadnice, pfipadné slova u a & vyménime), ze i = 1,

u = 000000000000111111111111 a w=111111111111000000000000.

Nyni uvdzime propichnuti 7; : F2* — F1? v soutadnicich I = {13,...,24} . Pfedpo-
kladame-li, ze v € C \ {0} a m;(v) = 0, dostaneme w(u + v) + w(v) = 12, w(v) > 8, a
proto w(u + v) < 4. Protoze je kéd vzdélenosti 8, vidime, ze u + v = 0, tudiz u = v
a o jadru restrikce 7/|c obsahuje pouze slova 0,u. Protoze @ - ¢ = 0 pro vSechna slova
c € C je m;(C) [12,11]5-kéd s kontrolni matici 1 € F}**?, tedy paritni kéd. To znamena,
7e umime zkonstruovat generujici matici C' kédu C, na jejimz prvnim fadku bude slovo u,
levy blok 11 x 12 pod nim bude tvorit generujici matice paritniho kédu a prvni sloupec
zbyvajiciho pravého bloku mizeme vzit nulovy, protoze nulovani pripadnych nenulovych
hodnot pfi¢tenim prvniho fadku matice nezméni prvnich dvanact sloupcti C' ani samotny
kod C:

00 ... 011 ... 1
1 0

¢= . 111 . M
1 0

Vyménime-li nyni 1. a 13. sloupec matice C' dostaneme, generujici matici

10 ... 001 ... 1
~ 01 ... 01
¢= Ce e M ’
00 ... 11

permutaéné ekvivalentniho kédu C. Nyni stadi diky ukazat, ze je M incidencni matice
2 — (11,6, 3) designu.
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Oznac¢me tadky matice C potadé cg, ..., ci1 a radky matice M vq,...,vy;. Protoze je
C dvojnéasobné sudy kéd, 4 déli w(c;) i w(c;+c;) a d(C) = 8 vidime, ze w(v;), w(v;+v;) €
{6,10}. UkédZeme, Ze pfipada v ivahu pouze hodnota 6.

Kdyby w(v;) = 10, pak by w(c; + ¢g) = 2+ 2 = 4, z ¢ehoZ plyne spor.

Kdyby w(v; +v;) = 10, pak by w(c; +c;+cg) = 2+2 = 4, opét tedy dostavame spor.

Proto pro i # j

6 =w(v;) =w(v,+v;) =w(v;) +w(v;) —2w(v;Nv,),

z ¢eho? plyne, ze w(v; Nv;) = 3. Totéz lze dokazat i pro matici MT, nebot
o1 ... 110 ... 0
1 01 ... 0
1 00 ... 1

je rovnéZ je generujici matice samoduélniho kédu C.

Tedy M je incidenéni matice symetrického 2 — (11,6, 3) designu, ktera je podle
urcena az na permutaci fadkd a sloupcti jednoznacné. Nyni je uz snadné nahlédnout ze
je puvodni kéd permutacné ekvivalentni kédu & a jeho propichnuti v libovolné pfedem
zvolené souradnici je permutacné ekvivalentni kodu G. O

Poznamka 8.7. Necht C C F3*, kde k = log, |C|. Jestlize bud
(a) C je samoortogonalni nebo
(b) 0 € C au+C je pro kazdé u € C dvojnasobné sudy,
pak je C samodualni a tedy linearni kéd.
Diikaz. Necht plati (a). Pak C C LO(C) C C* C (LO(C))*, proto 2% = |C| < |[LO(C)|
dim(LO(C)) > k. Uvazime-li, ze dim((LO(C))*) < k, vidime, ze 2% = |C| < |LO(C)|
[(LO(C))1)| < 2%, &im7 jsme ovéfili, ze C = LO(C) = C*.
Predpokladejme, ze plati (b), stac¢i nAm oveérit platnost (a).
Vsimnéme si, ze pro kazdé u, v € C plyne z predpokladi, Zze 4 déli vSechny tfi hodnoty

w() =w(0+u), wv)=w0+v), wu+v).

a
<

Proto 2w(unNv) = w(u + v) — w(u) — w(v), tedy vaha w(uNv) je sudd a u-v = 0.
Oveérili jsme, zZe je C samoortogonalni. O

Véta 8.8. A7 na permutacni ekvivalenci existuji jednoznaéné uréené bindrni kédy G a
& velikosti 2'2 obsahujici nulové slovo, prvni délky 23 a vzdalenosti 7 a druhy délky 24 a
vzdélenosti 8. Tyto kédy jsou nutné linearni a plati, ze G je permutacéné ekvivalentni G,
£ je permutacné ekvivalentni £ a fe = 1 4 7592% 4 257622 + 75926 + 224,

Diikaz. Existence plyne z a zbyvéa dokazat jednoznacnost.

Propichnuti v i-té souradnici m(c‘:’ ) tvoti kéd velikosti 22 obsahujici nulové slovo, podle
Pozorovani jde o 3-perfektni kdd vzdalenosti 7 s vdhovym polynomem fm( g =1 +25327 +
50628 + 1288z + 1288212 + 50621° + 25320 + 223,

Protoze pro kazdé u € £ \ {0, 1} existuji j, k < 24 spliijici w(r;(u)) = w(m.(u)) — 1.

Kéd £ neobsahuje slovo vahy 7, tedy vSechna slova vahy 7 kédu m;(€) vznikla ze slov

véhy 8. Kdyby € obsahoval slovo véhy 11, 15 nebo 23, pak by pro vhodné i obsahoval
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kéd ﬂ,(c‘f ) slovo o jedna mensi vahy, coz neplati. Podobné £ nemiiZe obsahovat slova véhy
9, 13, ani 17, protoze by v opaném pfipadé obsahoval pro vhodné ¢ kéd W,(g ) slova téze
véhy. Proto fz = 147592% + 257622 +- 75920 + 22, tedy € je dvojnasobné sudy. Protoze
v+ £ mé stejné parametry jako &, je to dvojnasobné sudy kod pro vsechna v € £ a tedy
je € linearni samoduélni kéd podle a & je permutacné ekvivalentni £ podle

Splituje-li G predpoklady tvrzeni, pak kéd € = {c1...co3 Yucile..c € g } ma
délku 24 a vzdalenosti 8 mohutnosti 212 slov a obsahuje 0, ¢ehoZ plyne, Ze 5 je permutacné
ekvivalentni €. Protoze moy(E ) G je diky permutacné ekvivalentni G.

Zbytek plyne z Poznamky [8.5] O

Dusledek 8.9. Je-li C bindrni kéd velikosti 2'? délky 23 a vzdalenosti 7, pak pro kazdé
u € C je kéd u + C permutac¢né ekvivalentni G.

Konvoluéni kédy
9. KODUJME KONVOLUCNIM KODEM!

Zbyvagici kapitoly budou vénovany odlisnému konceptu kodovani, kdy budeme pracovat
nikoli s mnoZinou pripustnych kodovych slov, nybrz s mnoZinou pripustnych posloupnosti
kodovych slov, které budou kodovat vsechny posloupnosti slov totalntho kodu. V wvodni
casti nastinime formalizaci problematiky a kromé zdakladnich pojmi konvoluéniho kodu
a konvolucniho kodovace, zavedeme klicové nastroje jejich popisu. Na zdver kapitoly st
uveédomime, Ze nase definice fyzického konvolucniho kodovace detailné popisuje jeho tech-
nickou realizact jako elektrického obvodu.

V celé kapitole predpokladame, ze F je konecné téleso a D neznama.

T&N. Na mnoziné formalnich Laurentovych fad F((D)) = {3_;s, w;D" | r € Z,u; € F}
uvazujme obvyklé operace -

Z w; D'+ Z v; Db = Z (u; £ v;)D Z w; D" - Z v, Db = Z Z urvi_k DY,
i>r i>5 i>min(r,s) i>r i>s i>r+s k=r
kde polozime u; = v; = 0 Vi < r,j < s. Dale znacme:
F[[D]] = {350 wiD" | u; € F} - formalni mocninné fady,
F[D]={>"" yu;D" | n € N,u; € F} - polynomy,
FID, D' ={>" ,wD" |k €Z,neNu €F} - Laurentovy polynomy.

Poznamka 9.1. F((D)) tvofi s vySe zavedenymi operacemi a konstantami 0 a 1 komu-
tativni téleso a F[D], F[D, D~1], F[[D]] jsou jeho podokruhy.

Dikaz. Obdobnymi argumenty jako v pripadé oboru polynomi je snadné nahlédnout, Ze
F((D)) predstavuje komutativni okruh. Abychom ovéfili, Ze jde o téleso, vezeme nenulovy
prvek f € F((D)). Potom existuje celé ¢islo d, mocninné fada g € F[[D]] s nenulovym
absolutnim ¢lenem, pro kterou f = Ddg, a mocninné fada h = > hoD' s koeficienty
danymi rekurentnim vztahem h,, = g, Z hign—; pro pocatecni podminku hy = g, L

ktera je inverzni k fadé g, a protoze ¢! = h vidime, ze f~! = D~?h,
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Diikaz uzavienost mnozin F[D], F[D, D7!], F[[D]] na operace je zcela piimocary a
ponechame ho ¢tenafi jako snadné cviceni. U

T&N. Prvkim podilového télesa F(D) = {L | p,q € F[D],q # 0} oboru F[D] rikdme
raciondlni funkce. Racionalni funkce f € F(D) je realizovatelnd, pokud f = - pro vhodny
polynom p a polynom s nenulovym absolutnim ¢lenem gq.

Pozorovani. Uvazujme zobrazeni v : F(D) — F((D)) dané vztahem v(2) = p- gt

(1) v je dobfe definovany prosty okruhovy homomorfismus,
(2) f € F(D) je realizovatelna, pravé kdyz v(f) € F[[D]]

T&N. Nadale budeme ztotoziiovat prvky F(D) a v(F(D)) a prvkam v(F(D)) N F[[D]]
budeme tikat realizovatelné rady.
Pro ¢ € N ozna¢me F¢((D)) = {35, w;D' | r € Z,u; € F°}, kde soufadnice znacime

(1) )

e o (e
hornimi indexy w; = u; " ... u; .

Pozorovani. Pro ¢ € N plati, ze
(1) zobrazeni u(" o, wiD%) = (X5, ul" D, ..., S0, ul” DP) je bijekee pu : Fo((D)) —
F((D))*,
(2) F((D))¢ predstavuje aritmeticky vektorovy prostor nad télesem F((D)) a jeho
strukturu mizeme pomoci bijekce p prenést na mnozinu F¢((D)), zobrazeni p se
tak stane izomorfismem vektorovych prostor.

Na zakladé predchoziho pozorovani budeme nadale ztotoznovat prvky prostoru F¢((D))
a F((D))¢ prostfednictvim izomorfismu .

Definice. Je-li B C F(D)¢, nazveme C = LO(B) C F((D))¢ konvolu¢ni kdd s parametry
(¢, k), pokud dimp(p) C = k. Kazdou matici G € (F(D) NF[[D]])**¢, jejiz tadky tvoii
bazi C, nazveme generujici matici konvolu¢niho kédu C. Pokud G € F[D]**¢ mluvime o
polynomidlni generujici matici.

Poznamka 9.2. Je-li C C F((D))° konvoluéni kéd, pak

(1) existuje néjakd polynomialni generujici matice C,
(2) je-i G = (g4j) generujici matice C, pak existuji polynomy p;;,¢; € F[D], pro néz

plati? ze ql(o) = 15 nSd(pila s 7pi07qi) =1la 9i5 = % Vi,j,
(3) vSechny polynomy z bodu (2) (a tedy i jejich stupné) jsou matici G urceny jed-
noznacne.

Diikaz. (1) Nejprve zvolime libovolnou bézi (by, ..., by) C F(D). Pro ni existuji polynomy

fij»aij € F[D], 1 < k, j < ¢ spliyjici b; = (%’ . .,%) pro vSechna i a polozme ¢ =
81

nsn(q; | i <k, j <c)ag; =q-b,. Odtud plyne, ze G = | ... | je generujici matice
gk

konvolué¢niho kédu C.
(2) Necht g;; = fiy pro nesoudélné f;; a ¢;; a ¢;;(0) # 0, coz mizeme predpokladat, pro

g
vsechna i, j.
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Pro kazdé i polozme ¢; = nsn(g;; | j < ¢), déle ¢; = 7, COZ znamend, ze ¢;(0) =1, a

@0
pij = fij ;i’j pro vSechna j = 1,...,c. Ukdzeme, Ze nsd(plfl, s Diey i) = 1.
Predpokladejme, ze existuje ireducibilni polynom r, ktery déli vSechny p;1,...,pic1¢:.
Kdyby r|f;; pro vSechna j, pak by r nedélilo ¢;; pro zadné j, a tudiz by r nedélilo ¢;, coz
je ve sporu s predpokladem. Nechf nyni () # J = {j | 7 nedélif;;}. Potom r | q—?, a proto

¢;;7 | ¢; pro vSechna j € J, tudiz r déli W Odtud plyne, Ze existuje j ¢ J, pro

néz r deli g;;, tudiz r nedéli f;;, coz je spor s volbou J.
(3) Zvolme i, j libovolné. Protoze gﬂ = Z% dostavame, Ze ¢; = g;; 7;”_, coz je polynom,

ij i
ng

kde f;; a ¢;; jsou nesoudélné a je polynom. Tudiz ¢; je spole¢ny nasobek polynomt

Qi1, - - - ¢ic. Budeme-li predpokladat 7e existuje polynom 7, ktery déli m pak
r déli polynom qu_’j = ’;—j]F [D], proto r déli i p;; pro vSechna i, j, coz je spor. Tim jsme
dokazali, ze ¢; je az na skalarni nasobek urcen jednoznacné a uvazime-li konecné, ze se
absolutni ¢len polynomii ¢; rovna 1, jsou vSechny polynomy urceny jednoznacné. U

T&N. Uvazime-li vyjadfeni generujici matice G = (%%) konvoluéniho kédu z (2),
J

pak definujeme v; = max(deg(p;1), ..., deg(pic), deg(q;)) a hodnotu extdeg(G) = > ., v,
nazveme vneéjsi stupen matice G.

Véta 9.3. Jsou-li G a G dvé generujici matice konvolu¢niho kédu C s minimalnim vnéjsSim
- k ko~ . . .
stupném v =Y 7 v, = > ., U;, kde v; a Ij; jsou zavedeny stejné jako vysea vy < --- <y

ar <--- <1 pak v; = 1; pro vSechna 1 =1,... k.
g1 B g1
Diikaz. Oznacme si fadky generujicich matic G = [...] a G = | ... | a ke sporu
gk gk
predpokladejme, zZe existuje i, pro néz v; # ;. Vezméme nejmensi takové i a bez 1jmy
na obecnosti predpokladejme, ze v; < v; . Doplnime-li nyni béazi gi,...,g; na bazi
g1,---:8i,8j1s-- -85, konvoluéniho kédu C pomoci radki generujici matice G, coZ ndm
81
umoziuje Steinitzova véta o vyméné, potom je matice G = ggz rovnéz generujici
J1
ki

matici konvoluéniho kédu C a dostavame

extdeg ZVS—I—ZVJ <ZVS ZVS—V1+ZVS<ZVS—I/

s=i+1 s#i

coz je spor s minimalitou volby v. U

Definice. Hodnotam v; z predchozi véty pro generujici matici G kédu C s miniméalnim
vnéjsim stupném, se ¥ika Forneyho indexry kédu a hodnota degC = Zle v;, tedy mini-
malni vnéjsi stupenn mezi vSemi generujicimi maticemi, se nazyva stupen konvolu¢niho
kédu C.
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Je-li G generujici matice konvolu¢éniho kédu C s parametry (c, k), pak zobrazeni K :
F((D))* — F((D))¢ dané podminkou K (u) = uG nazveme konvolucni kddovaé a dvojici
(K, Q) fyzicky konvolucni kddovac.

Pozorovani. Je-li (K,G) fyzicky konvolu¢ni kédovac pro G = (%) generujici matici
konvolu¢niho kédu C s parametry (¢, k) a u= Y, u;D' € F((D))*, pak
(1) K(F((D))*) =C a K je prosté linearni zobrazent,

(2) vi) =S v Di = 3 u®2s pro v =37, v;D' = K(u).

V predchozim pozorovani jsme si uvédomili, ze fyzicky konvolucni kédovac¢ umime vzdy
vyjadrit jako jistou konecnou posloupnost soucttt konvoluci s realizovatelnou racionalni
funkci. Nésledujici znazornéni konvoluce obvodem nepfedstavuje jen formalni zapis re-
alizovatelné racionalni funkci pomoci schématu, nybrz ukazuje, jak konvolu¢ni kédovac
»fyzicky”realizovat pomoci elektrotechnického obvodu, do néjz vstupuje jistou frekvenci

posloupnost signaltt hodnoty w;, symbol @ predstavuje soucastku zpozdujici vystup
proti vstupu o jednu casovou jednotku a @ spolu ohodnocenim hrany znamena pricteni
nasobku hodnoty na vstupu.

T&N. Jestlize p = > " p;D',q = Y i@ D" € F[D], kde m > max(degp,degq),
spliiuji predpoklady (2) (a tedy qo = 1), pak pro u = "o u;D’ € F((D)) a v =

>is, viD' = u-E nésledujici schéma znamena, Ze je konvoluce u - 2 realizovina obvodem:

Za Sablonu obvodu dékuji Adamu Klepdcovi.

Poznamenejme, Ze ohodnoceni hrany nulou se obvykle znazornuje vypusténim hrany
predstavujici vodié (a pFislusny ¢ita¢ tak mizeme rovnéz vypustit) a ohodnoceni hodnotou
1 se vynechava. Pro spolecné vstupy navic budeme casto shodné ¢asti obvodi spojovat
do jednoho schématu.

Priklad 9.4. Uvazime fyzicky konvoluéni kédova¢ (K,G) pro generujici matici G =
(1+D?* 14 D+ D?) € Fo[D]**2. Pro vstup u = >, ;D" € F5((D)) tak vyjadiime

K(u) =Y wD' (1+D* 14D+ D% = (> (u;+ui_2)D",> (u; +ui_y + ;) D).
Fyzicky konvolu¢ni kédovac jesté realizujme obvodem, v némz chybi ,zpétna vazba”diky
trividlnimu jmenovateli a naopak segment obsahujici vstup a zpozdovace je pro oba ob-

vody spole¢ny (jak by tomu opravdu bylo v ptipadé fyzikalni realizace):




10. KONVOLUCNT KODOVAC: OBVOD NEBO PREKLADAC?

Rozmyslime si, Ze konvolucni kodovac mizZeme pojmout jako jisty typ prekladace, ktery
ndm diky znalosti hodnoty a stavu systemu v daném casovém okamziku umozni algorit-
macky urcit nasledujici hodnoty a stavy. Vedle toho nahlédneme, jak nase pojem fyzického
konvolucniho kodovace souvisi s jeho algoritmickym pojetim.

Definice. Pro n,k,m € N, k < n, z € Z uvazime ¢tvefici matic P € F™*™, € Fkxm,
R € Fm™x" S € F**" uréujicich zobrazeni

§:F" xFF¥ - F™ X:F" xFF > F»
d(s,u) =sP+u@, A(s,u)=sR+uS.
Jestlize u = Y ... u;D" € F((D))" polozme s, = 0 € F™ a déle pro viechna i > z
Sit1 = 5(Si7 ui>7 - A(Sh ul Z Vle
1>z

Je-li zobrazeni K prosté, potom trojici (K, d, ) nazveme abstraktni konvolucéni kodovac
s prechodovou funkci 0, vystupni funkci A, parametry (n, k, m) a stavovym prostorem F™.

Priklad 10.1. Oznacime v obvodu z Piikladu[9.4 o; a 0;_; hodnoty po prvnim a druhém

pouziti zpozdovace @ v Case i (tedy v okamziku, kdy mame na vstupu hodnotu u;) a
dvojici téchto hodnot oznacime jako stav s; = (0, 0;_1):

Potom Sit1 = (Ui+170i> = (ui,ui_l) = SZ'P + uiQ a
Vi = (U + Wig, Ui + Uim1 + uim0) = (0521, 05 + 0i21) + (w5, u;) = s, R+ w; S

. 0 1 0 1
promatlceP—( >,Q (1 O),R: 11

kédovac K zpopsat jako abstraktni konvoluéni kédovaé (K, d, A) s parametry (2, 1, 2),
kde 6(s,u) =sP +uQ a A(s,u) = sR + us.

Poznamka 10.2. Necht pro m € N, p = " p;D" # 0, ¢ = 1+ >", ¢;D" a mame
zobrazeni K : F((D)) — F((D)) urcené konvoluci K (u) = u- 2, tedy (K, (£)) je fyzicky
konvoluéni kédovag. Zobrazeni 6 : F™ x F! — F™ a X : F™ x F! — F! predpisy

,S = (1 1), proto lze konvoluéni

-0
<y . I
o(s,t) = (t — s s gmy = g. m-l +u-(1,0,...,0
w0=(t-3 g =s | ( )
—Qm 0 ... 0
P1 — Poq1
A(s p0t+z — Poqj) S(]): . + u - po.
Pm — Podm
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Potom je (K, 6, \) abstraktni konvolu¢ni kédovag.

Diikaz. Prou = Zizz u; D" polozme s, = 0, s;11 = §(s;,u;) a v; = A(s;, u;) pro kazdé i >
. . 1 ; -1/ v

2. Definujeme-li o; = sl(»Jr)1 ao = Zz’zz 0; D" pak vidime, Ze s;11 = (04,041, -, 0i—m+1),

proto o; = u; — Z;”Zl ¢joi—j a tudiz u; = o; + 27;1 ¢;joi—j. Nyni snadno spocitame

konvoluce o - q a o - p:

o-q= Z(O’Z + ZO};ij)Di = Zule = u,
j=1

1>z 1>z

o-p=3 3 0ip)D = (polui =D 0ija;) + > _pys)D' =
j=1 J=1

i>z j=0 >z

=Y (pows + Y (p; — pogy)sy ) D' = v.
j=1

1>z

Odtud dostévame, Ze » = o = ¢, a proto v = uf a K(u) = v. d

Véta 10.3. Abstraktni konvolu¢ni kédovac lze realizovat jako fyzicky konvolucéni kédovac
a naopak.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze (K, 9, A) je abstraktni konvoluéni s parametry (c, k, m) kédo-
va¢ dany maticemi P, Q, R, S, tedy s;;1 = s;P+u;Q av; =s;R+w;S prou = Zz'zz u; D’
viechna i > z a's, = 0. Polozime-li s = >~ s;Diav= Diss v, D?, pak

D7 ls = Z sZ-HDi = Z s;D'P + Z w,D'Q = sP + uQ@.
1>z 1>z 1>z
To snadno upravime na u@Q = sD~Y(I,, — DP), proto s = uQ(I,, — DP)~'D, kde snadno
spocitdme, ze (I, — DP)™' =37, P'D" je dobfe definovand mocninné fada, a proto je
i realizovatelna. Navic

v=> viD'=>"sD'R+Y wD'S =sR+uS=uS+Q(I,—DP)"'DR),

1>z 1>z 1>z

odkud plyne, ze G = DQ(I,,— DP)'*R+S € F(D)NF[[D]]. To znamena, ze K (u) = uG,
a protoze je K podle definice prosté, je G generujici matice konvolu¢niho kédu a tudiz
tvori dvojice (K, G) fyzicky konvoluéni kédovac.

Nyni predpokladejme, ze G = (%)zj € (F(D) N F[[D]])**¢ je generujici matice ve
znadeni pro niz K(u) = uG. Oznafime v; = max(deg(py1), ..., deg(pi), deg(q;)),

v =Y, v = extdeg(G), koeficienty polynomtt p;; = Y0 (pij)sD* a g; = Y v (¢:)s D*
a definujeme matice

_(QZ)l Pl 01/1><V2 LR OI/1><Vk
Pi — (q ) Il/i—l e ]Fl/ixui’ P — OI/QXVl P2 s OVQXVk E ]FVXV7
—\4i)v;—1 . . .
_(qZ)Vz O st 0 Ol/le/l Olllelg s Pk
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el/1 01><l/2 cee leuk

e, =(1,0,...,00 €%, Q= I S
Ol><Vl 01><l/2 L el/;C
Ry
(pil)l - (]%;1)0(%)1 . (pm)l - (Pm)o(q@')l R
2
R; = (pi1)2 - (2%1)0(61@')2 e (pm)z - (Pm)o(%')z c F“*¢. R — ' c Fvxe
(pil)ui - (pﬂ)O(Qi)w cee (pm)ui - (pm)o(%)w R
k
(pu)o e (Pln)o
asS= (P2r)o - (Pan)o € F**¢. Nyni diky [10.2| s pouzitim definice nasobeni matic
(pm)o e (pim)o
dostéavame, ze (K, 9, A) je pro d(s, u) = sP+u@) a A(s, u) = sR+uS abstraktni konvolu¢ni
kédovad. O

Disledek 10.4. Je-li (K, d, \) abstraktni konvolu¢ni kédovaé s parametry (c, k,m), pak
pro vSechna u € F((D)) plati, ze

(1) K je linedrni zobrazeni nad télesem F a K (uD) = K(u)D,

(2) pokud k =1, pak K(u) = uK(1).

Poznamenejme, Ze vlastnost K(uD) = K(u)D z bodu (1) se obvykle nazyvéa casovd
invariance a hodnota K(1) odezva kédovace K. Linedrni ¢asové invariantni zobrazeni
dana odezvou, jiz bychom mohli zavést i pro vyssi dimenze, predstavuji ptvodni tech-
nicky pristup k myslence konvolu¢niho kédovace a zde ho déale nebudeme rozvijet, jen
poznamenejme, Ze lze za jistého (netechnického) predpokladu spojitosti dokazat, Ze jde
koncept ekvivalentni nasemu pojmu kodovace.

Priklad 10.5. (1) Aplikujme dikaz na abstraktni konvolu¢ni kédovaé K z s

maticemi
0 1 01
Pz(o 0),@:(1 o),g:(l 1),5:(1 .

Potom G =D -Q-(I,— DP)'-R+ S =
-1
=D (1 0) (1 _D) (O 1>+(1 1)=(1+D?* 14+ D+ D?).

0 1 11
Tedy G = G z
1 1+D

(2) Pro generujic matici G = (1+D+D2 1+D+D2) nad Fy vidime, Ze extdegG = 2 a
pomoci ditkazu predchozi véty spocitame matice urcujici abstraktni konvoluc¢ni kédovac
pro fyzicky kédovaé¢ K (u) = uG:

11 0—-1-1 1—-1-1 10
P= (1 0)’Q_(1 0),R= (0—1~1 0—1'1) N (1 1)’5_(1 1)
a snadno znazornime obvod popisujici dany fyzicky konvolu¢ni kédovac:
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,<1> e

3 K3

1 1+D+D* 1+D* 1+D
0 1+D+D* D? 1
extdeg G = 2+2 = 4 a opét z diikazu predchozi véty spocitame matice urcujici abstraktni
konvoluéni kédovaé pro fyzicky kédovaé K (u) = uG:

(01 (P 0\
Pi_(() 0) proto P_(O Pz)_

fes O _(1 000\, |0
Q‘<o 61)_(00 10)3_ 0
0

(4) Pro generujici matici G = (

(3) Pro polynomialni matici G = nad [Fy uré¢ime

o O oo
o= OO

—_ = =

D* 1+ D
1 0 1 D
lu¢éniho kédu jako v (2) opét spocitame extdeg G = 241 = 3 a matice uréujici abstraktni
konvoluéni kédovaé pro K (u) = uG:

010 0101
15:000,@:(38?)1%:0110,5:6515).
000 0001

11. POLYNOMIALNI GENERUJiCI MATICE

> nad Fy téhoZ konvo-

V této sekci se budeme vénovat hledani popisu minimadlnich kodovdni konvolucniho kodu
pomoct jistych algebraickiych vlastnosti generujici matice. Polynomidlni generujici matici
daného kodu, kterd bude disponovat témito vlastnostmi a které budeme Tikat kanonicka
matice. Odpovidajici fyzicky i abstrakini konvolucni kodovac, budeme navic s to efektivné
zkonstruovat.

V nésledujicim bude F znacit konecné téleso a k a ¢ prirozena cisla.

T&N. Necht A € F[D]*¢ C, M € F[D]**¢. Rekneme, Ze je matice A unimoduldrni,
pokud JA™! € F[D]*¢. Jsou-li L € F[D]*** a P € F[D]*¢ unimodularni a M =

61 0 0 0 0
0 0 0 8 8 pro monické nebo nulové polynomy §; € F[D] spliujici
0 0 ... 6 0 0
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podminku 6;|0;1 pro vechna i =1,... k — 1, pak C' = LM P nazveme Smithiv rozklad
matice C' a M je Smithova normdlni forma (SNF) matice C.

Pozorovani. Je-li A € F[D]**¢ a p € F[D], pak
(1) A je unimodularni < det A € F*,
(2) elementérni matice pficteni p nasobku fadku k jinému je unimodulérni,
(3) jsou-li a,b € F[D] nesoudélné, a proto existuje u,v € F[D], pro néz ua + bv = 1,

. ) v . _—
je matice ) unimodularni.

a
b

Diikaz nésledujiciho tvrzeni, ktery je zalozen na myslence Gaussovy eliminace nad okru-
hem polynomi s vyuzitim Eukleidova algoritmu a Bezoutovych koeficientti, vynechame.

Fakt 11.1. Polynomialni matice ma néjaky Smithtiv rozklad a jeji SNF je urcen jedno-
znacné.

Ttebaze nebudeme forméalné popisovat algoritmus hledani SNF, zkusime ho v jedno-
duchych prikladech pomoci Pozorovani najit:

1+D —-D 1-D D
D 1-D -D 1+D)’
tedy se jednd o unimodularni matici s determinantem det A = 1. Potom SNF matice C'
je Iy a jeji Smithtuv rozklad je napiiklad tvaru A=A I - I, =1 - I - A.
2 3 2
(2) Hleddme Smithiv rozklad matice G = 114__’_% }igg liig
prve prehodime dva fadky a (1 + D) nasobek nového prvniho fadku pfi¢teme k druhému
a poté upravujeme pomoci sloupcovych tprav:

GN(1+D 1+ D? 1+D>N(1+D 0 0 )N(1+D 0 %

Piiklad 11.2. (1) Pro A = ( € F[D]**? je A™! =

nad Fs. Nej-

0 D+D? 1+D 0 1+D D+ D? 0 1+D 0

Snadno zaznamendme inverzni Gpravy k provedenym fadkovym a sloupcovym tpravam

do matic
I 0 1\ 1 0\ (1+D 1
~\1 0 1+D 1) 1 0/’
1 0 0 11 1+D 1 00 1 1+D 1
=01 DpD)-{01 0O |-{0O01}=(0 D 1]/,
0 0 1 00 1 010 0 1 0
pro néz dostavame Smithtv rozklad
G_(Hi)?_C+D 0 0).31}D1
1 0 0 1+D 0 0 1 0
g1
V néasledujicim uvazujme G = [...| € F[D]**¢ pro g = (gi1,---,9m) € F[D]°
8k
generujici matici konvoluéniho kédu C, tedy matici hodnosti k, kde v; = degg; =

maX(deg Gils - -+ deg glc)
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T&N. Vnitini stupen matice G je hodnota
intdeg G = max{degdet(H) | H € F[D]*** vznikne vypusténim ¢ — & sloupcii z G}.

Pro G € F[D]**¢ plati, 7e G ~ G, pokud existuje T' € F(D)*** invertibilni, pro kterou
TG = G. Rekneme, Ze generujici matice G je zdkladni, pokud

intdeg G = min{intdeg G | G € F[D]***,G ~ G}.

Pozorovani. Je-li T € F[D]*** a det(T) # 0, pak
(1) intdeg G < intdeg T'G, protoZe intdeg TG = deg det(T') + intdeg GG, proto
(2) intdeg G = intdeg TG < degdet(T) = 0 < T je unimodularni,
m,
(3) intdeg G < extdeg G, protoZe existuje podmatice M = | ... | € F[D]*** slozen4
mg
ze sloupct matice G, pro niz intdeg G = deg det(M) =

= deg Z sgnJHm < gréaok( Zdegm ) < Z v; = extdeg G.

€Sk

Nasledujici charakterizace je uzitecna pro konstrukce zakladnich matici.

Poznamka 11.3. Nasledujici je pro matici G ekvivalentni:

(1) G je zédkladni,

(2) SNF matice G je tvaru (I | 0),

(3) G 1ze doplnit ¢ — k polynomidlnimi fadky na unimodularni matici,
(4) IR € F[D]***, pro niz GR = I,,.

Diikaz. (1) = (2) Necht G = L(S|0)R je Smithiv rozklad, kde S = Diag(éy,...,0x) €
F[D]*** je diagonalni ¢tvercova matice. Potom G = LSR; pro matici Ry, ktera Vznlkne
z R vypusténim poslednich ¢ — k ¥adku, a proto podle Pozorovani (1) plati, ze

intdeg G = deg(det(LS)) + intdeg Ry = degdet L + degdet S + intdeg R;.

Protoze je G zékladni a G ~ R, dostavame, ze degdet L = degdet S = 0, coz znamena,
7e 0; = 1 pro vSechna i = 1,..., k, nebot je matice S hodnosti k.
(2) = (3) Podle predpokladu existuji matice L € F[D]*** R, € F[D]*" a R, €

R G L 0 R
(c—k)xc Xy — 1 S 4 > — 1y s
F[D] , pronéz G = L(I; | 0) <R2>. Nyni vidime, ze (Rg) <O Ic—k) (Rg) je

unimodulérni matice.
(3) = (4) Je-li C € F[D]“"®*¢ matice, pro niz je (g) unimodularni, pak existuji

matice H, € F[D]*** a H, € F[D]**(“"%pro které plati, Ze (

GH, = I.
(4) = (1) Necht GR = I}, pro néjakou matici R € F[D]|***. Zvolme T' € F(D)*** pro
kterou TG € F[D]**¢. Potom i T' = TGR € F[D]**¢ a proto podle Pozorovani (1) plati,

ze intdeg G < intdeg T'G, proto je G zékladni. O
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T&N. Rekneme, ze G je redukovand, pokud
extdeg G = min{extdeg TG | T € F[D]*** je unimodularni}.

Oznacime-li g;; koeficient termu D" polynomu ggj ) v G, pak G = (7i;)ij € F¥*" se nazyva
matice nejuyssich koeficientii.

Poznamka 11.4. Nasledujici je pro matici G ekvivalentni:

(1) G je redukovana,
(2) rank G = F,
(3) intdeg G = extdeg G.

Diikaz. (1) = (2) Tvrzeni dokédZzeme nepfimo a budeme predpokladat, ze rank G < k, coz
znamena, 7e existuje vektor nenulovy y € F*, pro ktery yG = 0. Bez tjmy na obecnosti
miizeme predpokladat, ze v; < vy < --- < 1, zvolime s < k nejvétsi takové, ze y(s) # 0
a definujeme polynom g, = ijl yW DVs~Vig: Protoze maji viechny séitance stupen
pravé v, a koeficienty termu D*s polynomialniho vektoru g, se vynuluji, dostavame, ze
deg g, < vs. Vytvorime-li nyni matici 7" z jednotkové matice stupné k tak, ze nahradime
jeji s-ty fadek fadkem (yMDvs— y@pvs—rve gy pvsmre 0 0) | plati, Ze detT =
y®) € F* a tudiz jde o unimoduldrni matici. Protoze matice TG vznikne z G préavé
nahrazenim s-tého radku vektorem g, vidime, ze

k
extdeg TG = deg g, + Z v < Z v; = extdeg G,
j#s =1
proto matice G neni redukovana.

(2) = (3) Protoze rank G = k, existuje ¢tvercova matice M € F[D]*** vznikld vypu-
Sténim vhodnych n — k sloupci G tak, aby platilo, Ze det M # 0 pro matici M, kterd
vznikne z matice G vypusténim tychz sloupcti jako u matice M. Protoze

intdeg M < extdeg M < extdeg GG

a det M je nenulovy koeficient u D% & vidime, ze
extdeg G < intdeg M < intdeg G,

tudiz extdeg G = intdeg G.
(3) = (1) Pro kazdou unimodularni matici T' plati, Ze intdeg G = intdeg T'G diky
Pozorovani (2), proto

extdeg G = intdeg G = intdeg T'G < extdeg T'G,
odkud uz podle definice plyne, Ze je G je redukovana. U
Definice. Rekneme, Zze G je kanonickd, je-li zékladni a redukovana.

Véta 11.5. Generujici matice G konvolu¢niho kédu C je kanonicka pravé tehdy, kdyz
extdeg G = degC.

Diikaz. Zvolme dvé takové polynomialni matice G, G', Ze G je nejmensiho mozného vni-
tfniho stupné spliujici G ~ G a G’ je nejmensiho mozného vnéjsiho stupné spliujici
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G~ G. Poznamenejme, ze diky miizeme vzit matici minimalniho vnéjsiho stupné
polynomidlni, proto extdeg G’ = degC. Protoze podle Pozorovani (3)

intdeg G’ < extdeg G’ = degC,

plyne z minimality volby intdeg G, Ze rovnéz intdegé < degC. Protoze existuje unimo-
dularni matice T € F[D]*** pro niz ma matice T'G nejmensi mozny vnéjsi stupen, tedy
se jedné o redukovanou matici , plati diky Pozorovéni (2), ze

intdeg TG = intdegé < degC < extdeg TG.

Protoze je TG redukovana, diky plati, Ze intdeg T’ G = extdeg TG = deg C. Protoze
je T unimodularni

deg C = intdeg TG = intdeg@ < intdeg G < extdeg G.

Odtud vidime, ze degC = extdeg GG, pravé kdyz jsou vsude v predchozi nerovnosti rov-
nosti. Nyni si staci vSimnout, ze degC = intdeg GG, pravé kdyz je G zakladni primo z
definice a intdeg G = extdeg GG, praveé kdyz je G redukovana podle [11.4] U

Priklad 11.6. (1) Matice G = (D 1+ D?) m4 SNF tvaru (1 0), nebot D a 1+ D?

jsou nesoudélné, proto je G podle zékladni. Déle G = (O 1), proto je GG podle
redukovand, tudiz je kanonicka.

(2) Ctvercova matice je zékladni, pravé kdy? je unimodularni.

Ctvercova matice G je kanonicka, pravé kdyz je G unimodularni a extdeg G = intdeg G,
coz nastava pravé tehdy, kdyz G € F¥** je regularni.

O stupni konvolu¢niho kédu (a tedy vnéjsim i vnitFnim stupni kazdé jeho kanonické ge-
nerujici matice) se d dale dokazat, Ze se rovna dimenzi takzvaného prostoru abstraktnich
stavii, kterd je nejmensi moznou dimenzi stavového prostoru pro jakoukoli jeho realizaci
abstraktnim konvolu¢nim kédovacem.

To znamena, Ze stavovy prostor abstraktniho konvolu¢niho kédovace, ktery sestrojime
pomoci kanonické matice a Véty nabyva minimalni mozné dimenze.

12. VITERBIHO DEKODOVANT

Na zaver nabidneme dvé tésné souvisejici prezentace abstraktniho konvolucniho ko-
dovace pomoci multigrafi. Postupné prochdzeni jejich cest po wvrstvach odpovidajicim
jednotlivym casovym okamZzZikim kodovdni ndm poskytne velmi prirozeny a efektivni de-
kodovact algoritmus, ktery najde vstupni posloupnost s nejuyssi pravdépodobnosti podmi-
nénou predpokladem prijeti konkrétni chybové posloupnosti, tedy tu, jejiz zakodovdni je v
Hammingové metrice nejblize prijate posloupnosti.

V celé kapitole uvazujeme abstraktni konvoluéni kédovaé (K, d, ) se stavovym prosto-
rem S = F™ a konvoluénim kédovadem K : F((D))* — F((D))¢. Dale ozna¢me q = |F|,
tedy F = F,.

T&N. Multigrafem konvolucéniho kodovace (K, J, \) budeme rozumét orientovany ohod-
noceny multigraf (coZ je pfimocaré zobecnéni pojmu graf pfipoustéjici vice hran mezi
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stejnymi vrcholy) s vrcholy danymi mnozinou S, jehoZ ohodnocené hrany jsou pravé
tvaru

d(s,u)

Y

pro vSechna s € S a u € F*.

MriZovi (trellis diagram) konvolu¢niho kédovace (K0, \) je nekoneény ohodnoceny
orientovany multigraf s vrcholy {(0,0)} U S x N, jehoZ ohodnocené hrany jsou pravé
tvaru

u/A(s,u)

\d

S,j

d(s, 1), j+1

)

pokud do vrcholu (s, j) vede néjakd hrana nebo (s,7) = (0,0). Je-li j > 0, pak se Gplny
podgraf miiZzovi sestavajici z hran zacinajicich ve vrcholech (s,7) pro libovolné s € S
nazyva j-tou vrstvou miiZovi.

Priklad 12.1. Konvolu¢ni kédovac z Prikladi a[10.5(1), kde pro S = F3 mame

M&@Zﬂ(gé>+uu mziM&wzs(?i)+uu 1),

popiseme nasledujicim multigrafem

/00
00
0/01

.
10 01

1/10 0/10
11
U101

1/11 0/11

Priklad 12.2. Pro konvolué¢ni kédovac z predchoziho prikladu méame j-tou vrstvu miizovi

pro kazdé j > 1 ve tvaru
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0,/00

00,;

00,;+1

01,

0]- vj+1

10,; 10,j+1

1/01

11,; >11,j+1

Nyni zakédujme polynom u = D+ D? a obdrzime v = K (u) = u(1+D? 1+ D+ D?) =

= (D+D?*+D*+ D* D+ D*) ~ 00D° + 11D" + 10D? + 10D? + 11D*,

které reprezentuje posloupnost (00,11, 10,10, 11). P¥ijmeme-li posloupnost s dvéma bito-
vymi chybami y = (00, 11,11, 00, 11), kterd odpovida polynomu

y=00D°+11D' +11D* + 00D? + 11D*,

snazime se ji aproximovat ,nejblizsi” ohodnocenou cestou v mfizovi tj. hledadme takové
u, aby Ply | K ()] byla minimalni, tj. aby byl minimélni soucet > d(y;, K(u);):

0/00
001 005 ‘ 002 ‘
00,0 >[ 00,1 > 00,2 >[00,3 >[ 00,4 > 00,5

01,3 ‘ 01,4 01,5
<2
10,3 W 10,4 105

11,2 > 11,3 > 11,4 > 11,5

Zapiseme si do grafu soucet vzdalenosti prijaté dvojice bitt a dvojici z kédové posloup-
nosti, coz je myslenka dekodovaciho algoritmu, ktery nasledné popiseme. V kazdém stavu
v kazdé vrstvé vybereme ty hrany, které prodluzuji dosavadni minimalni cestu, ktera do
tohoto stavu vede, tak, aby byla cesta opét miniméalni:

BiERERE

(2] [ee] [r] []




Ackoli do vrcholi v ¢ase 5 vedou tii cesty s vahou 2, vybereme tu, ktera kon¢i ve stavu
00, nebot ta reprezentuje polynom stupné 4, coz je parametr polynomu, o némz vime, Ze
ho mame prijmout, ostatni cesty totiz reprezentuji polynom vyssiho stupné a vyssi vahy.
Nadale bude znac¢it M = ({(0,0)} US x N, H), kde H pfedstavuje mnozinu hran,
miizovi konvolu¢niho kédovace (K, 4, A).
Pozorovani. Pro M plati, ze
(1) vrstva miizovi (K, J,A) je bipartitni ohodnoceny orientovany multigraf, ktery

obsahuje nejvyse |S| = [F;'| = ¢™ pocatecnich i koncovych vrcholi a nejvyse
S| - [Fy] = ¢"™** hran,
(2) orientované cesta hohihsy ... s ohodnocenim hrany h; tvaru u;/v; reprezentuje

kédovéni 7, o v;D' = K(3 ;50w D’).

T&N. Necht s € S, 1 € N, P = hy...hy € Pi(M), kde h; € H a P (M) znadi
mnozinu vSech orientovanych cest délky I. Oznacme i(P) pocatecni vrchol a t(P) kon-
covy vrchol. Pro y = Yy, D' € F[[D]] definujme hodnotu 1, (P) = S>'_ p,(h;), kde
ty(hi) = d(y:, A(s,u)) je Hammingova vzdélenost pro hranu h; tvaru

u/A(s,u)

d(s,u), i+1

S,

Konecné fekneme, ze je cesta P minimadlni pro y, pokud

py(P) = min{p, (Q) | Q@ € PiM) : i(Q) = i(P), {(Q) = t(P)}.
Nyni uz mame zavedeny vSechny nastroje, abychom mohli formalizovat postup dekd-
dovani z Piikladu 1221

VITERBIHO ALGORITMUS
Vstup: feN, ze S, yeFD]
Vystup: P € Pf(M) minimdlni cesta pro y, kde i(P) = (0,0) a t(P) = (z, f)

0. for j=0 to f & for all s € S poloz u(s,j):= o00;

1. u(0,0) :=0; P(0,0):= prazdna cesta;

2. for j=1 to f do

for he H & s € S spliiujici u(s,j—1) <oo & i(h)=(s,j—1) do
if py(h) 4+ p(s,j —1) < p(t(h)) then
{001 = P03 =)= )+t = 1)

3. return P(z,f)
Dekodovani
Pro piijatou (poskozenou) posloupnost slov, kterou interpretujeme jako polynom y =
Z;:& y; najdeme Viterbiho algoritmem orientovanou cestu P = hy...hs_; s hranou I,
ohodnocenou dvojici u;/v; proi = 1,..., f —1, které spliuje, Ze t(P) = (z, f) pro vhodny
stav z € S (ne nutné must jit o stav 0, otazkou volby vhodného stavu se zde oviem zabyvat

nebudeme). Hledany vzor u = sz;ol u;, ktery precteme z ohodnoceni hran nalezené cesty
P, minimalizuje vzdélenost Zf;ol d(y;,v;) pro polynom v = Z{;& v;, obsahujici prvnich
f ¢lentt mocninné fady K (u).
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Na zavér si rozmyslime, ze Viterbiho algoritmus skutecné najde v Hammingové smyslu
nejblizsi cestu (a nasledné dekédovani je tak ML-schématem).

Pozorovani. Necht [, € N, y € F[[D]], P € Py (M), Q € P.(M) ai(Q) = t(P).
(1) Pokud i(P) = (s, ), pak existuje § € S, pro které t(P) = (5,7 + (),

(2) py(PQ) = 1y (P) + 1y (Q),
(3) je-li PQ minimalni cesta pro y, pak P i () jsou minimalni cesty pro y.

Poznamka 12.3. Necht y € F[[D]], 1 € Na s € S. Ozna¢me pro kazdé z € S minimalni
cestu P, € P;(M) pro y spliujici i(P,) = (0,0) a t(P,) = (z,1), dale sefadme hy, ..., h, €
H vsSechny ohodnocené hrany spliiujici i(h;) = (s;j,l) pro né&jaké s; € S. Pokud i =
arg min; (py (Ps;) + py(h;)), pak je Py h; minimalni cesta pro y.

Diikaz. Vezméme cestu P € Pp1(M), ktera spliuje i(P) = (0,0) a t(P) = (s,l + 1).
Potom existuje j a cesta (Q € P (M), pro néz plati i(Q) = (0,0), t(Q) = (s;,1) a
P = Qh;. Z Pozorovani (2) potom plyne, ze

:uy(P) = ,uy(Q) + Ny(hj) > My(st) + Ny(hj> > /“'Ly(PS'L) + Uy(hi) = Iuy(PSihi)7
coz znamena, ze [i,(Ps, h;) je minimalni mozné a to jsme potiebovali dokazat. d

m+k)

Véta 12.4. Viterbiho algoritmus pracuje spravné v ¢ase O(fq operaci v Z.

Diikaz. Korektnost plyne z[12.3] a ¢asovy odhad dostavame aplikaci pozorovani o poc¢tu
vrchold a hran jedné vrstvy. U

Priklad 12.5. Pro konvoluéni kédova¢ z Piikladt a uvazujme pfijatou po-
sloupnost popsanou polynomem y = 11D° + 11D +10D? 4+ 01D3 +00D* + 01D%, o némz
predpokladédme, Ze vznikl (omezenym) poskozenim polynomu v stupné nejvyse 3 a bu-
deme Viterbiho algoritmem hledat polynom v = K (u) i ptivodni zpravu u tak, abychom
v Case 5 skoncili ve stavu 0. Za vyuziti budeme pribéh Viterbiho algoritmu zapisovat
do néasledujiciho multigrafu:

2 21 2

0 1

1
0

0
2f——
Vyznacena cesta odpovida kédovému polynomu

v=11D"+ 10D + 10D? + 11D* + 00D* + 00D°,
ktery je obrazem zdrojového polynomu u = 1D° + 1 D! +0D? + 0D3.
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