10 Burnside vam to spocita!

Zadani
Cviceni 24. a 25. dubna, verze ze dne 24. dubna 2024.

Cile cviceni: Pusobeni grupy na mnoziné, tedy napad, kdy si vSimneme pfirozeného homomor-
fismu vhodné grupy do grupy permutaci na néjaké mnoziné moznosti, nam umozni fesit jisty typ
kombinatorickych 1loh. Ty se naucime pocitat a zaroven si rozmyslime, co jsou a jak vypadaji
orbity tranzitivity daného pusobeni a koutkem oka mrkneme i na souvisejici a teoreticky velmi
uziteCny pojem stabilizatoru prvku.

[jlohy, které bychom urcité méli umét resit:

Uloha 10.1. Kolik ruznych naramku lze sestavit ze Sesti ¢ervenych a tii bilych koralki, pouzijeme-
li vzdy vsech devét? (Predpokladdme, ze mame k dispozici potfebné propriety jako snurku apod.
a 7Ze za stejny nahrdelnik povazujeme kazdé jeho otoceni i preklopeni.)

Uloha 10.2. Détsk4 stavebnice obsahuje 8 ¢ervenych a 8 modrych dilkt ve tvaru rovnostranného
trojuhelnika. Kolika zptusoby z nich lze sestavit velky rovnostranny trojihelnik o ¢tyrndasobné hrané

(a) az na otoceni,
(b) az na otoceni a prevraceni podél (nékteré) vysky?

Uloha 10.3. Pro kazdé n € N urcete, kolika zpusoby lze obarvit stény pravidelného Ctyisténu
n barvami (az na orotovani ¢tyfsténu). Predpokldadame, ze kazdou sténu barvime celistvé prave
jednou barvou (tedy zadné puntiky ¢i prouzky), ruzné stény mohou mit totozné barvy a neni nutné
pouzit barvy vsecky.

Uloha 10.4. Uvazujte pusobeni grupy G = S, na mnoziné {(a,b) : 1 < a,b < n}, pricemz
permutace 7w pusobi po slozkach, tj. 7((a,b)) = (w(a), 7 (b)).

(a) Kolik m4 toto pusobeni orbit a jak jsou velké?

(b) Jak vypadaji stabilizdtory G(i 1), resp. G(12) a jaky maji index?

A kdyby toho bylo malo, mame jesté:

Uloha 10.5. Anicka chce pro kazdého ze svych 506 facebookovych pratel vytvorit podobny (ale
ne stejny) odznacek, rozhodne se proto pro nasledujici ndvrh: rozdéli kruh na 12 stejnych vysedci a
kazdou vyse¢ obarvi. Kolik minimalné barev musi pouzit, aby splnila, co si predsevzala, predpoklé-
dame-li, ze dva odznacky jsou ruzné, nelze-li jeden ziskat z druhého pootocenim?

Uloha 10.6. Spocitejte, kolika zptisoby lze obarvit stény krychle (bez ohledu na jeji polohu) pomoci
n barev.

Uloha 10.7. Uvazujme pusobeni grupy As na mnoziné X = {1,2,3,4,5}3, kterézto pusobeni je
opét definovano po slozkach, tj. vztahem

m(k,l,m) = (nw(k),n(l), 7(m)) pro kazdé = € As.

Urcete pocet orbit tohoto puisobeni a néjakou mnozinu reprezentantu téchto orbit.



Uloha 10.8. Nechf n > k. Uvazujte pasobeni grupy S,, na mnoziné {(ay,...,az) | 1 < a; < n},
pricemz permutace 7 pusobi po slozkach. Dokazte, Ze pocet orbit je roven poétu ekvivalenci na
k-prvkové mnoziné.

Uloha 10.9. Ukazte, ze konjugaci lze interpretovat jako pusobeni grupy na jeji vlastni nosné
mnoziné, kde prvek g pusobi jako g(x) = gzg~'. Pro grupu S; vypiste orbity a pro kazdou orbitu

urcete stabilizator néjakého jejtho prvku.

Uloha 10.10. Uvazujte grupu G fadu p* pro p prvoéislo a k € N. Dokazte, ze existuje prvek a € G
ruzny od jednotky, ktery komutuje se vSemi ostatnimi prvky.

Uloha 10.11. Uvazujte pusobeni eukleidovské grupy E; na mnoziné R?.

(a) Ktera zobrazeni obsahuje podgrupa (Es), pro dany bod =7

(b) Urcete, které prvky patif do R2, kde g # id je (i) translace, (ii) rotace, (iii) reflexe.

Uloha 10.12. Pro kazdé n € N najdéte néjakou mnozinu X, C R? takovou, aby byla grupa
symetri{ ze Sym(X,,) izomorfni grupé Z, (tedy cyklickd fadu ).



	Burnside vám to spočítá!

