9 Izomorfismus — dobry sluha, ale zly pan

Resen{
Cviceni 17. a 18. dubna, verze ze dne 24. dubna 2024.

Cile cviceni: Cilem dnesniho cviceni je to, abychom si po jeho skonceni chapali, jak dobte a titulno
je na svété s izomorfismy. Ochocené izomorfismy nam pomohou s odhalovanim vsech generatoru
cyklickych grup. Naopak, invarianty izomorfismu, tedy vlastnosti grupy, které musi izomorfismus
zachovat, nam odhali i situaci, kde s laskyplnou pomoci izomorfismu poc¢itat nemuzeme. Nakonec
s uspéchem vyuzijeme dvojici ocho¢enych izomorfismu, které nam poskytuje ¢inska véta o zbytcich.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 9.1. Dokazte, ze jsou izomorfni grupy:

(a) (R,+,—,0) a (RT,-,71 1), kde R™ mnozina kladnych redlnych ¢isel,
(b) aditivni grupa Zg a multiplikativni grupa Z,
(c) soucin aditivnich grup Zs x Z, a multiplikativni grupa Zj.

Reseni. (a) Z analyzy si pfipomeneme si, ze exponencidla r — e" predstavuje rostouci spojité
zobrazeni R — R, tedy jde o bijekei, kterd pro kazdé r, s € R spliuje podminku e"™% = e" - €%, coz
znamend, Ze jde o izomorfismus grupy (R, +, —,0) na grupu (R, .71 1).

(b) Tentokrat nejprve najdeme generdtory obou cyklickych grup Zg a Z%, v prvnim piikladé si
vezmeme napiiklad generdtor 1. V druhém piipadé staci diky Lagrangeové vété otestovat, zda
druhd a tiet{ mocnina zvoleného prvek neni rovna jedné, najdeme napiiklad generdtor 3, nebot
32 =2+#1,3 =6 # 1). Nynf definujeme zobrazeni podobné jako v (a) piedpisem e(j) = 3.
Vidime, ze . . .

e(j + k) = 3Uth) mod6 _ gitk _ 353k — o(4). e(k) € Z2,
a protoze jde o prosté homomorfismus mezi dvéma grupami fadu 6, je e izomorfismus.
(c) Vidime, ze Z§ = {1,3,5,7}, nebot hodnoty Zs jsou invertibiln{, pravé kdyz jsou nesoudélné z
¢islem 8. Dale snadno spocitame, ze

3¥=5"=7"=1, 3.-5=7, 3-7=5, 5-7=3.

Definujeme-li bijekci f : Zg X Zy — Z§ naptiklad podminkami

f((0,0)) =1, f((0,1)) =3, f((1,0)) =5, f((1,1))=7,

snadnou diskusi ovérime, ze f(a + 5) = f(«) 4+ f(B) pro vSechny hodnoty a, f € Zy X Zs, tedy f
je izomorfismus a grupy Zs X Zy a Z§ jsou tudiz izomorfni.

Uloha 9.2. Ukaizte, ze nejsou izomorfni dvojice grup (a) Zg a S3, (b) ZaZ xZ, (¢c) QaQxQ.
Reseni. Tentokrat budeme hledat néjaky invariant, tedy vlastnost, kterou by izomorfismus musel
zachovat, ovSem spliiuje ji jen jedna z grup a druha nikoli.

(a) Grupy nemohou byt izomorfni, protoze grupa Zg je komutativni, zatimco grupa permutaci S3
komutativni neni.

(b) Tentokrat si viimneme, ze je grupa Z na rozdil od Z x Z cyklicka.



(c) Muzeme uvazit vlastnost, ze pro kazdé dva nenulové prvky ¢, 5 grupy Q existuji nenulova celd
u,v € Z, pro néz uy = v§ (staci polozit u = cb a v = ad), coz v grupé Q x Q napiiklad pro prvky
(1,0) a (0,1) urcité neplati.

Komu se nelibi dukaz pomoci invariantu, muze alternativné nahlédnout, Ze je prosty homomorfismus
¢ :Q — Q x Q urcen svou hodnotou ¢(1) = (r,s) a ze toto zobrazeni nemuze byt na.

Uloha 9.3. Rozhodnéte, zda jsou cyklické grupy (a) Ss, (b) As, (c) Z%,, (d) Z%,.
Reseni. (a) Grupa Ss neni ani komutativni (napifklad (12)(23) # (23)(12)), proto nemize byt
cyklicka, nebot vsechny cyklické grupy jsou abelovské.

(b) Grupa Aj je fadu 3, proto je jako kazdd grupa prvoéiselného fadu diky Lagrangeové véteé
cyklicka, kazdy nejednotkovy prvek totiz generuje cyklickou podgrupu fddu vétsiho nez jedna,
ktery musi byt uz roven radu celé grupy.

(c) Vyuzijeme algebraickou verzi ¢inské véty o zbytcich (véta 15.6), kterda nam fika, ze Zj, = ZixZj.
Snadno zjistime, ze grupy Z3, Z; jsou dvouprvkové jtedy cyklické, mame
ZTQgZSXZZgZQXZQ.

Protoze jsou vSechny prvky grupy Zs X Zy exponentu 2, grupa neni cyklicka, a proto cyklicka neni
ani ji izomorfni grupa Zj,.
(d) Opét vyuzijeme véta 15.6 spolu s vétou 16.7, ktera 11k, ze konecnd multiplikativni grupa télesa
je cyklickd, v nasem pripadé tedy, ze Z% = Zg a dostavame

ZLLEZ;XZ;%/Zl XZ@,%Z(;
tedy grupa Zj, je cyklicka grupa radu 6.
Uloha 9.4. Najdéte viechny genertory zadané cyklické grupy (a) Zi2, (b) Z1.
Reseni. (a) Hleddme prvky nosné mnoziny Zs, které jsou nesoudélné s dvandctkou, kterych je
pravé ¢(12) = 4 a snadno spocitame, ze se jedna o prvky 1,5,7,11.

(b) Grupa Z* je multiplikativni grupa kone¢ného télesa, tedy cyklickd grupa radu 6. Opét tedy
predem zname pocet generatoru, jichz je pravé ¢(6) = 2, a protoze podle Lagrangeovy véty jsou
jediné mozné tady prvku Z7 jen 1,2,3,6 a

32=2#41,3=6+#1 a 5*=4+#15°=6+#1
(u druhého prvky stacilo uvazit 5 = 371) a vidime, Ze mame dva generdtory 3,5 grupy Z:.

Uloha 9.5. Jaké jsou maximélni mozné fady prvki v grupéch (a) Zs, (b) Zy, (c) Z5,, (d) Z3,?
Zkuste néjaké takové prvky najit.

Reseni. (a) Zis je cyklickd grupa fadu 18, tedy obsahuje ¢(18) = 6 generdtorti, tedy prvki
maximalniho mozného fadu 18. Vime, ze je predstavuji pravé cisla nesoudélnd s 18, tedy prvky 1,
5,7, 11, 13, 17.

(b) Protoze je Zj, multiplikativni grupa kone¢ného télesa, je opét cyklickd, tedy prvkem ma-
ximalniho mozného tadu 28 je jakykoli generator, napiiklad prvek 2.

(c) Protoze diky vété 15.6 mdme Z5, = Zj x Zs = Zy X Zg, vidime, ze 6(a,b) = (6a,6b) = 0 pro
viechna (a,b) € Zy x Zg, tedy jsou vsechny prvky grup Zs X Zg i Z3, exponentu 6, tadu 6 jsou
potom, jak muzeme zkusmo zjistit prvky 5,17,2,19, 10, 11.

(d) Stejnou tvahou jako v (c) zjistime, ze vSechny prvky grupy Zj, = Z5 x Z35 X ZiX = Zy X Zy
jsou exponentu 4, z nichz pravé prvky 7,13, 23,17 € Zj, jsou fadu 4.



A na zaveér si dame jesté jeden divoky slalom mezi izomorfismy:

Uloha 9.6. Pro devitiprvkové téleso T = Zs[a]/(a® + 1) najdéte generator grupy T*. Kolik ma
tato grupa generatoru celkem?

Reseni. Vime, ze téleso T méa 9 prvki, tedy podle véty 16.7 je jeho multiplikativni grupa T*
cyklickd fadu 8 a ta m4 podle tvrzeni 16.4 pravé ¢(8) = 4 generdtori. Zkusmo zjistime, Ze (a+1)* =
(2a)? =2 # 1, tedy a + 1 je prvek fddu 8, tedy jeden z generdtoru.

Uloha 9.7. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni grupy:

(a) Zi a K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < S4
(b) GLs(Zs) a Ss,

() Z3y a Zis,
(d)* R a R2.

Reseni. (a) V dloze[9.1{(c) jsme si vsimli, ze Z§ 2 Zy x Z,. Podobné ukézeme o bijekci g : Zy X Zy —
K definované

9((0,0)) =id, ¢((0,1)) = (12)(34), ¢((1,0)) = (13)(24), ¢((1,1)) = (14)(23),

ze jde o homomorfismus. Protoze jsou obé grupy komutativni a pro kazdé o plati, ze

9((0,0) + ) =idog(a),  gla+a)=g((0,0,)) = id = g(a) o g(a),
staci uvazit, ze
9((0,1) + (1,0)) = g((1,1)) = (14)(23) = (12)(34) o (13)(24) = ¢((0, 1)) + g((1,0)
9((0,1) + (1,1)) = g((1,0)) = (13)(24) = (12)(34) o (14)(23) = ((0, 1)) + g((1, 1)
9((1,0) + (1,1)) = g((0,1)) = (12)(34) = (13)(24) o (14)(23) = ¢((1,0)) + g((1, 1)

abychom zjistili, ze je g izomorfismus. Relace ,,byt izomorfni”je tranzitivni, proto Z§ = K

),
)7
),

(b) Protoze GLy(Zsy) permutuje mnozinu nenulovych vektori vektorového prostoru Z3, které jsou
pravé 3, jsou grupy izomorfni, pokud bychom oznagcili bijekci b : {1,2,3} — Z2\ {(0,0)}, pak je
zobrazeni 1) : GLg(Zy) — S3 dané vztahem o (f) = b~! fb dosvédcujicicm izomorfismem.

(¢) Diky tvrzen{ 15.6 a[9.1jc) mdme
Z;4gZ§XZ§gZ2XZQXZ2,

coz je grupa jejiz vSechny prvky jsou exponentu 2, tedy vSechny nejednotkové prvky jsou radu 2.
Opét pomoci tvrzeni 15.6 a véty 16.7 dostavame izomorfismy

Z’{5%Z’§XZ§%Z2><Z4,

coz je grupa, ktera obsahuje prvek fadu 4, a proto grupy Z3, a Zj; nejsou izomorfni.

(d) Uvédomime-li si s pomoci Zornova lemmatu, Ze maximalni linedrné nezavislé podmnoziny ra-
ciondlnich vektorovych prostorti R i R? predstavuji bdze a maji stejnou mohutnost, mizeme bijekci
mezi bazemi rozsitit na linedrni izomorfismus vektorovych prostoru nad Q, coz je jisté také izomor-
fismus komutativnich grup.

Uloha 9.8. Napiste viechny podgrupy grupy (a) Z, (b) Zs, (¢) Zis, (d) Z*,. Jak jsou podgrupy
usporadany inkluzi?



Reseni. (a) Podgrupy grupy Z jsou praveé idealy okruhu celych éfsel, o némz jsme dokazali, Ze jde
o obor hlavnich idedalt, tedy mnoziny nasobku (k) = kZ pro k € NU {0}.

(b) T tentokrat staci uvazit cyklické podgrupy kZis = (k) pro k, které deli 18

(c) Protoze je 23 prvocislo je okruh Zss télesem a jeho multiplikativni grupa Z3, je cyklicka radu
22, a proto izomorfni aditivni cyklické grupé Zsy. To znamena, ze méa grupa Zj3, kromeé trivialnich
podgrup pravé jednu cyklickou podgrupu fadu 2 a jednu cyklickou podgrupu fadu 11. Okamzité
vidime, ze (22) = (—1) je podgrupa Fadu 2, a protoze napiiklad 2 je v Zi; prvek fddu 11, vidime,
ze

{1} € (2),(22) C Z33
jsou vSechny podgrupy grupy Zj,.

(d) Stejné jako v (c) nahlédneme, ze je grupa Z3, cyklickd fddu 16. Snadno spocitdme, ze 3% = 9* =
13% = (—4)? = —1 = 16 tedy 3 je generdtor grupy Z}., tudiz

{1} € (16) € (13) € (9) € (3) = 74
jsou vSechny podgrupy grupy Zj,

Uloha 9.9. Rozlozte grupy (a) Zis, (b) Ziy, (¢) Z3,, (d) Z%, z tlohy na direktni soucin co
nejvice netrivialnich cyklickych grup

Reseni. Vyuzijeme algebraickou verzi ¢inské véty o zbyteich (véta 15.6) pro multiplikativni grupy
okruhu Z,, a véty 16.7, ktera ikd, Ze multiplikativni grupa télesa Z, pro prvocislo p je cyklickd,
tedy izomorfni aditivni grupé Z,_;.

(a) napt. (2) x (9) ~ Zg X Zs

(b) napt. (12) x (16) ~ Zy X Z7

(c) napt. (8) x (13) x (16) ~ Zy X Zy X Z3
(d) napt. (21) x (25) ~ Zy X Zy

Uloha 9.107 Ukazte, ze D1y >~ S3 X Zso.

Reseni. Nejprve nahlédneme, ze je kazda symetrie Sestithelnika jednoznaéné uréena permutaci jeho

ti{ ihlopticek a znaménkem permutace jeho vrcholt, tedy zobrazenim ¢(s) = (permutace os, sgn(permutace -
Rozmyslime si po slozkach, Ze jde o homomorfismus. Pokud je symetrie s vysledkem slozeni dvou sy-

metrif $1, S2, tj. § = s9051, z nichz kazda permutuje thlopticky odpovidajici permutaci m; (i = 1, 2),

pak jejich slozeni permutuje thlopticky permutaci m o m;. Podobné i pro permutace vrcholu a je-

likoz sgn je grupovy homomorfismus, ziskavame slucitelnost zobrazeni ¢ i v druhé slozce. Celkem

mame ¢(s2 0 51) = p(s2)@(s1). Navic je ¢ na a tedy i prosté, jelikoz jde o koneéné mnoziny stejné
velikosti. Tedy jadrem ¢ je pouze identita (toto si lze rozmyslet i naopak, nebot pro zadanou per-

mutaci os jsou dvé riuzné symetrie: v pripadé trojcyklu bud rotaci o km/3, nebo o (k + 3)7/3, v

pripadé dvojcyklu reflexe kolem os tihlu mezi permutovanymi thloptickami.

Uloha 9.11. Nasledujici zcasti vyplnéné tabulky zadavaji binarni grupovou operaci e, tj. v buice
prislusné radku x a sloupci y se nachazi x e y. Doplite zbytek tabulky.

ela|blcl|d
e alb a b
(a) a b (by bld|c
b c
d




Reseni. (a) Z informace, Ze a @ b = b plyne, Ze a musi byt neutrdlni prvek operace, tedy nejprve
dostavame hodnoty prvniho fadku a sloupce a protoze prvek b musi mit v grupé inverzni prvek,
doplnime tabulku jedinym moznym zpiisobem:

e|al|b e|alb elalb
a b — a — alalb
b b blb

(b) I v druhém piipadé nejprve odhalime neutralni prvek, protoze aed = b a be a = d nemuze jim
byt zadny z prvku a, b, d a zbyva tak jediny kandidat c. Dale snadno uvazime, ze b e d musi mit
posledni nepouzitou hodnotu na radku, tedy hodnotu a. Rovnéz vime, ze b @ d musi mit posledni
nepouzitou hodnotu v sloupci, tedy bed = a a ded = c. Protoze b=! = b # a, mame a~! # b, tedy
a e b # c, kde vime, ze ¢ je neutralni prvek, tudiz zbyva jen a ¢ b = d. Nakonec uz jen doplnime
hodnoty tak, abychom v kazdém radky i sloupci s vysledky operace méli kazdou hodnotu prave
jednou:

elalblc|d ela|blc|d ela|b|cl|d ela|b|cl|d
a b a b a alb a dlal|b
bld|c — bld|c — bldlc|b — bld|c|bla
c c clalblc|d clalbleld
d d d d d d|c

Uloha 9.12. Rozhodnéte, zda existuje unarni operace ’ a prvek e takové, aby nésledujici ¢tvefice
byly grupami:

(b) (Z>_?,>€)a
(c) (Q\{0},%,",e), kde axb=la-b|.

Reseni. (a) Ano, neutrdlni prvek vzhledem k ndsobeni je e = 1 a operace inverzniho prvku je

zobrazeni a’ = %

(b) Protoze operace minus neni asociativni (napiiklad (0 — 1) — 1 # 0 — (1 — 1)), nemuze jit o
grupovou bindrni operaci, proto vhodnd operace ' a prvek e neexistuji.

(c) Ne, protoze pokud by existoval neutralni prvek a, dostali bychom pro libovolné zaporné a, ze
0>a=axe=|a-e| > 0. tedy spor.
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