
7 Z pralesa těles do oceánu grup

Zadáńı
Cvičeńı 3. a 4. dubna, verze ze dne 18. dubna 2024.

Ćıle cvičeńı: Dnes si uvědomı́me, že kořenová a rozkladová nadtělesa můžeme hledat nejen po-
moćı faktorizace, nýbrž i jako podtělesa vhodných větš́ıch (nejlépe algebraicky uzavřených) těles.
Všimneme si toho, že mezi oběma konstrukcemi najdeme izomorfismus, což, jak se později ukáže,
v̊ubec neńı náhoda. A poté se střemhlav vrhneme do teorie grup a na začátek se ponoř́ıme do
struktury grupy z nejspletitěǰśıch, j́ıž je grupa permutaćı.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 7.1. Napǐste všechna kořenová a rozkladová nadtělesa nad tělesemQ obsažená v C následuj́ıćıch
polynomů z Q[x]:

(a) x2 − 2,

(b) x3 − 2x2 − 2x− 3.

Úloha 7.2. Dokažte, že jsou izomorfńı páry těles

(a) Q[α]/(α3 − 2) a Q( 3
√
2),

(b) Q[α]/(α2 − 3) a Q(
√
3),

(c) R[α]/(α2 + α + 2) a C.

Úloha 7.3. Zapǐste následuj́ıćı permutace jako součin nezávislých cykl̊u a pro každou permutaci
σ určete σ−1 a σ2020:

(a) π =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
∈ S5,

(b) τ = (4 6 5 1 2) ∈ S6,

(c) σ = (1 5 6)(2 3 8 4 7) ∈ S8,

(d) ρ = (4 3 5) ◦ (5 1 2) ∈ S5.

Úloha 7.4. Bud’te π, τ ∈ Sn.

(a) Ukažte, že je-li v cyklickém zápisu permutace π prvek b hned po prvku a, pak je v cyklickém
zápisu permutace σ = τπτ−1 prvek τ(b) hned po prvku τ(a),

(b) určete πτπ−1 a τπτ−1 pro permutace π a τ z př́ıkladu 7.3.

Připomeňme, že operaci πτ = τπτ−1 se ř́ıká konjugace prvku π prvkem τ a prvek πτ je pak s prvkem
π konjugovaný.

Úloha 7.5. Ověřte, že je relace
”
být konjugovaný s“ ekvivalence.



A nakonec ještě trochu poč́ıtáńı pro radost a povzbuzeńı:

Úloha 7.6. Je-li m ∈ Q[x] ireducibilńı polynom a β ∈ C jeho komplexńı kořen, dokažte, že jsou
tělesa Q[α]/(m(α)) a Q(β) izomorfńı.

Úloha 7.7. Napǐste jako rozš́ı̌reńı Q v tělese C rozkladové nadtěleso polynomu xn − 1.

Úloha 7.8. Najděte všechny permutace α na množině {1, 2, 3, 4}, pro něž plat́ı α ◦ (1 2 3) ◦ α−1 =
(1 2 4).

Úloha 7.9. Je-li π =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
, určete počet prvk̊u množiny všech permutaćı α ∈ S5,

(a) které jsou konjugované s permutaćı π,

(b) pro něž απ = πα.

Tvoř́ı tyto množiny podgrupu S5?

Úloha 7.10. Kolik ekvivalenčńıch tř́ıd má ekvivalence
”
být konjugovaný“ na grupě S6?

Úloha 7.11. Uvnitř tělesa T = Z2[α]/(α
4 + α + 1) nalezněte kořenové nadtěleso polynomu x2 +

x+ 1 ∈ Z2[x].
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