6 Faktorizace pro zacatecniky: sestroj si vlastni téleso

Resen{
Cviceni 27. a 28. brezna, verze ze dne 27. brezna 2024.

Cile cviceni: Tentokrat se nauc¢ime néco opravdu fantastického: slepovat ze starych polynomu
zbrusu nova télesa. Pritom si vyzkousime, ze jsou plné funkéni a ze nad nimi muzeme provozovat
vSechny kejkle linearni algebry! Nejprve se ovSem rozcviéime pocitanim polynomidlnich kongruenci
a polynomialn{ verze Cinské véty o zbytcich.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 6.1. Najdéte vSechny polynomy f € Zs[z] spliujici kongruence:
(a) (P +2z+1)f=1 (mod 2* + 2+ 1) v Zy[z]

(b) 2z +1)f =2* (mod 2® + 1) v Zs|x].

Reseni. (a) Potfebujeme invertovat polynom z3+x+1 modulo polynom z*+2z+1, coz miZeme jisté
provést pomoci Eukleidova algoritmu v oboru polynomu nad télesem, nebot je polynom z* +z + 1
ireducibilni. Vypocet Bezoutovych koeficientu si zapiSeme stejné jako v prvni sérii pro vypocet
v oboru celych ¢isel a pro prehlednost pfiddme i hodnotu podilu ¢; (tedy a; 41 = a;—1 — ¢:¢;):
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Protoze
l=z- (@' +2+1)+(@*+1) (@*+z2+1),

je kongruence
(P +2+1)f=1 (mod2*+z+1)

ekvivalentni kongruenci
f=@@+ D@+ +1)f=@*+1) (modz* +2+1),

a proto dostdvdme obecné feseni (22 + 1) + s(z* + z + 1) pro libovolné s € Zy[z].

(b) Vsimneme si, ze > = —1 (mod x? + 1) a upravime (2x + 1)f = 2* = 2z (mod z? + 1) a poté
co spocitame, ze

2r+1)2r+2)=(—r+1)(—2-1)=2’-1=-1-1=1 (mod z*+1),
dostaneme
f=Rr+2)2z+1)f=202r+2)=2"+z=2+2 (mod 2 + 1),
coz znamena, 7e = + 2 + s(x? + 1) pro libovolné s € Zs[z] je obecné feseni této kongruence.

Uloha 6.2. Najdéte polynom f nejmensiho mozného stupné splinujici



(a) fE€Zslx], f=x+1 (mod 2* +1) a f =z (mod z° + 1),
(b) feQlz] f(0)=1,f(1) =0,f(2) =2

Reseni. (a) Budeme postupovat obdobné jako v 2. sérii pii feSeni soustav linearnich kongruenci na
Z. Obecné feSeni druhé kongruence f = x (mod z3 + 1) tvaru x + s(z® + 1) pro s € Zs|x] dosadime
do prvni kongruence a ekvivalentné (tentokrat tteba bez explicitniho vyuziti Eukledova algoritmu)
upravujeme

fz=z+s(@+1)=z+s(—r+1)=2+1 (mod z?+ 1),

poté odecteme od obou stran kongruence x a dostaneme s(—z + 1) = 1 (mod z? + 1). Protoze
—(1+2z)(1—2)=2>—-1= -2 (mod 2% + 1), vidime, 7e

—2s=s(z*-1)=s(—z+1)(-x—1)=(-x—1) (mod 2°+ 1),

proto s = 2(—z — 1) = (3z + 3) (mod z? + 1). Jako feSeni nejmenstho stupné dostdvdme tudiz
polynom f =z + s(x®+1) =2+ (3z + 3)(2® + 1) = 32* + 323 + 42 + 3.

(b) Muzeme bud ulohu prevést na kongruence
f=1 (modz), f=0 (modz—1), f=2 (modz—2)

a pak budeme postupovat obdobné jako v (a) nebo muzeme najit fesen{ f = 1(32? — 5z +2) pomoct
Lagrangeova interpola¢niho polynomu (viz dusledek 9.2 ve skriptech).

Uloha 6.3. Napiste tiplnou mnozinu zbytkt (mod 22+z+1) v Zs[z]. Bude se lisit, pokud budeme
uvazovat zbytky (mod 2z% + 1)?

Reseni. Mdme tplnou mnozinu zbytka modulo polynom stupné dva
{p € Zs[x] | deg(p) < 2} ={0,1,2, 2,2 — 1,2 — 2,22, 2x — 1,2z — 2},

odkud vidime, ze zalezi pouze na stupni polynomu, nikoli na tom jak konkrétné dany polynom
vypadd. Poznamenejme, Ze to v Zadném piipadé neznamend, Ze pocitdani (mod x? + z + 1) je to
samé jako (mod 2z? + 1).

Uloha 6.4. Oznaéme okruh T = Zs[a]/(a? 4+ 1).

(a) Dokazte, 7e je polynom z? + 1 nad Zjs ireducibilni. Co jsou jeho kofeny v T'?
(b) Vysvétlete, pro¢ je T je téleso, a urcete, kolik mé prvku.
(c) Spocitejte v télese T

i) Qa+1)+ (2a+2), (i), (i) a

(iv) (a+ 1)1 (v) 2a- (2a+1), (vi)a™'-(a+2).

1

(d) Vyfteste soustavu linedrnich rovnic s matici: (a(—ly— 1 a+l

a+1
N )

Reseni. (a) Protoze jde o polynom stupné dva, ktery v Zs neméd koten, jednd se o ireducibilni
polynom v oboru Zs[z]. Koteny v télese T' ma +a.

(b) Z definice pifmo plyne, Ze se jednd o komutativni okruh. Protoze je polynom a? + 1 nad Zs
ireducibilni, tedy umime pomoci Eukleidova algoritmu najit inverzni prvek ke kazdému nenulovému
prvku tplné mnoziny zbytki, kterd ma prave |Zs|*> = 9 prvku.

(c) Veskeré vypocty v daném télese provadime podobné jako v modulo polynom a? + 1, prvky
télesa jsou zbytky a misto kongruenci budeme vsude psat rovnosti jako vysledky operaci.



(i) Zde jen pocitame s koeficienty (2a+ 1) + (2a+ 2) = «

(ii) Protoze a®? = —1, méme o® = a- (a?)? =a- (-1 =a-1=aqa.

(iii) Vsimli jsme si si, Zze o® = —1, proto —a - a — 1, proto a™! = —a = 2a.
)

(iv) Tentokrat si povsimnéme, 7e (o —1)(a+1)=a*—-1=-1-1=1,tudiz (a+1) ' =a—-1=
a+ 2.

(v) 2a-2a+1)=a*—a=-1-—a=2+2a.

(vi) Z (iii) dostdvame, ze o' - (a+2) = —a-(a—1)=—-a?’+a=a+1

(d) Budeme upravovat, jak jsme byli zvykli v linedrni algebte, posloupnosti ekvivalentnich rddkovych
uprav
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kde jsme nejprve prehodily fadky upravili prvni fadek pomoci druhého, poté jsme vynulovali pozici
pod prvnim pivotem a po upravé druhého radky vynulovali i hodnotu nad druhym pivotem. Dostali
jsme teseni (o, — 1) = (a, v + 2).

a+1) (a+1 a+1

Uloha 6.5. Zkonstruujte kofenové nadtéleso polynomit (a) 22 + 2 + 1 (b) 2® + z 4+ 1 nad Zs.
Uvédomte si, Ze jsou obé télesa dokonce rozkladova a polynomy nad nimi rozlozte na linearni cleny.

Reseni. Uz jsme zjistili, ze oba polynomy m jsou ireducibilni v Z, [a], proto si v obou piipadech
staci vzit faktorovy okruh Zs[a]/(m) modulo (a) m = a®> +a+1 (b) m = a® + o+ 1. Vsimneme-li
si, ze pro polynom m a jeho koten « plati

0=0%=m(a)*=m(a®) a 0=0*=m(a?®)*=m(a").
Odtud vidime, zZe s kofenem a dostdvame v ptipadé
(a) dalsf kofen a? = a+ 1, a proto 22 + x + 1 = (z + a)(z + (e + 1)) a v pifpadé

(b) dva dalsi kofeny o a a* = a® + a, které davaji rozklad na kofenové ¢initele

P rr+l=(v+a)(r+ () (z+ (@ +a)).

A ted néco na zaplaseni smutku a rozsifeni obzorii:
Uloha 6.6. V télese Zs[a]/(a® + a + 1) spoctéte
(a)
(b)
()
)

(d) feSeni linedrn{ rovnice o - x + (a + 1) = a?,

(3a? +4a+1) + (202 + 4),
(Ba? +4a+1) - (202 +4),
(

202 +4)7H



Reseni. Pocitdme obdobné jako v tedy upravujeme pomoci operaci s polynomy v neznamé o
modulo polynom o? 4+ o + 1 a dostaneme:

(a) (302 +4a + 1) + (2% +4) = 4a,

(b) (302 +4a+1) - (2a% +4) = 30 + 20 + 1,

(c) (2% +4)7! =4a? + 4a + 1,

(d) x=0a*+a+1.

Uloha 6.7. Napiste tabulky operaci ¢tyiprvkového télesa.

Reseni. Prvky télesa reprezentujeme standardné jako iplnou mnozinu zbytki, tedy polynomy nad
Z» modulo ireducibilni polynom o? 4+ o + 1. Vypocty jsou zcela pifmocaré:

L+ 1 0o [ 1 [ a Jat1|[ - O[] 1 | o [a+l]
0 0 1 o a+1 0 0 0 0 0
1 1 0 a—+1 Qo 1 0 1 le' a—+1
« « a+1 0 1 o 0 o a+1 1
a+1l||a+1 o 1 0 a+1|0|a+1 1 «

Uloha 6.8. Bud T téleso a a € T. Dokaite, Ze je téleso T[a]/(o — a) izomorfni télesu 7.

Reseni. Staci uvézit zobrazeni T[a]/(a — a) dané podminkou t — ¢, o némz je snadné ukézat, ze
je okruhovym izomorfismem.

Uloha 6.9. Polozme T = Zy[a]/(a + a® 4 1). Presvédéte se, ze jde o téleso, a najdéte ireducibilni
rozklad polynomu z* + 1 v T[z].

Reseni. Nejprve ovéifme, ze je polynom a* + o + 1 v oboru Z[a] ireducibilni. Ziejmé nemé v
Zs kofen ani neni druhou mocninou jediného ireducibilniho polynomu o? 4+ « + 1 stupné 2. Déle
vidime, Ze ma polynom 2 + 1 kofen 1, a proto z° + 1 = (x + 1)(2* + z + 1), zbyvd najit kofeny
polynomu 22 + z + 1, tedy prvky 3 € T splitujici 32 = 8+ 1. Zkusmo najdeme dva koieny o+« a
a® + a+ 1 (vime, Ze soucet i soucin nasich polynomu m4 byt kongruentni 1), nas polynom se tedy
rozklada na soucin kotenovych ¢initelt

P rl=@+1)(z+a+at+l)(z+a’+a).

Uloha 6.10. Napiste ireducibilni rozklad polynomu z® — 1 v oborech Zs[z] a T[z], kde T =
Zsla]/(a® +1).

Reseni. Nejprve polynom rozlozime v Zs[z]
1=+ ) - D) =@+ )@ D 1) = @+ D@+ Do+ Dz —1),

kde jsou posledni tii polynomy zjevné ireducibilni, protoze kvadraticky polynom z? 4+ 1 nemé v Zs
kotren a linedrni polynomy nad télesem uz nelze rozlozit. Zaroven si vSimneme, ze diky ireducibilité
kvadratického polynomu je obor T = Zs[a]/(a® + 1) télesem. Nad nim je polynom (z? + 1) =
(x + a)(x — «) rozlozitelny na linedrni, tedy ireducibilni faktory.

Déle si muzeme vSimnout, ze z* +1 = (2? + z — 1)(2? — 2 — 1) a Ze v télese T mame:
(a+1)+2a+1)=2, (a+1)-2a+1)= -1,
(@+2)+2a+2)=1, (a+2) - (2a+2)=—1,

a proto

Prr—l=@+a+2(r+2a+2) a *—z—1=(@x+a+1)(z+2a+1),



coz jedna dava ireducibilni rozklad obou polynomu nad télesem T' a déle odtud vidime, Ze jsou oba
polynomy ireducibilni nad télesem Zs. Spocitali jsme tedy oba ireducibilni rozklady

1=+ -1 -z -1)@*+ Dz +1)(z—1) € Zs[x],

B —l=@+a+2(r+2a+2)(z+a+1)(z+2a+1)(z+a)(r—a)(z+1)(z—1) € T[]

Na zdvér poznamenejme, Ze zjisténi, ze 2° — 1 = [Icer-(x — ) nenf viibec ndhodné a brzy ndm dé
teorie grup ucinneéjsi prostiedky, jak ho dostat.

Uloha 6.11. V okruhu Zs[a] /(o + a® 4+ a +2) najdéte prvek, k némuz neexistuje (multiplikativni)
inverzni prvek.

Reseni. Spocitame-li rozklad polynomu a+a®+a+2 = (2+a+a?)(1+a?), pak ani jeden z prvki
rozkladu 2+ a+a? 14a?, protoze v okruhu Zz[a]/(a* +a® +a+2) plati, ze (2+a+a?)(1+a?) = 0,
tedy se nejedna o obor.

Uloha 6.12. Najdéte izomorfismus mezi okruhy Z5 «

[a]/(a* — 1) a (Z3,+,—,-,0,1) s operacemi
definovanymi po slozkach a 0 = (0,0,0,0), 1 = (1,1,1,1).

Reseni. Nejprve si uvédomime, ze polynom z* — 1 mé nad Zs ¢tyfi kofeny 1,2, 3,4, tj. je souc¢inem
Haezg (r — a). Z Cinské véty o zbytcich pro polynomy plyne, ze zobrazeni

je bijekce mnozin Zs[a]/(a* — 1) a Z2. Zbyva si rozmyslet, ze se dokonce jednd o okruhovy izomor-
fismus, tedy ze plati p(0) = (0,0,0,0), p(1) = (1,1,1,1) a pro viechna a,b € Zs[a]/(a* — 1)

plab) = (a(1) £ b(1), a(2) £ b(2), a(3) + b(3), a(4) = b(4)) = p(a) = p(?)
pla-b) = (a(1) - b(1), a(2) - b2), a(3) - b3), a(4) - b(4)) = p(a) - plb).
(a) 2 mod 2? + x + 1,
(b) ' mod z*+ x + 1.

Reseni. (b) Staci bud vydélit se zbytkem nebo vyuzit pozorovani 22 = (x +1) (mod 2%+ z + 1),
abychom zjistili, ze

P=x@) =z@+ 1) =@+ 1) =2-22=1 (mod 2% +x + 1)

? (mod 2 +z+1) =1

7 v 7 /. 7~ 4 — 4 z_: ’
, =
(b) Tentokrat vyuzijeme snadného pozorovani, ze x* = x + 1 (mod z* + = + 1) a zapisu pomoci
kongruenci:

B =@ =@+ 1) =t v+t = o+ 1+ 2+l e =28 427+ 1 (mod 2t +x+ 1),
tedy 2 (mod z* + 2z + 1) = 23 + 22 + 1.
Uloha 6.14. Najdéte viechny polynomy f € Q[z] stupné mensiho nez 3 splinujici

f=z+1 (moda*+1), f(0)=3.



Reseni. Postupujeme jako v . Prvni podminku vyjadifme ve tvaru f = (z + 1) + s(z* + 1) pro
s € Q[z] tu dosadime do druhé podminky vyjadiené ve formé kongruence f =3 (mod z):

f=@+D)+s(z*+1)=1+s=3 (mod x),

tedy s = 2 (mod x) a jediné feSeni stupné stupné menstho nez 3 je f = (v + 1) +2(z* + 1) =
342+ 227

Uloha 6.15. Bud p prvoéislo. S pomoci énské véty o zbyteich pro polynomy ukazte, ze polynom
Haezp (x — a) € Z,|x] je roven polynomu 2P — x.

Reseni. Oba polynomy maji za za kofen kazdé a € Z, tedy i jejich rozdil ma tuto vlastnost. Ten
ma ale stupen < n, takovy vsak dle ¢inské véty o zbytcich existuje jen jeden, ¢irou ndhodou je to
prave 0.

Uloha 6.16. Bud p prvocislo a budte f, g € Z,[x] polynomy. Ukazte, ze piislusnd polynomidln{
zobrazeni na Z, jsou identickd pravé tehdy, kdyz f = ¢ (mod 2? — x).

Reseni. To, ze f(a) = g(a) pro viechna a € Z, je ekvivalentni podmince, ze (f — g)(a) = 0, coz
nastava prave tehdy, kdyz P —z = Haezp(x —a) déli f— g, tedy pravé kdyz f = ¢ (mod zP — x).

Uloha 6.17* Bud R = {f € Q[z]; f(0) € Z}. Pak je R podokruh oboru Q[z]. Dokazte, ze pro
libovolné f, g € R existuje NSD(f, g). Pro¢ neni presto R Gaussovym oborem?

Reseni. Obor R neni Gaussiv podle Véty 6.3, nebof v ném existuji nekonecéné klesajici posloup-
nosti vlastnich délitelt, napiiklad {2 "z}, cn. Vidime, ze 227" 1y = 27" tedy 27"~ déli 27" pro
vSechna n > 1, ale neni s nim asociovan.
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