5 (Gauss je nas!

Reseni
Cviceni 20. a 21. brezna, verze ze dne 21. kvétna 2024

Cile cviceni: Tentokrat ocenime Gaussovu vétu a zhluboka si zapfemyslime nad ireducibilnimi
rozklady polynomu nad Gaussovymi obory. Vyzkousime si rovnéz Eisensteinovo kritérium ireduci-
bility a elementarni postup pro hledani raciondlnich kofent, coz se ndm pro nalezeni rozkladu muze
hodit.

Budeme bez dikazu predpoklidat, Ze kromé oboru Z a Z[i], o nichz to bylo dokdzdno na predndsce,
jsou eukleidovské s obvyklou normou také obory Z[\/2], Z[v/=2] a Z[\/3].

[jlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 5.1. Najdéte ireducibilni rozklady v oborech Clz], R[z], Z[z] a (Z[i])[x] polynom

(a) 6x — 6,
(b) 222 + 2,
(c) Ta® —14.

Reseni. (a) Protoze je 6 v télesech C i R invertibilni, tedy asociované s jednotkou 1, je linearnf
polynom 6x — 6 ireducibilni v C[z], R[x], v§imnéme si, Ze je tento polynom asociovany s polynomem
x — 1. Nad obory Z i Z]i] snadno zjistime, ze obsah polynomu 6z — 6 je 6, tedy 62 —6 =6 (z — 1),
kde z — 1 je jeho primitivni ¢ast. Linedrni polynom je samoziejmé ireducibilni v Q[z], tedy je jeho
primitivni ¢ast ireducibilni i v Z[z|, zbyva provést ireducibilni rozklad obsahu. Ten je 6 = 2 -3 v
Za6=(14+1)-(1—1)-3v Z[i (viz uloha 4.3(a)), tedy diky vété 8.5(2) z prednasky dostavdame
ireducibilni rozklady:

6r—6=2-3-(x—1)€Zlz], 6z—6=(1+14)-(1—1)-3-(x—1) € (Z[i])[x]

(b) Zatimco v R[z] vsichni vidi, Ze je polynom 2z% + 2 asociovany se slavnym polynomem x? + 1
jisté ireducibilni, nad komplexnimi ¢isly snadno spocteme jeho ireducibilni rozklad

20 + 2 = (22 + 2i)(z — i) € C[a]

sestavajici ze souc¢inu dvou linearnich polynomu. Obsah polynomu v oborech Z i Z[i] je tentokrat 2.
Protoze je primitivn{ ¢ast 22+ 1 ireducibilni v Q[z] a rozkldd4 se na ireducibilni faktory (x+4)-(x—1)
v (Zli])[x], ziskdme stejnou tvahou jako v (a) ireducibilni rozklady

202 +2=2- (2 +1) € Z[x], 222 +2=(144)-(1—1i)  (z+1i) (z—1i) € Z[i][z]

(c) Vidime, ze 72® —14 = 7(23—2), proto muzeme vyuzit vysledky rozkladu asociovaného polynomu
23 — 2 v tloze 3.4. Tak dostdvame ireducibilni rozklady

7(2® —2) = (T — TV2) - (ZL'—F%‘F%Z) : (l‘—l—%—%l) € Clz]
T(a® —2) = (Tx — TV2) - (22 + V2 + V4) € R[z]

Déle si vSsimneme, ze obsah 7 je ireducibilni v obou oborech Z[i] i Z podle 4.8 a zbylé ireducibilni
rozklady jsou tudiz 7z® — 14 = 7 - (3 — 2) v obou oborech (Z[i])[z] i Z[x].



Uloha 5.2. Spoctéte NSD(f, g)

(a) f=6x%—6,g9=8x*—8 v oboru Z[z],
(b) f =62%+3x — 3, g = 62? + 62 v oboru Z|[z]
(c) f =622y, g = 15zy® + 2123y v oboru Z[z, 1]

Reseni. (a) Snadno zjistime obsahy ¢(f) = 6 a c(g) = 8, proto jejich NSDz(c(f), ¢(g)) = 2. Nyni
zbyva spocitat v eukleidovském oboru Q[z] nejveétsi spoleény délitel primitivnich ¢asti 2°—1 a 22 —1
a vzit jeho reprezentanta primitivniho nad Z, ktery snadno najdeme i bez Eukleidova algoritmu
NSDgp(2? — 1,22 = 1) =2 — 1.

Podle véty 8.5 z predndsky je NSDz,(f,9) = 2(x — 1).
(b) Postupujeme jako v (a). Spocitdme

NSDz(c(f),c(g9)) =3 a NSDgp(22° + 2 — 12> +1) = (v + 1)

v oboru Q[z], ktery je primitivni v Z[z|. Tudiz NSDz,(f, 9) = 3(z + 1)

(c) Tentokrét se nejprve na oba prvky podivame jako na polynomy v neurcité y s koeficienty v oboru
Z|x] a spocitdme obsahy, ¢(f) = 622, ¢(g) = NSDg(152,212%) = 3z a jejich nejvétsi spolecny
delitel NSDy,1(622, 3z) = 3z. Déle uréime nejvetsi spolecny délitel primitivnich édsti pp(f) =y a
pp(g) = 5y?+ T2y, ktery je primitivni jako polynom s koeficienty v oboru Z[z], dostavdme polynom
NSDg(a) (y; 5y* + Tx*y) = y. Nakonec opét pomoci véty 8.5(1) z prednésky snadno urcéime

NSDyz e (f, 9) = NSDzp(c(f), ¢(9)) - PPz1a)) ) (NSDa)) (pp(f), pp(9)) = 3zy.

Uloha 5.3. Najdéte viechny raciondlni kofeny danych polynomi z Z[z):

(a) 32° — 222 +x + 1, (b) 23 — 72? + 11z + 3 (c) 223 — 2* + 3.

Reseni. Pomoci tvrzeni 8.1 z prednasky uréime mozné kandidéty na racionélni kofeny £ polynomu,
pro néz musi platit, ze ¢itatel r déli absolutni ¢len a jmenovatel s déli vedouci koeficient.

(a) Protoze vedouci koeficient polynomu 3z° — 22?4+ x + 1 mé piirozené délitele 1,3 a jeho absolutn{
¢len je 1, méame pravé c¢tyti kandidaty j:%, j:% na koteny. I bez pocitani diky parité koeficientt
vidime, ze +1 kofenem neni a podobné snadno vidime, ze :I:?%5 = 3%1 #* 3% + % — 1, tudiz polynom
325 — 22% + x + 1 nem4 zadny raciondlni koten.

(b) Tentokrat je polynom z® — 7z% + 11z + 3 monicky s absolutnim ¢lenem délitelnym hodnotami

1, 3, tedy staci otestovat racionalni hodnoty kofeny jsou j:%, j:%. Snadno spocitame, ze kofenem je

pouze hodnota 3, coz je tedy jediny racionalni koren naseho polynomu.

(c) Protoze vedouci koeficient polynomu 2x® — 2% + 3 m4 pfirozené délitele 1,2 a jeho absolutn{
¢len ma délitele 1, 3, proto predstavuje posloupnost
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vsechny mozné kandidaty na kofeny. Vyzkousenim zjistime, Zze —1 je jedinym raciondlnim kotenem.
Uloha 5.4. Rozmyslete si, pro¢ jsou nésledujici polynomy v prfslusnych oborech ireducibilni:

(a) 2* + 2%+ +3 v Z[z],

(b) 42* — 152% + 60z + 180 v Z[z],

(c) 2° — 362 + 62° + 3022 + 24 v Q|[z],



(d) 7% +52° + J2° — 120" 4 52 — 6 v Qla].

Reseni. (a) Jednd se o polynom stupné tii, proto kdyby byl ireducibilni musel by mit raciondlni
koren. Uvahou z , zjistime ze pouze ¢isla £1 a +3 jsou kandidaty na kofeny a snadno spocteme,
ze zadny z nich kofenem neni.

(b) Vyuzijeme Eisensteinovo kritérium pro prvocislo 5: polynom 423 — 1522+ 60z + 180 je primitivni,
5 déli vsechny koeficienty kromé vedouciho a 25 nedéli absolutni ¢len, proto je polynom ireducibilni.

(c) Nejprve pouzijeme Eisensteinovo kritérium pro prvoécislo 3 a primitivni polynom
2° — 362" 4 62 + 3022 + 24 v oboru Z[x],

diky némuz je ireducibilni v oboru Z[z]. To ovsem podle véty 8.5(2) nutné znamena, ze je ireducibilni
i v oboru Q[z].

(d) Polynom nejprve prevedeme na asociovany primitivni celo¢iselny polynom piendsobenim nejmensim
sple¢nym nésobkem jmenovatela 2 -3 - 17

602% + 17 -302° 4+ 17 - 272° — 17 - 722 + 17 - 8z — 17 - 36,

u néjz vidime, ze je diky Eisensteinové kritériu pouzitém pro prvoécislo 17 ireducubilni v Z[z]. Nyni
nam stejné jako v (c¢) dé ireducibilitu tohoto i kazdého s nim asociovaného polynomu v Q[z]| véta

8.5(2).

A ted néco navic, abychom se pii téSeni na dalsi cviéeni nenudili:
9

Uloha 5.5. Rozlozte polynom 222 + 2z — 1 nad eukleidovskym oborem Z[v/3] na soucin ireduci-
bilnich prvku.

Reseni. Standardnim postupem najdeme realné kofeny polynomu, které nam daji ireducibilnf
rozklad nad R, zaroveii ireducibilné rozlozime v Z[v/3] prvek 2 = (v/3 — 1)(v/3 + 1) a nakonec

soucin preskupime

22 422 — 1= (\/§—1)(\/§+1)(x+%+§)(x+%—§) =

= (\/5—1)(37—1-%—1—?)-(\/5—1—1)(1'4-%—?) = (V3-1Dz+1)((V3+1)z—1)
Vidime, Ze polynomy (v/3 — 1)z + 1), ((v/3 + 1) — 1) € Z[v/3][z] jsou v oboru Z[/3][z] primitivni
a linearni, tedy jsme ziskali ireducibilni rozklad.

Uloha 5.6. Najdéte ireducibilni rozklady v oborech Q[z, y], R[z,y] a Clz,y] polynom



Reseni. (a) Polynom 22 — y 4 2 je ireducibilni ve vSech oborech, protoze je primitivn{ a linedrni v
proménné y.

(b) Snadno najdeme rozklad nad R, proto 2> — 2y* = (z — v/2y)(x + v/2y) je ireducibilni rozklad
v R[z,y] a C[z,y]. Protoze je jeden z koeficientu faktoru racionélni a druhy iraciondlni, je z? — 2y?
ireducibilni v Q[z, y].

(c) Vidime, ze 22+ y* = (z +1y)(x —iy) je ireducibilni rozklad v C[z, y]. Protoze tentokrat je jeden
z koeficientu faktort imaginarni a druhy redlny, je x? + y? ireducibiln{ v oborech Rz, y] i Q|[x, y].

(d) Pokud si vSimneme, Ze dosazenim hodnoty —1 za x dostaneme (—1)* —y +y — 1 = 0, mlZeme
(naptiklad pomoci algoritmu déleni se zbytkem) vydélit

? +axy+y—1
(r+1)

=(z+y—1).

Oba polynomy = + 1 i x + y — 1 jsou primitivni linedrni polynomy v okruhu polynomu jedné
neurcité (x i y), odkud pouzitim véty z prednasky dostavame, ze jsou oba ireducibilni. Proto je
rozklad 22 + 2y +y — 1 = (z + 1)(x + y — 1) ireducibilni ve vSech tfech oborech.

(e) I tentokrat si muzeme vsimnout, ze dosazeni y = —1 ndm vynuluje cely polynom, coz znamena,
ze muzeme vytknout ireducibilni ¢initel (y + 1). Dostaneme

20 + e +yr® + ¥+ TP+ Ty — e+ 2= (y+ 1)(«® + x(y — 1) + (24" + 5y + 2)),

coz uz je ireducibilni rozklad ve vSech tfech oborech, nebot je primitivni v obou proménnych
a nelze najit kofen v proménné z vyjddieny jako polynom v neznamé y (k dukazu posledniho
muzeme vyuzt napiiklad stary znamy vzorecek pro hledéni kofenu kvadratické funkce).

Uloha 5.7. Spoditejte v Z[z, y] nejvétst spolecny délitel nasledujicich dvou (dechberoucim zptisobem
prenddhernych) polynomu:

f = 2wy + 2%y + 8xy® + 152°%y* + T2°y* + 8a%y® + 132°y° + 5a'y°

g = 6y + 6xy + 24y* + 39xy* + 152%°.

Reseni. Oba polynomy budeme chépat jako polynomy v neznamé y s koeficienty v oboru Z[x]

f=yl@2r +22%) + (8x + 152 + 7o)y + (8% + 132° + 52 )y
g = y[(6 + 6x) + (24 + 397 + 152%)y].
Vidime, ze z obou polynomu lze vytknout spoleény délitel y a snadno ur¢ime nejvetsi spolecny

délitel = + 1 jejich obsaht, nebot koeficient u termu y polynomu g je tvaru 6 + 6x a vidime, Ze
koeficienty obsahti nad = jednotlivych koeficientu jsou nesoudélné a vsechny koeficienty maji koten

x = —1. Zaroven muzeme oba polynomy vydélenim obsahem upravit na primitivni a zbyva najit
nejvetsi spolecny délitel polynomu nad podilovym télesem raciondlnich funkei Q(z) spoleény délitel
f= S =2+ (8 +7x)y + (8v + 52%)y?

ya(x +1)
~ g
g 3y(x + 1) ( Jv

Sta¢i nam jedno déleni se zbytkem, abychom zjistili, Ze NSDgg)py ( f.9) =g =2+ (52 +8)y je
primitivni nad (Z[z])[y], a proto NSDy, ,i(f, 9) = y(x + 1)(2 + (5z + 8)y).

Uloha 5.8. Rozlozte v Z[z] polynom z' — 1 na soucin ireducibilnich polynomi.



Reseni. Nejprve uvézime, ze
1=+ D@ - 1) =@+ )@+ D)@+ D+ 1)(z—1).
Déle si rozmyslime, ze
z+1) =@+ =@+ = =22 41 (mod 2),

coz znamena, ze vsechny koeficienty kromeé vedouciho koeficientu primitivniho polynomu (:c—l—l)Qk +1
jsou délitelné dvéma. Protoze je navic absolutni ¢len roven 2, neni délitelny ¢islem 22, proto se jedna
podle Eisensteinova kritéria ireducibilni polynom. To znamené (podle cviceni 3.8), Ze i vSechny
polynomy 22" + 1 jsou v Z[z] ireducibilni, tedy vyse nalezeny rozklad je ireducibilni.

Uloha 5.9. Najdéte vSechny raciondlni kofeny polynomu
42" —162° + 2° + 552" — 352° — 382% 4 122 + 8 € Z[x].

Reseni. Postupujeme stejné jako v . Vedouci koeficient naseho polynomu ma prirozené délitele
2¢ pro = 0, 1,2 a jeho absolutni ¢len mé délitele 2! pro = 0,1, 2, 3, proto piedstavuje posloupnost

i;l, i%, +1, £2, +4, £8.

Po litém dosazovacim boji zjistime, Zze ma nas polynom pravé dva racionalni kotfeny —%, 2.
Uloha 5.10. Rozmyslete si, pro¢ je polynom 3z° + 222 + (4 — 2i)x + (1 +1) v (Z[i])[z] ireducibilni.

Reseni. Pouzijeme Eisensteinovo kritérium pro prvocinitel 1 + 4 v oboru Z[i], ktery zjevné deélf
viechny koeficienty kromé vedouciho, zatimco (1 + 7)? nedéli absolutni ¢len.

Uloha 5.11. S vyuzitim substituce £ — x — a a tvrzeni tlohy 3.8 rozhodnéte o (i)reducibilité
nésledujicich polynomu v Z[z]

(a) ' + 23 + 2 + o+ 1, (b) 2%+ 322 + 52 +5, (c) &=L =377 27 pro prvodislo p.

z—1
Reseni. (a) Provedeme-li substituci z +— x + 1 dostaneme polynom
(24 1)+ (z+1)°+(2+1)*+(24+1)+1 = 2 +42° + 627 + 4o+ 1+2° + 32° +3x+ 1+ 2° + 22+ 1+ +1 =

= 2% 4+ 523 + 1022 4+ 102 + 1 + 5. Tento polynom je ireducibilni podle Eisensteinova kritéria pro
prvocislo 5 a tudiz je podle cviceni 3.8 puvodni polynom x* + 22 + 22 + x + 1 rovnéz ireducibilni.

(b) Tentokrét provedeme substituci x — = — 1 a dostaneme
(x—1P+3@x—-1)2+5(x—1)+5=12°+2z+2,

coz je podle Eisensteinova kritéia pro prvoéislo 2 ireducibilni, tudiz je ireducibiln{ i 2® 4+ 322 +5x +5.

(c) Provedeme-li substituci z — = + 1, dostdvame
-1
(m—i—l)p—l_ p—1 \ P\ i1
@+r)—1 " +; i)t

Vidime, zZe se jednd o primitivni polynom, jehoz vSechny koeficienty kromé vedouciho jsou délitelné
p a absolutni ¢élen ma hodnotu p, tedy neni délitelny ¢tvercem p?. Podle Eisensteinova kritéria
pouzité pro p a cviceni 3.8 je upraveny i puvodni polynom ireducibilni.

Uloha 5.12. Ukazte, Ze je-li primitivn{ polynom f € Z[z] reducibilni a prvoéislo p nedéli vedouc
koeficient f, pak je reducibilni i polynom f € Z,[x] ziskany vzetim koeficienti f modulo p.



Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze zobrazeni f — f zachovavd nasobeni (dokonce se jednd o
okruhovy homomorfismus), tj. splituje pro kazdou dvojici a, b podminku ab = @b. Protoze prvocislo
p nedeéli vedouci koeficient f, nedéli ani vedouci koeficient zadného jeho délitele, coz znamend, ze
f = ab, pak deg(a) = deg(@) a deg(b) = deg(b), tedy je-li f = ab netrivialni rozklad, pak f = ab je
netrividlni rozklad. Dokazali jsme obménu naseho tvrzeni.

Uloha 5.13. S vyuzitim piedchoziho tvrzeni rozhodnéte v oboru Z[z] o (i)reducibilité polynomu
(a) 32t + 723 + 322 — 2 + 5, (b)* 2° + 4a* + 22 + 322 — x + 5.

Reseni. (a) Vidime, 7e (32 + 72 +32% — 2 +5) mod 2 = 2* +2° + 22 + 2 4+ 1 € Zy[], coz je
ireducibilni polynom podle zjisténi ulohy 3.7

(b) Uvézime-li polynom (2° 4 4z* + 223 + 32> — 2 +5) mod 3 = 2° — ' — 2% + —x — 1 € Z3]z],
pak (ponékud tdmornou) diskusi s vyuzitim vysledku tlohy 3.19 (popisujici vsechny ireducibilni
polynomy stupné dva a tii v Zs[z]) zjistime, ze 25 — #* — 23 + —2 — 1 nemd 7adny koien v Z3z a
ani neni souc¢inem ireducibilnich polynomu stupné 2 a 3. To podle [5.12] znamenad, ze je polynom
2° + 4zt + 223 4 322 — x + 5 ireducibiln{ v oboru Z[z].
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