5 (Gauss je nas!

Zadani
Cviceni 20. a 21. bfezna, verze ze dne 21. kvétna 2024

Cile cviceni: Tentokrat ocenime Gaussovu vétu a zhluboka si zapremyslime nad ireducibilnimi
rozklady polynomu nad Gaussovymi obory. Vyzkousime si rovnéz Eisensteinovo kritérium ireduci-
bility a elementarni postup pro hledani raciondlnich kofenu, coz se ndm pro nalezeni rozkladu muze

hodit.

Budeme bez dikazu predpokldadat, Ze kromé oboru Z a Z[i|, o nichz to bylo dokdzdno na predndsce,

jsou eukleidovské s obvyklou normou také obory Z[v/2], Z[v/=2] a Z[/3].

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 5.1. Najdéte ireducibiln{ rozklady v oborech Clz], R[z], Z[z] a (Z[i])[x] polynom
(a) 6x — 6,
(b) 22 + 2,
(c) Tz* — 14.
Uloha 5.2. Spoctéte NSD(f, g)
(a) f=06x3—6, g=_8z*—8 v oboru Z[z],
(b) f=6z*+ 3z — 3, g = 62 + 6x v oboru Z[z]

(¢) f=62%y, g =15zy* + 2123y v oboru Zz, y]

Uloha 5.3. Najdéte viechny raciondlni kofeny danych polynomi z Z[z):

(a) 32° — 222 +x + 1, (b) 23 — 72? + 11z + 3 (c) 223 — 2* + 3.
Uloha 5.4. Rozmyslete si, pro¢ jsou nasledujici polynomy v ptislusnych oborech ireducibilni:

a) ¥+ x* + 1z + 3 v Zx],

(c) 2° — 362 + 62° + 302% + 24 v Q[z],

(a)
(b) 423 — 152 + 60z + 180 v Z[x],
)
(d)

D28 4 526 + §2° — 122" + 32 — 6 v Q[a].

A ted néco navic, abychom se pii téSeni na dalsi cviéeni nenudili:

Uloha 5.5. Rozlozte polynom 2z2 4 2z — 1 nad eukleidovskym oborem Z[v/3] na soucin ireduci-
bilnich prvku.

Uloha 5.6. Najdéte ireducibilni rozklady v oborech Q[z, y], R[z,y] a C[z, y] polynomu

(a) $2_y+27



Uloha 5.7. Spoéitejte v Z|z,y] nejveétsi spolecny délitel nasledujicich dvou (dechberoucim zptusobem
prenadhernych) polynomu:

f = 2xy + 22%y + 8xy* + 152%y* + T2y* + 8x%y® + 132%y°® + 52'y®
g = 6y + 6zy + 24y* + 39zy* + 152%y>

Uloha 5.8. Rozlozte v Z[z] polynom z'® — 1 na souéin ireducibilnich polynomi.

Uloha 5.9. Najdéte vSechny raciondlni koteny polynomu

42" —162° + 2° + 552* — 352° — 3827 + 122 + 8 € Z[z].
Uloha 5.10. Rozmyslete si, pro¢ je polynom 3z 4+ 222 + (4 — 2i)x + (1 +i) v (Z[i])[z] ireducibilni.
Uloha 5.11. S vyuzitim substituce © — x — a a tvrzeni iilohy 3.8 rozhodnéte o (i)reducibilité

nésledujicich polynomu v Z[z]

(a) 2t +a2® + 22+ +1, (b) 2® + 322 + 5245, (c) L=t = P 2% pro prvoéislo p.

r—1

Uloha 5.12. Ukazte, ze je-li primitivn{ polynom f € Z[z] reducibilni a prvoéislo p nedélf vedoucf
koeficient f, pak je reducibilni i polynom f € Z,[z] ziskany vzetim koeficientu f modulo p.

Uloha 5.13. S vyuzitim piedchoziho tvrzeni rozhodnéte v oboru Z[z] o (i)reducibilité polynomu
(a) 3t + 723 + 322 — 2 + 5, (b)* ° + 4a* + 22° + 322 — 2 + 5.
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