
5 Gauss je náš!

Zadáńı
Cvičeńı 20. a 21. března, verze ze dne 21. května 2024

Ćıle cvičeńı: Tentokrát oceńıme Gaussovu větu a zhluboka si zapřemýšĺıme nad ireducibilńımi
rozklady polynomů nad Gaussovými obory. Vyzkouš́ıme si rovněž Eisensteinovo kritérium ireduci-
bility a elementárńı postup pro hledáńı racionálńıch kořen̊u, což se nám pro nalezeńı rozklad̊u může
hodit.

Budeme bez d̊ukazu předpokládat, že kromě obor̊u Z a Z[i], o nichž to bylo dokázáno na přednášce,
jsou eukleidovské s obvyklou normou také obory Z[

√
2], Z[

√
−2] a Z[

√
3].

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 5.1. Najděte ireducibilńı rozklady v oborech C[x], R[x], Z[x] a (Z[i])[x] polynomů

(a) 6x− 6,

(b) 2x2 + 2,

(c) 7x3 − 14.

Úloha 5.2. Spočtěte NSD(f, g)

(a) f = 6x3 − 6, g = 8x2 − 8 v oboru Z[x],

(b) f = 6x2 + 3x− 3, g = 6x2 + 6x v oboru Z[x]

(c) f = 6x2y, g = 15xy2 + 21x3y v oboru Z[x, y]

Úloha 5.3. Najděte všechny racionálńı kořeny daných polynomů z Z[x]:

(a) 3x5 − 2x2 + x+ 1, (b) x3 − 7x2 + 11x+ 3 (c) 2x3 − x2 + 3.

Úloha 5.4. Rozmyslete si, proč jsou následuj́ıćı polynomy v př́ıslušných oborech ireducibilńı:

(a) x3 + x2 + x+ 3 v Z[x],

(b) 4x3 − 15x2 + 60x+ 180 v Z[x],

(c) x5 − 36x4 + 6x3 + 30x2 + 24 v Q[x],

(d) 10
17
x8 + 5x6 + 9

2
x5 − 12x4 + 4

3
x− 6 v Q[x].

A ted’ něco nav́ıc, abychom se při těšeńı na daľśı cvičeńı nenudili:

Úloha 5.5. Rozložte polynom 2x2 + 2x − 1 nad eukleidovským oborem Z[
√
3] na součin ireduci-

bilńıch prvk̊u.

Úloha 5.6. Najděte ireducibilńı rozklady v oborech Q[x, y], R[x, y] a C[x, y] polynomů

(a) x2 − y + 2,



(b) x2 − 2y2,

(c) x2 + y2,

(d) x2 + xy + y − 1,

(e)⋆ 2y3 + y2x+ yx2 + x2 + 7y2 + 7y − x+ 2.

Úloha 5.7. Spoč́ıtejte v Z[x, y] největš́ı společný dělitel následuj́ıćıch dvou (dechberoućım zp̊usobem
přenádherných) polynomů:

f = 2xy + 2x2y + 8xy2 + 15x2y2 + 7x3y2 + 8x2y3 + 13x3y3 + 5x4y3

g = 6y + 6xy + 24y2 + 39xy2 + 15x2y2.

Úloha 5.8. Rozložte v Z[x] polynom x16 − 1 na součin ireducibilńıch polynomů.

Úloha 5.9. Najděte všechny racionálńı kořeny polynomu

4x7 − 16x6 + x5 + 55x4 − 35x3 − 38x2 + 12x+ 8 ∈ Z[x].

Úloha 5.10. Rozmyslete si, proč je polynom 3x3+2x2+(4− 2i)x+(1+ i) v (Z[i])[x] ireducibilńı.

Úloha 5.11. S využit́ım substituce x → x − a a tvrzeńı úlohy 3.8 rozhodněte o (i)reducibilitě
následuj́ıćıch polynomů v Z[x]

(a) x4 + x3 + x2 + x+ 1, (b) x3 + 3x2 + 5x+ 5, (c) xp−1
x−1

=
∑p−1

i=0 x
i pro prvoč́ıslo p.

Úloha 5.12. Ukažte, že je-li primitivńı polynom f ∈ Z[x] reducibilńı a prvoč́ıslo p neděĺı vedoućı
koeficient f , pak je reducibilńı i polynom f ∈ Zp[x] źıskaný vzet́ım koeficient̊u f modulo p.

Úloha 5.13. S využit́ım předchoźıho tvrzeńı rozhodněte v oboru Z[x] o (i)reducibilitě polynomu
(a) 3x4 + 7x3 + 3x2 − x+ 5, (b)⋆ x5 + 4x4 + 2x3 + 3x2 − x+ 5.
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