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Cile cviceni: Dnes se pustime do déleni a rozkladu v kvadratickych rozsitenich celych cisel.
U nékterych z nich budeme umét s vyuzitim normy dokonce délit se zbytkem a pocitat nejveétsi

spoleéné délitele. Cviceni zakonéime vyhledem do svéta idedlu a kupodivu se ndm v ném deéleni
bude docela hodit.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 4.1. Vydélte se zbytkem c¢islo « ¢islem [

a) v oboru Z[i], jestlize « =5+ 7i, f = 3 — 1,

(a)

(b) v oboru Z[i], jestlize a = 34 2i, B =1+,
(¢) v oboru Z[v/2i], jestlize o = 4, f =1 — /24,
)

(d) v oboru Z[v/2i], jestlize o = 1 + 4v/2i, B = 3 + /2i
Vsimnéme si, ze mame-li v obecném oboru posloupnosti nenulovych prvku {a}? , a {¢}!,, pro niz
plati ;41 = a;-1 —qa; proi=1,...,n aa, | a,_1, pak
a, = NSD(ap, ap—1) = --+ = NSD(a;,a;—1) = --- = NSD(an, an_1),

coz znamena, ze pokud pomoci obdoby déleni se zbytkem z tvrzeni 4.4 vyuzivajictho normu na oboru
Z[\/s] tspésné probéhne Eukleiduv algoritmus (tj, posledni zbytek je 0), dostaneme na vystupu
nejvetsi spoleény délitel.

Uloha 4.2. Najdéte nejvétsi spolecné délitele
(a) NSD(3+ 4,4 + 2i) v oboru Z[i],
(b) NSD(3 + 4i, 7 + 2i) v oboru Z][i,
(c) NSD(6 — 3v/3,3 + v/3) v oboru Z[/3].

Uloha 4.3. Spoéitejte ireducibilni rozklady prvki
(a) 3, 5,6, 10 — 67 v Z[i],
(b) 2, 3 v Z[/2i].
Uloha 4.4. Najdéte a € N tak, aby byl hlavni idedl aZ oboru celych ¢isel roven idedlu

(a) 2Z N 3Z,
(b) 2Z + 3Z,
(c) 287 + 63Z,
)

(d) 15Z + 187 + 40Z,



(e) (—28)Z N (—63)Z.

Uloha 4.5. Af R je obor hlavnich idedlu (napiiklad eukleidovsky obor). Dokazte, Ze pro zadand
a,b € RjeaRNbR =cR aaR+ bR =dR, kde ¢ =nsn(a,b) a d = NSD(a, b).

Uloha 4.6. Nechf R = Z[i]. Najdéte a,b € R takovd, 7ze

aR=B+))R+(4+2)R a bR= (3+4)RN (4+2i)R.

A ted néco na konec cvi¢eni a naslednou afterparty:
Uloha 4.7. Vysvétlete nasledujici ,rozpor*:

e V oboru Z[iv/3] plati (—2)2 = (iv/3 +1)(iv/3 — 1), a proto se nejednd o obor s jednoznaénym
rozkladem (tj. Gaussuv obor).

e V oboru Z[v/2] plati v/2v/2 = (—4 +3+/2)(4 +3+/2), a piesto se jedna o obor s jednoznaénym
rozkladem.

Uloha 4.8. Vysvétlete, pro¢ napiiklad pro prvky v/5+1 a 2 v oboru Z[\/g] Eukleiduv algoritmus
selze. Jak dopadne Eukleidav algoritmus v témze oboru pro prvky 1 — 2v/5 a 2?

Uloha 4.9. Spocitejte

a) ireducibilni rozklady prvku 7, 9 4+ 3¢ v oboru Z[i],

()

(b) NSD(3 + 63,12 — 3i), NSD(5 + 3i, 13 + 18i) v oboru Z{d],

(c) ireducibilni rozklady prvki 3 —iv/2 a 5 — iv/2 v oboru Z[iv/2],
)

(d) ireducibilni rozklady prvku 3 + V2 a 3 —8v/2 v oboru Z[\/§]
Uloha 4.10. Najdéte v oboru Z[v/3] nekoneéné mnoho invertibilnich prvki.

Uloha 4.11. Najdéte generatory hlavnich idealu aR + bR a aR N bR, pokud
(a) R="2Z[i],a =3+4i,b="T+ 2i,

(b) R = Z[\/3], a = 6 — 3v/3, 3+ /3, zde miizete bez ditkazu pouzit fakt, ze je Z[v/3] eukleidovsky
obor.

Uloha 4.12. Nechf S = Z[z] a uvazujme idedly I = 2S + 25 a J = 35 + zS. Ukaite, ze:

1. I, J nejsou hlavni idedly.
2. mnozina {ab | a € I,b € J} netvoif ideal v okruhu S.

Uloha 4.13. Najdéte v okruhu polynomi R = Zs [z, y] idedl, ktery neni hlavni.

Uloha 4.14. Bud R komutativn{ okruh a @ € R spliujici ™ = 0. Dokazte, ze je prvek 1 — a
invertibilni v R. Plati toto tvrzeni i v okruzich s nekomutativnim ndsobenim?

Uloha 4.15* Rozhodnéte, pro kterd s,t € Z plati /s € Z[\/t]. Uvazujte s,t takovd, ze nejsou
délitelna ¢tvercem prvocisla.
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