3 Dobre rozlozeny polynom — hnojivo algebry

Resen{
Verze ze dne 10. bfezna 2024

Cile cviceni: Tentokrat se podivame na otazku délitelnosti, algoritmus déleni a proces rozkladani
v okruzich polynomu. VSimneme si, ze déleni se zbytkem celych ¢isel a redlnych polynomu fun-
guje obdobné také v obecnych okruzich polynomu, a nad nékterymi télesy se polynomy naucime
rozkladat na soucin déle nerozlozitelnych polynomu. Na zaveér se podivame na kvadraticka rozsitent,
na nichz budeme zkoumat délitelnost priste.

I:Tlohy, které bychom urcité méli umét resit:

Uloha 3.1. Délte se zbytkem polynomy

Reseni. (a) Postupujeme standardné algoritmem délenf se zbytkem:

432 42?42 43 0 2?2 +2 = 22 +3x+2
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Spocitali jsme, ze 2* + 323 + 422 + 2+ 3 = (2> + 32 + 2)(2? + 2) — (hx + 1) v Z|x],

(b) V oboru v Zs|x| staéi predchozi vysledek upravit modulo 5, proto dostaneme
o'+ 3% + 4 + 2+ 3= (¥ +3r +2)(2* +2) + 4.
(c) Stejnym postupem jako v (a) ovsem s pocitanim modulo 2 snadno spocteme, ze
P+ '+t =@ 2+ P+ P+ )+ 1) + 1

(d) Nejprve vydeélime se zbytkem n = gm+r v N, kde 0 < r < m a poté nahlédneme (tfeba pomoci
déleni se zbytkem polynomu), ze
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Uloha 3.2. Dokaite pomoci (d), ze 2™ — 1| 2" — 1 v Zx] prave tehdy, kdyz m | n.

Reseni. Vidime, ze 2™ — 1 | ™ — 1, pravé kdyz 2" — 1 = 0, coz nastava pravé tehdy, kdyz r = 0,
coz je ekvivalentni podmince m | n.

Pripomenme, ze prvek a se nazyva ireducibilni, pokud a # 0, a neni invertibilni a pro kazdy rozklad
a = be plati b || 1 nebo ¢ || 1.

Uloha 3.3. Dokaite, ze viechny ireducibiln{ polynomy v R[z] maji stupen < 2.

Reseni. Necht f € R[z]. Pokud je f lichého stupné, vime ze ma redlny kofen a, proto (z — a) | f
v oboru R[z| a f je v Rz] ireducibilni, pravé kdyz deg(f) = 1. Je-li f sudého stupné, pak sice
redlny kofen mit nemusi, ale pokud ma komplexni koten aw € C \ R, pak mé za kofen i a. Soucin
(r —a)(x —a) | f v Clz] a zdrovein (z — a)(z — a) = 22 + 2Re(a) + |a|* € R[z].

Uloha 3.4. Spocitejte v oborech Clz], R[z], Q[x], Zs[z] a Zs[x] ireducibilni rozklady polynomi
23 =2 2t —2* — 2= (2 +1)(2* — 2).

Reseni. V C[z] se viechny polynomy rozkladaji na kofenové cinitele, které v nasem pifpadé snadno
spocitame:
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V oboru R[z] slou¢ime podle pozorovéani predchozi tdlohy ryze komplexni kotfeny polynomu do
ireducibilniho faktoru stupné 2:

2 —2=(x—V2) (@2 +V2u+ V1), ' —2?—2= (22 + D)z +V2)(z — V2).

V oboru Q|z] se musime pomoci sou¢inu zbavit faktorti z R|x] obsahujici iraciondlni koeficienty, to
znamend, ze x> — 2 je ireducibilni (také si miZeme ekvivalentné uvédomit, Ze nemé Zadné raciondln{
koteny) a 2 — 22 — 2 = (22 + 1)(2? — 2).

Nyni se podivdme na rozklady nad koneénymi télesy. Nejprve upravime polynom z* — 2 i rozklad
2t — 22 — 2 = (22 + 1)(22 — 2) modulo prvoéislo 3 a 5, a protoze jsou vsechny uvazované faktory
stupné nejvyse 3, staci z nich vytknout kotenové cinitele. Tedy

2=+ 1=(x+17 2* 2> 2= (2> +1)(2* +1) = (2® + 1)* € Zs[x],
-2 =0"+3 = (24+2)(2®+3r+4), 2 —2* -2 = (22 +1)(2°+3) = (z+2)(z+3)(2* +3) € Zs[z].
Uloha 3.5. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy nad Z, stupné nejvyse 3.

Reseni. Nulové ani konstantni polynomy nad télesem z definice nejsou ireducibilni. Protoze je
polynom kladného stupné nad télesem ireducibilni, pravé kdyz ho nelze napsat jako soucin dvou
polynomu kladného stupné, a protoze vime, ze deg(ab) = deg(a) + deg(b) pro vSechny nenulové
polynomy a, b, jsou oba polynomy stupné 1, tedy x, x + 1 jisté ireducibilni. Dale si uvédomime,
ze polynomy stupné 2 a 3 jsou ireducibilni, pravé kdyz nemaji faktor stupné 1, coz nastava prave



tehdy, kdyz nemaji kofen. Protoze polynom ma koten 0, pravé kdyz ma nulovy absulutni ¢len a nad
Z mé kofen 1, prave kdyz obsahuje sudy poéet nenulovych monomt 27, hleddme pravé polynomy
s absolutnim ¢élenem 1 a lichym poétem nenulovych monomi, jimz jsou pravé polynomy 2 +x + 1,
2 +x+1, 23 + 22 + 1. Existuje tedy prave 5 ireducibilnich polynomii nad Z, stupné nejvyse 3:

v, x4+ 1, 22+ +1, P +ax+1, P+ 41

Uloha 3.6. Porovnejte pomoci inkluze podobory télesa komplexnich ¢isel a ukazte, které z inkluzi
jsou ostré:

(a) Z[VE], Z[V24], Z[V2, V3],
(b) Q[v6], Q[v24], Q[v2, V3],
(c) Z[V2,V3], ZIV2 + V3], Q[v2,V3] a Q[v2 + V3],
Reseni. (a) Protoze v/24 = 2:1/6 a v/6 = v/2-v/3 dostavame inkluze Z[v/24] C Z[v6] C Z[v/2,V/3].

Naopak, rovnice v/6 = a + b - 2¢/6 méa v raciondlnim oboru pouze fesen{ (0, %), tudiz zjistujeme, 7Ze
V6 ¢ Z[\/24]. Protoze jsou prvky 1, v/2, /3, v/6 linedrné nezavislé (ditkaz viz cvicenf 2.17), plat,
7e \/2,7/3 ¢ 7]\/6] a mame ostré inkluze

Z[V24) € ZIV6) € Z[V2, V3]

(b) Stejnéd argumentace jako v (a) ndm tentokrat dava Q[v6] = Q[v24] € Q[v/2,V/3], protoze
V6 = 11/24. Navic i nad raciondlnimi ¢fsly plati, ze v/2,v/3 ¢ Q[v/6], tudiz

Q[v24] = Q[V6] € Q[v2, V3]

(¢) Nejprve si viimneme, ze pokud a = v/2 4 /3, pak

2 2 _
ﬁ:a 5 5-@—2a, \/§:3a—a 5 5-a

proto Q[\/Z \/3] = Q[ﬂ + \/5] Navic snadno nahlédneme Z[\/ﬁ, \/§] ={a+ bv2 + /3 + dvV6 |

a,b,c,d € 7}, kde inkluze C plyne z uzavienosti mnoziny vpravo na operace, a inkluzi dostavame
z rovnosti V6 = v/2 - V3. Z linedrn{ nezavislosti 1, v/2, v/3, v/6 potom plyne, ze % ¢ Z[v2,V3].

Tedy vidime, ze
' ZWVE 3 € 23,3 € QIVE, V3] = QIVE + V3]

a zbyvé si rozmyslet, ze napiitklad v/6 ¢ Z[\/§ + \/3] Uvazime nejprve pro libovolné i = 0,1,
k=0,1,... aa,b,c,d € Z, ze pokud

a+bV2+evV3+dvVe = (V2+ V3 = (V2 4+ V3) (V2 + V3))F = (V2 + V3)'(5 + 2V6)",

pak je d vidy sudé, coz znamend, ze pro kazdy prvek a + bv/2 + ¢v/3 4+ dv6 € Z[\/ﬁ + \/5] je d
nutné sudé, tudiz v6 ¢ Z[v/2 + /3. Zjistili jsme, ze

ZIV2 + 3] € ZIV2,v3] € QV2,V3] = Q[V2 + V3.

A ted néco pro zlepSeni nalady:

Uloha 3.7. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy nad Z, stupné 4.



Reseni. Vyuzijeme zjistén{ , kde jsme nahlédli, Ze nerozlozitelny polynom nutné obsahuje abso-
lutni ¢lenem 1 a lichy pocet nenulovych monomu a navic si vSimneme, ze nesmi byt sou¢inem dvou
ireducibilnich polynomi stupné 2. Protoze 22+ +1 je jediny ireducibilni polynom stupné 2, jediny
rozlozitelny polynom stupné 4 spliujici predchozi dvé podminky je polynom z'+2?+1 = 22 +x+1).
Tedy polynomy x*+z+1, 2* +23+1, 2* + 23+ 2% + 2+ 1 jsou pravé véechny ireducibiln{ polynomy
stupné 4 nad Z,.

Uloha 3.8. Dokaite, 7e pro kazdé t € Q a f(z) € Q[x] plati, ze je f(x) ireducibilni v Q[z], prave
kdyz je f(x +t) ireducibilni v Q[z].

Reseni. Nejprve si véimneme, Ze pro libovolnou trojici polynomii a, b, s € Q[z] plati pro substituci
s za neznamou x do polynomu a, b, ze (a-b)(s) = a(s) - b(s). Navic jsou-li polynomy a, s nenulové,
pak deg(a(s)) = deg(a) - deg(s).

Je-li tedy polynom f rozlozitelny, existuji polynomy a,b € Q[z] kladného stupné, pro néz f = a- b,
proto

flz—t)=alx —1t)-b(x—1t), kde deg(a(z —1t)) =deg(a) >0, deg(b(z —1t)) = deg(b) > 0,

tedy polynom f(x — t) je rozlozitelny. Naopak, je-li f(x — t) rozlozitelny, existuji ¢,d € Q[z]
kladného stupné pro néz f(z —t) = c¢-d, a tudiz

f=f((z+t)—t)=c(zx+t)-dlx+t) pro deg(c(x+1)) = deg(c) >0, deg(d(z+1)) = deg(d) > 0.
Dokazali jsme obménu pozadované ekvivalence.

Uloha 3.9. Najdéte nenulovy polynom f € Z[z| co nejmenstho stupné takovy, ze ¢isla 1 a i jsou
jeho kofenem a f(3) = f(4).

Reseni. Protoze f(i) = 0, plyne z tivahy fesen{ ze 224+ 1 = (x +1)(x — 1) je ireducibiln{ faktor
hledaného polynomu f v R[x], a protoZe je vedouci koeficient 2?+1 invertibiln{ v Z, jedna se o faktor
f v oboru Z[z]. Podobné (x — 1) déli polynom f, nebot 1 je jeho kotenem. Proto g = (z —1)(x?+1)
déli polynom f a zkusime najit takovy celo¢iselny linedrni polynom az + b, aby f = (ax + b)g a
platilo posledni podminka f(3) = f(4):

60a + 20b = 20(3a + b) = (3a + b)g(3) = £(3) = (4a + b)g(4) = 51(4a + b) = 204a + 51b,

Odtud dostavame linedrni rovnici 144a 4 31b = 0, ktera mé celociselné feseni naptiklad a = —31,
b = 144. Nyni zbyva dopocitat:

f=(-3lz+144)(x—1)(2*+1) = (=312* + 1752 —144)(2*+1) = —312* +1752° —1752% + 1750 —144.

Uloha 3.10. Je-li p prvocislo a 7 = Zy \ {0}, dokazte, ze v oboru Z,[z] plati

(a) x —j deli P~ — 1 pro kazdé j € Zj,
(b) o7 — 1 = [Tjens (e — ).

Reseni. (a) Nechf j € Zy. 7 malé Fermatovy véty vime, ze j#~' =1 (mod p), proto je j kofenem
polynomu 2P~! — 1, coz podle tvrzeni 3.3 z prednasky znamena, ze (x — j) | P! — 1.

(b) Vyuzijeme toho, ze jsme si v (a) uvédomili, ze vSechna j € Zj jsou koteny polynomu e |
a okamzité vidime, ze vSechna j € Z; jsou i kofenem polynomu [] jezs (x — j). Oba polynomy jsou
stupné p — 1 a maji stejny vedouci koeficient 1, proto je jejich rozdil polynom stupné mensiho nez
p — 1, ktery ma p — 1 ruznych kotentu. Podle véty 3.4 se nutné jedna o nulovy polynom a tudiz
aPt— 1= HjeZ;(x —J)-



Uloha 3.11* Nechf jsou p, g dvé ruznd lichd prvocisla.

(a) Dokazte, ze ma polynom z* + 3z% + 2z v okruhu Z,, pravé 9 korent.
(b) Rozhodnéte, zda existuji a, b € Z,,, aby mél polynom x? +ax+b v okruhu Z,, pravé 3 koreny.

Reseni. (a) Nejprve si viimneme, ze f = 2% + 322 4 22 = z(2 + 1)(x + 2), tedy pro polynom plati,
ze ma v Z, i Z, prave koteny 0,—1,—2. Protoze p,q > 2 jedna se v obou piipadech o tfi ruzné
koreny a pomoci kongruenci muzeme pozorovani zapsat ve tvaru

=a (mod

f(&)=0 (modp) & f(§)=0 (mod q) < Ja,b e {0,—1,—2}: § ( P)

£=b (mod q)
Nyni ndm Cinskd véta o zbytcich zarucuje pro kazdou volbu a,b € {0, —1, —2} existenci prave
jednoho & € Z,, spliujictho kongruence vpravo, z nichz kazdé je pravé jednim z kofent polynomu
f v Zy,. Protoze dvojic a,b mdme 3% = 9, ovéfili jsme, Ze polynom f mé pravé 9 ruznych kofent.
(b) Takova a,b € Z,, neexistuji. Pfedchozi ivaha nam fikd, ze by polynom musel mit napiiklad v
télese Z, 3 kofeny (a v tom druhém Z, pak jeden), coz pro kvadraticky polynom nad télesem neni
mozné.
Uloha 3.12. Najdéte polynom f € Zys[z] stupné 3, ktery mé aspoii 9 riiznych kofenil v okruhu
215.

Reseni. Muzeme vyuzit predchozi tlohu, kterd ifkd, Ze pozadované vlastnosti ma pro p = 3, a
q = 5 polynom 23 + 3z% + 22 nebo muzeme zvolit napifklad polynom z(x + 2)(z + 4) a obdobnou
argumentaci ukazat, ze ma rovnéz 9 korenu.

Uloha 3.13. Bud 7 téleso, f € Tly|l a h € T[z,y]. Dokazte, ze (x — f) | h v T'[z,y| pravé tehdy,
kdy h(f,y) = 0.

Reseni. Diky distributivité nasobeni vime, ze (T[x])[y] = T|z,y] = (T[y])[z]. Na h se staci divat
jako na polynom v proménné x nad oborem 7T[y| a pouzit Tvrzeni 3.3 ze skript.

Uloha 3.14. Bud u € T kofen polynomu f = Yoo fix' € Tx], jehoz absolutni ¢len je nenulovy.
Vyjéadfete u~! jako linedrni kombinaci mocnin prvku u (s nezdpornym exponentem).

Reseni. Protoze fy = — Son, fiut, stacl rovnost vydélit prvkem fou, kde u # 0 , protoze jde o

- ’ ’ - Y 12 -1 __ -1 n i—1
kofen polynomu s nenulovym absolutnim ¢lenem, ¢imz dostdvame u™"' = —f; > " | fiu'~".

Uloha 3.15. Dokazte, ze ruzné polynomy urc¢uji nad nekonecnym télesem riuznéd polynomidlni
zobrazeni.

Reseni. Jsou-li f,g dva rizné polynomy, pak f — g # 0, a proto ma f — g nejvyse deg(f — g)
korenu. Uvazované téleso je nekonecné, proto urcité existuje jeho prvek a, ktery neni kofenem f—g,

tedy (f —g)(a) # 0 a f(a) # g(a).
Uloha 3.16. Popiste prvky obortt Q[¢/s] a Q(:/s) pro s € Z\ {0}. Jsou totozné?

Reseni. Q[/s] = Q(/s) = {a + b¥/s + ¢/s | a,b,c € Q}, kazdy polynom p € Q umime vydélit
se zbytkem polynomem z° — s tak, ze p = q(2® — s) + r, kde deg(r) < 3, proto p(/s) = r(/s),
pokud je /s € Q jsou oba obory rovny Q, jinak si v§imnéme, 7Ze x> — s je ireducibilni a diky
Eukleidové algoritmu umime pro kazdy nenulovy polynom r stupné < 3 najit a,b € Q[z], pro néz
ar +b(x* — 5) = 1, tedy a(3/)r({/) =1 a nasli jsme inverzni prvek a(/) € Q[/s] k prvku r(/s).

Uloha 3.17. Dokazte peclivé, ze prvookruh je skutec¢né podokruhem. Co je prvokruhem podokruhu

ZIVT] a QIVT)?



Reseni. Prvokruhem obou podokruhtt Z[v/7] a Q[v/7] je podokruh celych éisel Z.
Uloha 3.18. Rozhodnéte, zda je polynom z* + 22 + 1 ireducibilni v oboru Zs|z].

Reseni. Snadno ovéifme, ze polynom v Zs; nemé kofen, tedy zbyvéd provéfit moznost, zda jde
rozloZit na soucin dvou kvadratickych polynomii. Po chvili litého boje zjistime z* + 22 + 1 =
(1+ x + 2?)(1 + 4z + 2?), tedy polynom nenf ireducibilni.

Uloha 3.19. Najdéte viechny ireducibilni polynomy stupné nejvyse 3 v Zs [z]

Reseni. Postupujeme obdobné jako V, tedy vezmeme vSechny linearni polynomy a déle vybirame
polynomy s nenulovym absolutnim ¢lenem (tedy ty bez kotenu 0), jejichz koten neni 1 ani 2 = —1
(sndze se pocitaji mocniny s dosazenim prvku —1). Dostaneme az na prendsobeni konstantou ze
73 pravé polynomy:

vx+le+2,2°+ 1,02 +o+2,02 +20+2,2° + 20 + 1, 2% + 20 + 2,2 + 22 + 2,
P42+ 1,2+ e+ 2,88+ 4+ 2+ 1,2+ 22+ + 1, 2% + 22 + 22 + 2.
Uloha 3.20. Najdéte v Z[z] ireducibilni polynom, jehoz kofenem je ¢islo a = e™/3,

Reseni. Vime, ze plati a® = —1, tedy a je koFenem polynomu z* + 1, ktery mé ale za kofen i ¢islo
—1, tedy hledanym polynomem z? —z + 1 = (23 + 1)/(z + 1).
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