2 Kongruence a divoka jizda po okruzich

Resen{
Verze ze dne 28. tnora 2024

Cile cvicéeni: Ke zdarnému pocitani kongruenci si osvojime vyuziti Eulerovy véty a naucime se
fesit soustavy linedrnich kongruenci, coz odpovidd nalezeni vzoru v Cinské vété o zbytcich. Poté
uz se vrhneme na abstraktni algebru. Rozmyslime si, jak bezpecné poznat, co je okruhem, oborem,
télesem ¢i jakoukoli jinou algebraickou strukturou, coz je ¢asto nepfijemna a zdlouhava procedura.
Naopak, jakmile se nas nékdo zepta na podstrukturu, pochopime, ze je to duvod k velké radosti,
nebot jde obvykle o mnohem snazsi tikol.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 2.1. Spocitejte (a) 3°" mod 28, (b) posledni cifru éisla 1357246,

Reseni. (a) Protoze ¢(28) = 12, ¢(12) = 4 a dale NSD(3,28) = 1 = NSD(5,12), vyuzijeme
dvakrat Eulerovu vétu, diky niz

357 = g6 med 12 ()44 28)

57 =5"mdd =535 =5 (mod 12).

Dostavame tak, ze ]
3" =3"=27-9=(-1)-9=19 (mod 28).

Tedy 3°" mod 28 = 19.

(b) Vyuzijeme Eulerovu vétu a spocitame kongruenci
1357246 = 76 mod 4 — 72 — 9 (1mod 10),
odkud plyne, Ze posledn{ cifra 1357246 je 9.

Uloha 2.2. Najdéte vSechna x € Z spliujici

(a) =2 (mod 3), =4 (mod 7), =3 (mod ).
(b) 24+ 1=2 (mod 3), 3x+2=3 (mod 4), 4z +3 =2 (mod 5).
(¢) 102 =6 (mod 32), 3z =1 (mod 5)

Reseni. Postupné budeme dosazovat obecné feseni prvnich ¢ — 1 kongruenci do ¢-té kongruence.

(a) Okamzité vidime, ze z = 2 (mod 3) praveé kdyz = = 2+ 3a pro a € Z, proto dosazenim za x do
druhé kongruence dostaneme pomoci ekvivalentnich tprav kongruenci

24+3c=2x=4 (mod7) & 3a=2 (mod7) < a=3 (modT7).

Nyni a = 3+ 7b, a proto x = 2+ 3(3+ 7b)) = 11+ 21b pro libovolné b € Z. Dosazenim vyjadieni x
pomoci b do tfeti kongruence dostaneme

3+5b=114+2lb=2=3 (mod8) < 50=0 (mod8 <« b=0 (mod38),

proto b =8c a x = 11 4+ 21 - 8¢ = 11 + 168c pro libovolné ¢ € Z.



(b) Kongruence nejprve prevedeme na tvar
r=2 (mod3), x=3 (mod4), =1 (mod5)

a pak stejnym postupem jako v (a) spoc¢teme obecné feseni tvaru 11 + 60m pro m € Z.

(c) Nejprve ekvivalentné upravime prvni kongruenci pomoci krdceni modulu a obou stran na tvar
br=3 (mod 16) & x=(-3)-bxa=-9=7 (mod 16).

Druhou kongruenci poté ekvivalentné prevedeme na tvar x = 2 (mod 5) a pak obvyklym postupem
spocitame teseni 7 + 80m pro libovolné m € Z.

Uloha 2.3. Najdéte priklad, na kterém bude vidét nezbytnost predpokladu nesoudélnosti ¢isel m;
v Cinské vété o zbytcich ve skriptech.

- x =0 mod 2
Reseni. Napiiklad soustava kongruenci nema teseni.
r =1mod 4

Uloha 2.4. Uvézime ¢tyTi Sestice:

Z=(Z,+,—,-,0,1) celd ¢isla s obvyklymi operacemi a vybranymi prvky,

Z; = (Zr7,+,—,-,0,1) celd ¢isla modulo 7 s obvyklymi operacemi a prvky,

Z% = (Z* +,—,-,(0,0),(1,1)) dvojice s operacemi a prvky definovanymi po slozkdch na Z

ke, (0 0 (10
M2_<Z7 7+7 77(0 07

01 ) matice 2 x 2 nad Z; s obvyklymi operacemi a prvky .

a) Nacrtnéte dikaz, Ze véechny Sestice tvorf okruh (tj. piesné uved'te, co vechno je tieba ovérit),

(
(b

)

) rozhodnéte, které ze Sestic tvori komutativni okruh,
(c) rozhodnéte, které ze Sestic tvoii obor,
(d) rozhodnéte, které ze Sestic tvori téleso.

Reseni. (a) Musime ovérit kompletni axiomatiku pojmu okruh. Zde je potieba si uvédomit, ze
vSechna + a - predstavuji symboly asociativnich bindrnich operaci, dale, ze + je komutativni, ze 0
(respektive (0,0) nebo (0);;) je neutrdlni prvek operace + a — predstavuje symbol unarni operace
urcujici inverzni (nebo lépe opacny) prvek vzhledem k +. Dale musime ukézat, ze 1 (respektive (1, 1)
nebo Iy) predstavuje neutralni prvek operace - a ze je + vzhledem k - oboustranné distributivni.
Tedy napiiklad pro Sestici Z2 ovéfujeme s vyuzitim znamych vlastnosti operaci v celych éislech pro
viechna (a,b), (c,d), (e, f) € Z*? (a uz nikdy v zivoté to nechceme opakovat):

(a,b) + ((¢,d) + (e, f)) = (a+c+e,b+d+ f) = ((a,b) + (c,d)) + (e, f),
(@) () (e ) = (a-c-e;b-d- ) = ((@,b) - (c,d)) - (e, f

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) = (¢,d) + (a,b), (a,b)+

(a,b) + (—a, —b) = (—a,=b) + (a,b) = (0,0), (a,b)-(1,1) =
(a,0) - ((¢,d) + (e, f)) = (a- (c+e),b-(d+ [)) = ((a,b) -
((c,d) + (e, ) - (a,0) = ((c+€) - a,(d+ [) - b) = ((¢,d) -

(b) Musime zjistit, které z operaci - jsou komutativni, tedy kdy « - 5 = - o pro vSechny dvojice
prvkil o, B daného okruhu, coz nastdva pravé pro Z, Z% a Z;. V.M, napiiklad

(o) 3= )7 ()=o)

~—



(¢) Vybirdme z komutativnich okruhu v (b) ty, pro néz a-b # 0 (kde 0 predstavuje neutralni prvek
operace +) pro viechny dvojice nenulovych prvki a,b, coz splituji okruhy Z a Z;. Naopak v Z?
vidime, ze napiiklad (1,0) - (0,1) = (0, 0), proto nejde o obor.

(d) Nyni uz vybirdme jen z oboru, protoze kazdé téleso podle tvrzeni z predndsky oborem je.
Rozhodujeme otazku, zda je kazdy nenulovy prvek daného oboru invertibilni, coz plati pro Z; a
jde tak o téleso, a neplati pro Z.

Uloha 2.5. Rozhodnéte pro podmnoziny télesa komplexnich &fsel C = (C,+,—,-,0,1):
Ri={a+b/2: a,b€Z}, Ry ={a+bV2+c\V3: a,bccZ},
Rys={a+bv/2: a,b€Q}, Ry={a+by2+cV4: a,b,ceQl.

(a) které ze Sestic R; = (R;,+,—,-,0,1), i =1,...,4, tvoif podokruhy okruhu C,
(b) které z Sestic R1, R2, R tvorii podtélesa télesa C.

Reseni. (a) Tentokrat se na rozdil od tlohy neptame po vlastnostech operaci, ty uz zname,
nebot vime, Ze C piedstavuje téleso. Staéi ndm jen ovéfit, ze oba vyjimeéné prvky 0 a 1 lezi v dané
nosné mnoziné (coz zjevné plati) a pak zbyva zjistit, zda jsou nase mnoziny uzaviené na vsechny
tTi operace.

Vezmeme-li dvojici prvki a; + b;v/2 € Ry pro i = 1,2, pak snadno spocteme, ze
(a1 + bl\/§) + (Clz + b2\/§) = (a1 + CLQ) + (bl + bz)\/§ € Ry,

—(ay + b1\/§) = —a —bhV2 € Ry,
(a1 + bl\/i) . (CLQ —+ bg\/g) = (a1a2 + lebg) + (albg + (lgbl)\/§ c Rl,
proto je Ry podokruhem oboru C.

Obdobné bychom nahlédli, Ze mnozina R, je uzaviend na operaci +, ovéem hodnotu soucinu /2 -
V'3 = /6 nelze vyjadiit ani jako raciondln{ linedrn{ kombinaci éfsel 1, v/2, v/3, protoze jsou hodnoty
1, v2, V3, V6 nad télesem racionalnich éisel linedrné nezavislé (dikaz viz [2.17), tedy v/2-v/3 & Ry,

proto Ry podokruhem neni.

Uzavienost mnoziny R3 na operace se dokaze tuplné stejné jako v pfipadé Ry, proto Rs opét
podokruhem je.

Koneéné uzavienost mnoziny R3 na operace + a — se opét oveéri obdobnym argumentem jako
v pripadé podokruhu R a snadno spocitame soucin prvku (a; +b; V24¢; \3/4_1) (ay + by /24 o \3/4_1) =

(aras + 2b1ca + 2¢1by) + (arby + brag + 20102)\3/5 + (a1co + cras + b1b2)\3/4_1 € Ry,

¢imz jsme dokéazali, ze je R4 podokruhem C.

(b) Protoze jsme zjistili, ze Ry neni podokruh, zbyva rozhodnout, zda pro dané i = 1,3 a vSechny
nenulové prvky z a+bv/2 € R; plati, ze (a+bv/2)~! € R;. Inverzni prvky oviem v C umime spocitat
a vime, ze se musi shodovat s pripadnymi inverznimi prvky podokruhu. Zvolime-li naptiklad prvek
2, pak 271 ¢ Ry, proto Ry netvoif podtéleso. Naopak

1 a—byv2 a b
b 2 -1 == = = J— . 2
(a+ \/_) a+bv2 a?—202  a?—20% a?— 22 V2

Protoze jsou pro kazdou dvojici (a,b) € Q?\ {(0,0)} oba koeficienty —2%—, —’ raciondlni, lez{
inverzni prvek opét v Rj.

Zjistili jsme, ze z prvnich tii Sestic tvori podtéleso pouze obor Rs.

Uloha 2.6. Je-li Z[i] = {a+bi € C: a,be Z} aQli] = {a+bi e C: a,be Q}, ovéite, Ze



(a) Z[i]| = (Z[i],+,—,-,0,1) a Q[i] = (Q[:], +,—, -, 0,1) jsou podokruhy télesa komplexnich ¢isel,
(b) Z[i] je obor a QJi] je téleso,
(c) zobrazeni f(@tael) — aibitaghy 4 axby—a1baj jo dohie definovany izomorfismus podilového télesa

b1+bai b2 +b3 b3+b2
oboru Z[i] na téleso Q[i].

Reseni. (a) Stejné jako v [2.5|stacf ukézat, ze jsou obé mnoziny Z[i] a Q[i] uzaviené na vechny tii
operace, provedme to napifklad pro Z[i], v druhém piipadé by byl dikaz iplné stejny. V zdpisu
muzeme vyuzit ¢asté chdpani operace — jako bindrni prostfednictvim piedpisu a — b = a + (—b)
(uvédomte si, ze misto uzavienosti na operace puvodni operace + a — muzeme ovéfovat uzavienost
na dvojici binarnich operaci 4+ a —). Tedy pro kazdé (a; + agi), (by + bei) € Z[i] dostavame

((11 —+ agi) + (bl + bQZ) = (Cll + bl) + (CLQ + bg)l c Z[Z]
(a1 -+ Clgi) . (bl + bQZ) = (a1b1 — agbg) + (a1b2 + ngl)i c Z[’L]

(b) Protoze z (a) vime, ze jde o podokruhy télesa, mame tim uz dokézano, ze se jednd o obory
integrity, tedy zadné axiomy oboru nebo télesa uz ovérovat nemusime. Zbyva pouze nahlédnout,
ze kazdy inverzni prvek (v télese komplexnich ¢isel) k nenulovému prvku a; + asi € Q[i], kde tedy
ai,a; € Q opét lezi v Qli], coz plati, nebot

N1 a; — agi aq . ag . .
ap +agn) T = = 7 1 € Q.
) =g T g
(c) Nejprve si uvédomime, ze pro kazdé a,b € Z[i] plati f(§) = ‘;%g = %, déle si vsimneme, Ze

obraz f lezi v Q[i] a poté si rozmyslime, Ze je zobrazeni korektné definované. Méjme dvé vyjadient
% = 5 téhoz prvku podilového télesa a vSsimnéme si, potom
a ab cb c
f(g)—gz—a?l—f(a)‘
Ovérili jsme, ze je definice nezavisld na vybéru reprezentantu daného racionalniho ¢isla, a tudiz
korektni.

Zbyvéa nahlédnout, ze f(%) = 0a f(1) = 1 a podobné jako u dukazu korektnosti ovéfit, ze zobrazen{
prenasi operace, tedy ze pro kazdy zlomek %, < z podilového télesa plati

b d
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A na zaveér zaplava iloh pro zabavu i pouceni:

998 998

Uloha 2.7. Spocitejte (a) 100%” mod 39, (b) 100%™ mod 40.

Reseni. (a) Postupujeme podobné jako v(a). Protoze p(39) = 24 a NSD(22,39) = 1, dostaneme
s vyuzitim Eulerovy véty kongruenci:

100%9% = 22(99") mod 24 (1144 39).

Dale pocitame
99% = 3% =3.3"  (mod 24).



Zéklad mocniny a modul jsou soudélné, proto nemuzeme vyuzit Eulerovu vétu ptimo, ale protoze
397 = g9 mod 4 — 31 — 3 (mod 8),

dostavame s vyuzitim vlastnosti kongruenci (konkrétné té, kterd ndm umoznuje vydélit konstantou
modul a obé strany kongruence)

99%=3.3""=3.3=9 (mod 3-38).

Nyn{ zbyv4 naptiklad (ne zas tak moc) hrubou silou spocitat, ze (22%) mod 3 = 1 a tudiz

100" =22 = (22°)*=1=1 (mod 39).
(b) Tentokrat Eulerovu vétu kvuli soudélnosti zékladu modulu vyuzit nemuzeme, ale ani ji nastésti
nepotiebujeme, misto toho si véimneme-li, ze 40 | 1002 | 100%”, a proto 100%™ mod 40 = 0.
Uloha 2.8. Urcete posledn{ dvé cifry ¢isla 99988"" a poslednf tii cifry ¢isla 24919,
Reseni. Stadf si jen véimnout, ze 9992 = (—1)2 = 1 (mod 100), proto

099888""" — ((_1)2)888777/2 = 188877/2 — 4 (mod 100),

Tudiz posledni dvé cifry druhé mocniny jsou 01.

V druhém pifpadu nds zajima hodnota 249 mod 1000. Nejprve spocitdme

249* = (250 — 1)* =250+ (250 —2) +1=62-4-250+ 1 =1 (mod 1000),
proto 249 mod 1000 = 249 a posledni 3 cifry mocniny jsou 249.
Uloha 2.9. Dokaite, ze pro kazdé prvoéislo p # 2 plati p | 1P + 2P + 3P + ... 4 pP.

Reseni. Podle Eulerovy (respektive Malé Fermatovy) véty pro kazdé i = 1,...,p — 1 plati, ze
i? =1 (mod p), proto

(p—1)

P+ 43P+ 4pP=1+2+43+...+p-1+0="2 ;=0 (modp),

nebot p je liché prvocislo, p%l je prirozené a tudiz p deli ¢islo 2 b 3 Oy

Uloha 2.10. Dokazte, ze

(a) 13 deli 23%2 4 2933 + 363,
(b) 9| 4™+ 6n — 1 pro kazdé n ptirozené.

Reseni. (a) Pomoci moduldrni aritmetiky, resp. Eulerovy véty zjistime, ze plati 232 = 9 (mod 13),
293 =1 (mod 13), 363* = 3 (mod 13) a soucet je tedy modulo 13 roven 0.

(b) Dokézeme indukei dle n. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati.

Plati-li tvrzeni pro n > 1, pak 4" =1 — 6n (mod 9), proto
4" L 6n+1)—1=4-4")+6n+5=4-(1—-6n)+6n+5=—-18n+9=0 (mod 9)

Uloha 2.11. Najdéte viechna x € Z spliujici 26°z = 16 (mod 11).



Reseni. Nejprve pomoci Eulerovy véty spocitdme
26° =4°=20=209 =1 (mod 11),

Nyni snadno vyfesime ekvivalentni kongruenci z = 5 (mod 11) a snadno uréime vsechna feseni
54 11k pro libovolné k € Z.

§ 13z =15 d 27
Uloha 2.12. Najdéte vsechna x € Z, pro ktera plati ¢ (mo )
2z =1 (mod 3).

Reseni. Z prvni kongruence plyne, ze 2 = 0 (mod 3), zatfmco druhd ks, ze 2 = 2 (mod 3), proto
je mnozina teSeni prazdné.

Uloha 2.13. Najdéte vSechna x € Z splinujici

—~
5
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1 (mod 3), z?>=1 (mod 7).
(b) 22 = —1 (mod 66).
(c) 22 = —1 (mod 65).

Reseni. (a) Z prvniho cvicéen{ vime, Ze rovnice z> = 1 (mod p) mé pro prvocislo p feSeni pravé
+1+k-ppro k € Z. Dostaneme 4 mozné soustavy (kombinace) linedrnich kongruenci, které vyfesime
stejnym postupem jako v tloze [2.2] a dostaneme tak mnozinu vsech resenf

{1+2Im |meZu{8+2lm|meZ}U{13+2lm|m e Z} U{20+21m | m € Z}.

(b) Protoze feseni kongruence 2 = —1 (mod 66) by fesilo i kongruenci 2 = —1 (mod 3), kterd
zjevné zadné feSeni nema. Je mnozina vSech feseni nasi kongruence prazdna.

2?2 = —1 (mod 5)
2> = —1 (mod 13)
pocitdnim v télesech Zs a Z3, tedy x = £2 (mod 5) a z = £5 (mod 13) a poté opétovnym
pouzitim Cinské vétu o zbytcich dostaneme mnozinu vsech feseni

(c¢) Nejprve vytesime soustavu kongruenci , coz lze provést hrubou silou

{8+65m | meZ}U{—8+65m |meZ}U{I8+65m|meZ}U{—18+65m|m e Z}.

3* =1 (mod 13)

Uloha 2.14. Najdéte vSechna x € Z, pro ktera plati
3x =1 (mod 13).

Reseni. 7 druhé kongruence dostdavame vyjadieni z = 9 + 13a, kterd kdyz dosadime do druhé
kongruence a vyuzijeme Eulerovu vétu, dostaneme

3T = 3(9+13a) mod 12 — 3(9+a) mod 12 1 (mod 13)
Vsimneme-li si, ze 3' = 1 (mod 13) = 1, pravé kdyz 3 | 4, pak fesime kongruenci 9+a = 0 (mod 3).
Tudiz a = 3k a obecné teseni je tvaru 9 + 39k pro k € Z.
Uloha 2.15. Najdéte vechna z,y € Z splitujicf 2° +z +zy =1 (mod 7).

Reseni. Pro = 0 (mod 7) zfejmé rovnice zadné fesenf nemd a pokud z # 0 (mod 7) plati podle
Eulerovy véty, ze % = 1 (mod 7). Tudiz se kongruence redukuje na z(1 +y) = 0 (mod 7), coz je
diky tomu, Ze 7 je prvocislo ekvivalentni podmince x = 0 (mod 7) nebo y = 6 (mod 7), a proto
méame Feseni pravé proxz %0, y =6 (mod 7).

Uloha 2.16. Najdéte viechna z € {0,1,...,76} splijici 22 + 8z = 62 (mod 77).



Reseni. Pievedme na 22 +8x + 15 = (x4 3)(z+5) =0 (mod 77), pomoci Cinské véty o zbytcich
vyreSime modulo 7, resp. 11 ¢tyfi mozné pripady a zvedneme zpét modulo 77 a dostaneme feSeni
30,39, 72,74.

Uloha 2.17* Dokazte, ze je étvetice prvki 1, v/2, v/3, v/6 linedrné nezavislé ve vektorovém prostoru
komplexnich ¢isel nad télesem racionalnich cisel.

Reseni. Tvrzeni dokdzeme sporem. Existuje-li néjaka netrivialni racionalni linedrni kombinace
¢isel 1, v/2, v/3, V6, jejimz vysledkem je nula, pak existuje netrividlni celoéiselnd linedrni kombi-
nace (rovnost vynasobime spoleé¢nym jmenovatelem vsech zlomku), jejiz ¢tvefice koeficientu neméa
zddného netrividlniho spole¢ného délitele (celou rovnost vydélime nejvétsim spoleénym délitelem
viech koeficient1). NapiSeme si ji ve tvaru

a+bvV2=cvV3+dvV6=V3(c+dV2),

pro a,b,c,d € Z a NSD(a, b, ¢,d) = 1. Umocnime-li rovnost na druhou, dostaneme:
a? 4 20 4 2abV/2 = 3(? + 2d* + 2cdV/2).

Protoze je v/2 iracionalni, je dvojice 1 a v/2 linedrné nezavisla nad Q a predchozi rovnost ndm tak
srovnanim koeficientu linearnich kombinaci této posloupnosti da dvojici rovnosti:

a® + 2b* = 3(c* + 2d*), 2ab = 6cd.

Z prvni rovnosti plyne, ze 3 | (a* + 20?) a z druhé 3 | ab, a proto 3 | a nebo 3 | b. Pokud 3 | a a
3 | (a®+2b%), plati, ze 3 | 2b* = (a®+2b%)—a?, tedy 3 | b. Podobné, pokud 3 déli b i a?+2b* dostdvame
3 | a, coz znamena, ze 3 déli obé ¢isla a i b. Tudiz 9 | a® + 2b* = 3(c* + 2d?) a 9 | ab = 3cd, a tudiz
3| (¢* +2d?) a 3 | cd. Nyni opakovanym argumentem jako pro a, b dostavame, ze 3 déli rovnéz obé
hodnoty c i d. Nasli jsme spolecny délitel 3 ¢tvetice a, b, ¢, d, coz je spor s jejich nesoudélnosti.

Uloha 2.18* Ovéite, ze Ry z tvori podtéleso télesa C.

Reseni. Postupujeme jako v a hledany inverzni prvek vyjadiime jako feseni nehomogenni
soustavy linearnich rovnic s koeficienty v QQ, o niz si linearné algebraickymi prostiredky uvédomime,
Ze ma teseni.

Uloha 2.19. Rozhodnéte, zda mnoziny S; = {a +b¥/2 : a,b € Z} a So{a+b( : a,b € Z}, kde
¢ = €™/ tvoii nosné mnoziny podokruhii télesa komplexnich éisel (C,+, —, -, 0,1).

Reseni. Snadno si rozmyslime, ze v/2 - v/2 = /4 ¢ S) aze ™. emt = T2 = j ¢ Gy tedy
mnoziny nejsou uzaviené na nasobeni a nemuze se tak jednat o nosné mnoziny podokruhu.

Uloha 2.207 Jestlize alespoii dvouprvkovou mnozinu X oznacime P(X)={Y :Y C X} apro
kazdé A,B € P(X) je AAB = (AU B) \ (AN B) (tedy A je operace symetrické diference) a
—A = A, rozhodnéte, zda Sestice (P(X), A, —,N,0, X) tvoi{ komutativni okruh nebo obor.

Reseni. Po ovéfeni axiomi zjistime, ze se jednd o komutativni okruh. Pokud zvolime jednoprvkovou
mnozinu A = {a} a polozime B = X \ A, pak AN B =0, ackoli A # () # B, proto nejde o obor.
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