2 Kongruence a divoka jizda po okruzich

Zadani
Verze ze dne 27. tinora 2024

Cile cviceni: Ke zdarnému pocitani kongruenci si osvojime vyuziti Eulerovy véty a naucime se
fesit soustavy linedrnich kongruenci, coz odpovida nalezeni vzoru v Cinské vété o zbyteich. Poté
uz se vrhneme na abstraktni algebru. Rozmyslime si, jak bezpecné poznat, co je okruhem, oborem,
télesem c¢i jakoukoli jinou algebraickou strukturou, coz je ¢asto neptijemna a zdlouhava procedura.
Naopak, jakmile se nas nékdo zepta na podstrukturu, pochopime, ze je to duvod k velké radosti,
nebot jde obvykle o mnohem snazsi tikol.

['Jlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 2.1. Spocitejte (a) 3°" mod 28, (b) posledni cifru éfsla 1357246,
Uloha 2.2. Najdéte vSechna x € Z spliujici

(a) x=2 (mod 3), x=4 (mod 7), x =3 (mod 8).
(b) 24+ 1=2 (mod 3), 3x+2=3 (mod 4), 4z +3 =2 (mod 5).

(¢) 102 =6 (mod 32), 3z =1 (mod 5)

Uloha 2.3. Najdéte ptiklad, na kterém bude vidét nezbytnost predpokladu nesoudélnosti ¢isel m;
v Cinské vété o zbytcich ve skriptech.

Uloha 2.4. Uvézime ctyti Sestice:

Z=(Z,+,—,-,0,1) celd ¢isla s obvyklymi operacemi a vybranymi prvky,

Z; = (Z7,+,—,-,0,1) celd ¢isla modulo 7 s obvyklymi operacemi a prvky,

Z% = (Z* +,—,-,(0,0),(1,1)) dvojice s operacemi a prvky definovanymi po slozkdch na Z

My = (232 +,—, -, (8 8) , ((1) (1)>) matice 2 x 2 nad Z; s obvyklymi operacemi a prvky .

a) Nacrtnéte dikaz, Ze véechny Sestice tvorf okruh (tj. piesné uved'te, co vechno je tieba ovérit),

(a)
(b) rozhodnéte, které ze Sestic tvoii komutativni okruh,
(c) rozhodnéte, které ze Sestic tvoii obor,

)

(d) rozhodnéte, které ze Sestic tvori téleso.
Uloha 2.5. Rozhodnéte pro podmnoziny télesa komplexnich &fsel C = (C,+,—,-,0,1):
Ri={a+b/2: a,b€Z}, Ro={a+b/24+¢cV3: a,bceZ},
Rs={a+b/2: a,b€Q}, Ry={a+bV/2+cV4: a,becQ}.

(a) které ze Sestic R; = (R;,+,—,-,0,1),i=1,...,4, tvoii podokruhy okruhu C,

(b) které z Sestic Ry, Ra, R3 tvoii podtélesa télesa C.

Uloha 2.6. Je-li Z[i] = {a+bi € C: a,be Z} aQli] = {a+bi € C: a,be Q}, ovéite, ze



(a) Z[i]| = (Z[i],+,—,-,0,1) a Q[i] = (Q[:], +,—, -, 0,1) jsou podokruhy télesa komplexnich ¢isel,

(b) Z[i] je obor integrity a Q[i] je téleso,
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(c) zobrazeni f(75%) = b T S e dobte definovany izomorfismus podilového télesa

oboru Z[i] na téleso Q[i].

A na zaveér zaplava iloh pro zabavu i pouceni:
Uloha 2.7. Spocitejte (a) 100%” mod 39, (b) 100%™ mod 40.
Uloha 2.8. Urcete posledni dvé cifry &fsla 99988"" a posledn{ tii cifry ¢isla 24919
Uloha 2.9. Dokaite, ze pro kazdé prvocislo p # 2 plati p | 1P + 2P + 3P 4 ... + pP.
Uloha 2.10. Dokazte, ze

(a) 13 dalf 2332 + 2933 + 3634,

(b) 9| 4™+ 6n — 1 pro kazdé n piirozené.
Uloha 2.11. Najdéte viechna z € Z spliujici 26°z = 16 (mod 11).

13z = 15 (mod 27)

Uloha 2.12. Najdéte vSechna x € Z, pro ktera plati
2x =1 (mod 3).

Uloha 2.13. Najdéte vSechna x € Z splnujici
=1 (mod 3), z2=1 (mod 7).

—1 (mod 66).

(c) 22 = —1 (mod 65).

3* =1 (mod 13)

Uloha 2.14. Najdéte vsechna x € Z, pro kterad plati
3z =1 (mod 13).

Uloha 2.15. Najdéte viechna z,y € Z spliujici 2% +z + 2y =1 (mod 7).
Uloha 2.16. Najdéte viechna z € {0,1,...,76} spliujici 22 + 8z = 62 (mod 77).
Uloha 2.17* Ovéite, 7e Ry z tvori podtéleso télesa C.

Uloha 2.18. Rozhodnéte, zda mnoziny S; = {a +0¥/2 : a,b € Z} a Sof{a+bC : a,b € Z}, kde

¢ = e™/*, tvoii nosné mnoziny podokruht télesa komplexnich ¢isel (C, +, —, -, 0, 1).

Uloha 2.19* Jestlize alesponn dvouprvkovou mmnozinu X oznaéime P(X) = {Y : Y C X}
AN, —,N,0,X) a pro kazdé A,B € P(X) je AAB = (AU B) \ (AN B) (tedy A je operace sy-
metrické diference) a —A = A, rozhdonéte, zda Sestice (P(X), A, —,N,0, X) tvori komutativni
okruh nebo obor.
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