1 Nasi novi kamaradi: Eukleidés, Bézout a Euler

Resgent
Verze ze dne 21. tnora 2024

Cile cviceni: Dikladné si procvicime Eukleiduv algoritmus nad celymi ¢isly, zejména si uvédomi-
me, zZe s jeho pomoci umime pocitat inverzni prvky v koneénym télesech a také nékteré kongruence.
Na zavér se naucime vzorecek pro vypocet Eulerovy funkce.

I:Tlohy, které bychom urcité méli umét resit:

Nejprve pripomenme rozsireny Eukleidiv algoritmus hledani nejvétsiho spolecného délitele priroze-
nych ¢isel ag a ay: Polozime (ug,vo) = (1,0), (u1,v1) = (0,1) ai =1 a pak dokud a; > 0 pocitime
a;iv1 = (a;—1) mod a;, q; := (a;—1)diva; a ddle hodnoty (uit1,viy1) = (wi—1, vi—1) — qi(ui,v;) a
i = i+ 1. Vystupem je potom a;—y = NSD(ag,a1) a Bézoutovy koeficienty w;_1,v;_1 spliugici
NSD(CL(), al) = U;—100 + V;—10.

Uloha 1.1. Najdéte NSD(37, 10) a prislusné Bézoutovy koeficienty. Spocitejte 107! v télese Zsy.

Reseni. Nejprve pouzijeme Eukleidiv algoritmus na vstup 37 a 10, v prvnfm sloupci tabulky
uvadime zbytky a v druhém a tretim sloupci mezivysledky pro vypocet Bézoutovych koeficientu:

a; U; (4
371 1 0
101 0 1
71| =3
31—-1| 4
113 |-11
0

Zjistili jsme, ze 1 =3 - 37 — 11 - 10. V télese Zs7, kde pocitame modulo 37 tedy plati
107" =-11=26 (mod 37),
tedy 1071 = 37.
Uloha 1.2. Najdéte NSD(1023,96) a pifslusné Bézoutovy koeficienty.
Reseni. Stejnym postupem jako v spoc¢itame, ze NSD(1023,96) = 3 = (—3) - 1023 + 32 - 96.
Uloha 1.3. Najdéte néjaké celociselné feseni rovnice 1023x + 96y = 18.

Reseni. Staci ndm piendsobit Bézoutovu rovnost z 3 = (—3) - 1023 + 32 - 96 hodnotou 6 = %,
abychom dostali feseni 18 = (—18) - 1023 + 192 - 96.

Uloha 1.4. Najdéte 277! v télese Zy;.
Reseni. Stejné jako v pouzijeme Eukleiduv algoritmus

a; Uy (5
411 1 1 0
271 0 | 1
147 1 | -1
13| —-1] 2
112 |-3
0

Protoze 1 = 2-41 — 3 - 27, dostavame, 7e 27! = —3 = 38 v v télese Zy;.



Pripomenime si, Ze je-li n € N, pak pro celd ¢isla a,b definujeme a = b (mod n) prdve tehdy, kdyz
n | (a—0b). Z prednadsky dobre vime, Ze pro a = b (mod m) a ¢ = d (mod m) plati alc = b1d
(mod m), kde O je nékterd z operaci +,—, - a dokonce a =b (mod m) < ac = be (mod mc), coze
je ekvivalentni ac = be (mod m) za predpokladu, Ze ¢ a m jsou nesoudélnd.

Uloha 1.5. Vyfeste v celych &slech nésledujici kongruence:

a) =2 (mod 8),

(a)

(b) 3z =2 (mod 5),

(¢) 27z =16 (mod 41),
)

(d) 6z =2 (mod 8) (pozor na zménu modulu, kdyz ,délime dvojkou*),

Reseni. (a) Notace znamend, ze hleddme viechna takové z, ze (x) mod 8 = 2, proto miizeme pifmo
napsat obecné teseni x = 2 + 8k pro libovolné k£ € Z.

(b) Vyndsobime-li obé strany kongruence 3z = 2 (mod 5) hodnotou 2 = 37! (mod 5), dostaneme
ekvivalentni kongruenci
r=2-3x=2-2=4 (mod 5).

Nyni tvahou z (a) dostavame obecné feseni tvaru z = 4 + 5k pro k € Z.

(c) Postupujeme jako vyse a vyuZzijeme kongruenci 277! = 38 = —3 (mod 41) spoctenou v tloze
[1.4 Obdobnou tvahou jako v (b) dostaneme

r=38-2Tx=16=(—-3)-16 =—-7=34 (mod 41),

a proto x = 34 + 41k pro k € Z.

(d) Nejprve kongruenci ekvivalentné upravime na 3x = 1 (mod 4), odkud predchozim postupem
snadno obdrzime obecné feseni x = 3 + 4k pro k € Z.

Uloha 1.6. Ukaite, ze n®> = 1 (mod 8) pro kazdé liché n € N.
Reseni. Je-li n = 2k + 1 pro k € N, pak

=0k+1)? =4k +4k+1=4k(k+1)+1=1 (mod 8),
protoze soucin k(k + 1) je sudy.

Uloha 1.7. Urcete hodnotu Eulerovy funkce

(a) ¢(600),
(b) ©(7425) (mohlo by se hodit védét, ze 7425 = 27 - 25 - 11).
Reseni. Stac si vzpomenout na vzorecek pro vypocet hodnoty Eulerovy funkce na zakladé znalosti
prvociselného rozkladu ([T, pi*) = [1,(p: — 1)pii "
(a) p(600) = (23-3-5%)=22-(3—1)-(5—1)5= 160.
(b) ©(7425) = (3% - 5%-11) =2-3%-4-5-10 = 3600.



A ted néco pro zabavu a rozsifeni obzori:

Uloha 1.8. Najdeéte NSD(89, 55) a prislusné Bézoutovy koeficienty. Jak se na vypoctu a vysledku
projevi, ze se jedna o dva po sobé jdouci ¢leny Fibonacciho posloupnosti?

Reseni. Eukleidiiv algoritmus ndm dd 1 = (—21) - 89 + 34 - 55, véimneme si, Ze v jeho pritbéhu
jsou vsechny hodnoty ¢; = 1, posledni dvé nenulové hodnoty a; jsou 2 a 1, proto jsou Bézoutovy
koeficienty az na znaménko rovnéz po sobé jdouci cleny Fibonacciho posloupnosti.

Uloha 1.9. Spoctéte NSD(292 — 1,23 — 1) a pifslusné Bézoutovy koeficienty.

Reseni. Délenf se zbytkem je u nasich ¢isel snadné, pouzijeme tedy standardné Eukleidav algorit-
mus

a; U; Vi

292 111 0

2110 1

230 -1 1 _261 _ 230
1 —2 2624231 41
0

a dostdvdme 1 = (=2) - (292 — 1) + (262 + 231 + 1) - (23* — 1).
Uloha 1.10. Spoctéte NSD(2k +1, 3k +1) a pifslusné Bézoutovy koeficienty v zdvislosti na k € N.

Reseni. Postupujeme opét standardné Eukleidovym algoritmem:

a; U; (%
3k+1] 1|0
2k+1] 0 | 1

k 1 ]-1

1 -2 3

0

atedy 1 =(—2)-(3k+1)+3-(2k+1).

Uloha 1.11. Je mozné uvazovat inverzni prvek a=! také modulo m, které neni prvoéislo? Co tieba
297! nebo 337! v okruhu Zsy? Jak to souvisi s (ne)soudélnosti?

Reseni. Protoze jsou NSD(29, 39) = 1, obvyklym zptsobem spocteme 297! = 35. Naopak 337*
v Zsg neexistuje, protoze NSD(33,39) = 3 > 1. Obecné si muzeme uvédomit, ze a € Z;, pravée
kdyz NSD(a,b) = 1. Zpétnou implikaci dostaneme s vyuzitim Bézoutovych koeficientu, a pokud
¢ = NSD(a,b) > 1, pak pro kazdé celé x mame ¢ | ax, a proto az Z 1 (mod b).

Uloha 1.12. Vyfeste v celych éfslech nésledujici kongruence:
(a) >+ 5z =0 (mod 19),
(b) 22 =1 (mod p) pro p prvocislo,
(cf >+ 10x + 6 =0 (mod 17).
Reseni. (a) Muzeme tilohu nejprve fesit v télese Zjg:
z(z+5) =2 +5r =z(r+5) =0,

coZ znamena, ze v Zig bud x = 0 nebo x = —5 = 14. Odtud dostdvame, 7e z € Z je feseni pravé
kdyz x = 0 nebo z = 14 (mod 19) a mnozinou vsech teseni je {19k | k € Z, yU{14+ 19k | k € Z, }.



(b) Kongruence je ekvivalentni podmince p | 2> —1 = (z+1)(x—1), proto s vyuzitim charakterizace
prvocisel dostavame obecné feseni +1 + kp pro vSechna k € Z.

(c) Staci nahlédnout, ze

(r—1)(z—-6)=2>-Te+6=2>+102+6=0 (mod 17)

a pak postupovat obdobné jako v (a), abychom dostali mnozinu vsech teseni tvaru {1 + 17k | k €

Z,} U{6+17k |k € Z,}.
Uloha 1.13. Najdéte vechna éisla n takovd, ze ¢(n) = 18.

Reseni. Protoze ¢islo 18 = 2-3% musi byt tvaru IL(pi— 1)11);”"_1 pro prvociselny rozklad n = [ [, pi’,
obsahuje prvociselny rozklad n nejvyse dvé ruznd prvocisla a snadnou diskusi zjistime, ze jsou
mozné pouze hodnoty 19, 27 = 32,38 =2-19, 54 = 2 - 33,

Uloha 1.14. Najdéte viechna &sla n > 1 takovd, ze ¢(n) | n

Reseni. Podobné jako v uvazime, ze pro n = [[, p;* z podminky ¢(n) | n plyne, ze pro kazdé
i existuje j, pro néz (p; — 1) | p;. Proto jedind prvocisla v prvoéiselném rozkladu n mohou byt 2 a
Satedyn=2"-3"prok eN, € NuU{0}.

Uloha 1.15. Oznacéme o(n) soucet vsech délitelu prirozeného ¢isla n. Najdéte vzorec pro vypocet
o(n), pokud znate prvociselny rozklad ¢isla n. Inspirujte se dukazem vzorce pro Eulerovu funkci

Reseni* Reseni tieba tady.

Uloha 1.16% Najdéte vechna z,y, 2, w € Z spliujici 2 + 3> + 22 = 15w? (Ndvod: Feste nejprve
kongruenci modulo 8.)

Uloha 1.17¢ Pomoci moduldrn{ aritmetiky odvodte kritéria délitelnosti pro ¢isla 9 a 11.

Uloha 1.18* Ukazte, ze stoleti (pokud se nezméni kalendar) nikdy nebudou zacinat stredou, patkem
ani nedeéli. (1. ledna 2001 bylo pondéli.)
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