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Řešeńı
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Ćıle cvičeńı: Důkladně si procvič́ıme Eukleid̊uv algoritmus nad celými č́ısly, zejména si uvědomı́-
me, že s jeho pomoćı umı́me poč́ıtat inverzńı prvky v konečným tělesech a také některé kongruence.
Na závěr se nauč́ıme vzoreček pro výpočet Eulerovy funkce.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Nejprve připomeňme rozš́ıřený Eukleid̊uv algoritmus hledáńı nejvěťśıho společného dělitele přiroze-
ných č́ısel a0 a a1: Polož́ıme (u0, v0) := (1, 0), (u1, v1) := (0, 1) a i = 1 a pak dokud ai > 0 poč́ıtáme
ai+1 := (ai−1) mod ai, qi := (ai−1)div ai a dále hodnoty (ui+1, vi+1) := (ui−1, vi−1) − qi(ui, vi) a
i = i + 1. Výstupem je potom ai−1 = NSD(a0, a1) a Bézoutovy koeficienty ui−1, vi−1 splňuj́ıćı
NSD(a0, a1) = ui−1a0 + vi−1a1.

Úloha 1.1. Najděte NSD(37, 10) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty. Spoč́ıtejte 10−1 v tělese Z37.

Řešeńı. Nejprve použijeme Eukleid̊uv algoritmus na vstup 37 a 10, v prvńım sloupci tabulky
uvád́ıme zbytky a v druhém a třet́ım sloupci mezivýsledky pro výpočet Bézoutových koeficient̊u:

ai ui vi
37 1 0
10 0 1
7 1 −3
3 −1 4
1 3 −11
0

Zjistili jsme, že 1 = 3 · 37− 11 · 10. V tělese Z37, kde poč́ıtáme modulo 37 tedy plat́ı

10−1 ≡ −11 ≡ 26 (mod 37),

tedy 10−1 = 37.

Úloha 1.2. Najděte NSD(1023, 96) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty.

Řešeńı. Stejným postupem jako v 1.1 spoč́ıtáme, že NSD(1023, 96) = 3 = (−3) · 1023 + 32 · 96.

Úloha 1.3. Najděte nějaké celoč́ıselné řešeńı rovnice 1023x+ 96y = 18.

Řešeńı. Stač́ı nám přenásobit Bézoutovu rovnost z 3 = (−3) · 1023 + 32 · 96 hodnotou 6 = 18
3
,

abychom dostali řešeńı 18 = (−18) · 1023 + 192 · 96.

Úloha 1.4. Najděte 27−1 v tělese Z41.

Řešeńı. Stejně jako v 1.1 použijeme Eukleid̊uv algoritmus

ai ui vi
41 1 0
27 0 1
14 1 −1
13 −1 2
1 2 −3
0

Protože 1 = 2 · 41− 3 · 27, dostáváme, že 27−1 = −3 = 38 v v tělese Z41.



Připomeňme si, že je-li n ∈ N, pak pro celá č́ısla a, b definujeme a ≡ b (mod n) právě tehdy, když
n | (a − b). Z přednášky dobře v́ıme, že pro a ≡ b (mod m) a c ≡ d (mod m) plat́ı a□c ≡ b□d
(mod m), kde □ je některá z operaćı +,−, · a dokonce a ≡ b (mod m) ⇔ ac ≡ bc (mod mc), cože
je ekvivalentńı ac ≡ bc (mod m) za předpokladu, že c a m jsou nesoudělná.

Úloha 1.5. Vyřešte v celých č́ıslech následuj́ıćı kongruence:

(a) x ≡ 2 (mod 8),

(b) 3x ≡ 2 (mod 5),

(c) 27x ≡ 16 (mod 41),

(d) 6x ≡ 2 (mod 8) (pozor na změnu modulu, když
”
děĺıme dvojkou“),

Řešeńı. (a) Notace znamená, že hledáme všechna taková x, že (x) mod 8 = 2, proto můžeme př́ımo
napsat obecné řešeńı x = 2 + 8k pro libovolné k ∈ Z.

(b) Vynásob́ıme-li obě strany kongruence 3x ≡ 2 (mod 5) hodnotou 2 ≡ 3−1 (mod 5), dostaneme
ekvivalentńı kongruenci

x ≡ 2 · 3x ≡ 2 · 2 ≡ 4 (mod 5).

Nyńı úvahou z (a) dostáváme obecné řešeńı tvaru x = 4 + 5k pro k ∈ Z.

(c) Postupujeme jako výše a využijeme kongruenci 27−1 ≡ 38 ≡ −3 (mod 41) spočtenou v úloze
1.4. Obdobnou úvahou jako v (b) dostaneme

x ≡ 38 · 27x ≡ 16 ≡ (−3) · 16 ≡ −7 ≡ 34 (mod 41),

a proto x = 34 + 41k pro k ∈ Z.

(d) Nejprve kongruenci ekvivalentně uprav́ıme na 3x ≡ 1 (mod 4), odkud předchoźım postupem
snadno obdrž́ıme obecné řešeńı x = 3 + 4k pro k ∈ Z.

Úloha 1.6. Ukažte, že n2 ≡ 1 (mod 8) pro každé liché n ∈ N.

Řešeńı. Je-li n = 2k + 1 pro k ∈ N, pak

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 4k(k + 1) + 1 ≡ 1 (mod 8),

protože součin k(k + 1) je sudý.

Úloha 1.7. Určete hodnotu Eulerovy funkce

(a) φ(600),

(b) φ(7425) (mohlo by se hodit vědět, že 7425 = 27 · 25 · 11).

Řešeńı. Stač́ı si vzpomenout na vzoreček pro výpočet hodnoty Eulerovy funkce na základě znalosti
prvoč́ıselného rozkladu φ(

∏
i p

ri
i ) =

∏
i(pi − 1)pri−1

i .

(a) φ(600) = φ(23 · 3 · 52) = 22 · (3− 1) · (5− 1)5 = 160.

(b) φ(7425) = φ(33 · 52 · 11) = 2 · 32 · 4 · 5 · 10 = 3600.



A ted’ něco pro zábavu a rozš́ı̌reńı obzor̊u:

Úloha 1.8. Najděte NSD(89, 55) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty. Jak se na výpočtu a výsledku
projev́ı, že se jedná o dva po sobě jdoućı členy Fibonacciho posloupnosti?

Řešeńı. Eukleid̊uv algoritmus nám dá 1 = (−21) · 89 + 34 · 55, všimneme si, že v jeho pr̊uběhu
jsou všechny hodnoty qi = 1, posledńı dvě nenulové hodnoty ai jsou 2 a 1, proto jsou Bézoutovy
koeficienty až na znaménko rovněž po sobě jdoućı členy Fibonacciho posloupnosti.

Úloha 1.9. Spočtěte NSD(292 − 1, 231 − 1) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty.

Řešeńı. Děleńı se zbytkem je u našich č́ısel snadné, použijeme tedy standardně Eukleid̊uv algorit-
mus

ai ui vi
292 − 1 1 0
231 − 1 0 1
230 − 1 1 −261 − 230

1 −2 262 + 231 + 1
0

a dostáváme 1 = (−2) · (292 − 1) + (262 + 231 + 1) · (231 − 1).

Úloha 1.10. Spočtěte NSD(2k+1, 3k+1) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty v závislosti na k ∈ N.

Řešeńı. Postupujeme opět standardně Eukleidovým algoritmem:

ai ui vi
3k + 1 1 0
2k + 1 0 1

k 1 −1
1 −2 3
0

a tedy 1 = (−2) · (3k + 1) + 3 · (2k + 1).

Úloha 1.11. Je možné uvažovat inverzńı prvek a−1 také modulo m, které neńı prvoč́ıslo? Co třeba
29−1 nebo 33−1 v okruhu Z39? Jak to souviśı s (ne)soudělnost́ı?

Řešeńı. Protože jsou NSD(29, 39) = 1, obvyklým zp̊usobem spočteme 29−1 = 35. Naopak 33−1

v Z39 neexistuje, protože NSD(33, 39) = 3 > 1. Obecně si můžeme uvědomit, že a ∈ Z∗
b , právě

když NSD(a, b) = 1. Zpětnou implikaci dostaneme s využit́ım Bézoutových koeficient̊u, a pokud
c = NSD(a, b) > 1, pak pro každé celé x máme c | ax, a proto ax ̸≡ 1 (mod b).

Úloha 1.12. Vyřešte v celých č́ıslech následuj́ıćı kongruence:

(a) x2 + 5x ≡ 0 (mod 19),

(b) x2 ≡ 1 (mod p) pro p prvoč́ıslo,

(c)⋆ x2 + 10x+ 6 ≡ 0 (mod 17).

Řešeńı. (a) Můžeme úlohu nejprve řešit v tělese Z19:

x(x+ 5) = x2 + 5x = x(x+ 5) = 0,

což znamená, že v Z19 bud’ x = 0 nebo x = −5 = 14. Odtud dostáváme, že x ∈ Z je řešeńı právě
když x ≡ 0 nebo x ≡ 14 (mod 19) a množinou všech řešeńı je {19k | k ∈ Z, }∪{14+19k | k ∈ Z, }.



(b) Kongruence je ekvivalentńı podmı́nce p | x2−1 = (x+1)(x−1), proto s využit́ım charakterizace
prvoč́ısel dostáváme obecné řešeńı ±1 + kp pro všechna k ∈ Z.

(c) Stač́ı nahlédnout, že

(x− 1)(x− 6) ≡ x2 − 7x+ 6 ≡ x2 + 10x+ 6 ≡ 0 (mod 17)

a pak postupovat obdobně jako v (a), abychom dostali množinu všech řešeńı tvaru {1 + 17k | k ∈
Z, } ∪ {6 + 17k | k ∈ Z, }.

Úloha 1.13. Najděte všechna č́ısla n taková, že φ(n) = 18.

Řešeńı. Protože č́ıslo 18 = 2 ·32 muśı být tvaru
∏

i(pi−1)pri−1
i pro prvoč́ıselný rozklad n =

∏
i p

ri
i ,

obsahuje prvoč́ıselný rozklad n nejvýše dvě r̊uzná prvoč́ısla a snadnou diskuśı zjist́ıme, že jsou
možné pouze hodnoty 19, 27 = 33, 38 = 2 · 19, 54 = 2 · 33.

Úloha 1.14. Najděte všechna č́ısla n > 1 taková, že φ(n) | n

Řešeńı. Podobně jako v 1.13 uváž́ıme, že pro n =
∏

i p
ri
i z podmı́nky φ(n) | n plyne, že pro každé

i existuje j, pro něž (pi − 1) | pj. Proto jediná prvoč́ısla v prvoč́ıselném rozkladu n mohou být 2 a
3 a tedy n = 2k · 3l pro k ∈ N, l ∈ N ∪ {0}.

Úloha 1.15. Označme σ(n) součet všech dělitel̊u přirozeného č́ısla n. Najděte vzorec pro výpočet
σ(n), pokud znáte prvoč́ıselný rozklad č́ısla n. Inspirujte se d̊ukazem vzorce pro Eulerovu funkci

Řešeńı.⋆ Řešeńı třeba tady.

Úloha 1.16.⋆ Najděte všechna x, y, z, w ∈ Z splňuj́ıćı x2 + y2 + z2 = 15w2 (Návod: řešte nejprve
kongruenci modulo 8.)

Úloha 1.17.⋆ Pomoćı modulárńı aritmetiky odvod’te kritéria dělitelnosti pro č́ısla 9 a 11.

Úloha 1.18.⋆ Ukažte, že stolet́ı (pokud se nezměńı kalendář) nikdy nebudou zač́ınat středou, pátkem
ani neděĺı. (1. ledna 2001 bylo ponděĺı.)

https://math.stackexchange.com/questions/22721/is-there-a-formula-to-calculate-the-sum-of-all-proper-divisors-of-a-number
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