13. Algebrou za lepsi svét

Minimalni polynomy a télesova rozsireni

1. Naleznéte minimdalni polynomy m, 1 ndsledujicich prvkti @ € S nad T a pfislusné stupné télesovych
rozsiteni T'(a) > T:

. a | s | T | Ma,T | [T(a): T] |

V6 R Q [2* — 6] [4]
—1+474 C Q (22 + 27 + 2] 2]
V2i C Q(3) |22 + 2] [2]

V2 R Q(v2) [2* — V2] 2]
V245 R Q [z* — 1422 + 9] 4]

2 —

vievs | B | awe | s 2
V2+/5 R R [z — V2 — /5] [1]

2. Naleznéte néjaké baze T(a) nad T v predchozim piikladé pro a = —1 + i, resp. v/6, v2 + /5
[vzdy lze vyuzit prvni fadek dikazu Tvrzeni 22.3]
3. Uréete stupeti rozsifeni [Q(+/3) : Q] a naleznéte néjakou bazi Q(+/3) nad Q.
[[Q(V/3) : Q] = 3, baze napt, {1, V3, V9}]

4. P¥ipomefime znadeni ¢, = e2™/"

(a) Spoctéte minimalni polynom mg g pro prvky

(i) ¢ (2% + 2 + 1]

(ii) ¢ [z* + 23 + 2% + 2 + 1; ireducibilita se ovéFi pomoci pi. 16 z patého cvideni, tj. skrze
substituci  — = + 1 a nasledné Eisensteinovym kritériem]|

(i) ¢+ Gt [ 4+ 2% — 22— 1; proprvek (r plati 1+ G+ G+ E+ G+ @+ ¢ =0.

Dal si z rovnosti C; = 1 mizeme vSinout, ze C? = C{l, C? = C;Q a C? = Q;B. Dohromady tedy
T4+ (G 4+ G+ (GG + (G4 ¢3) = 0. Dal si staci viimnout, ze kazdy z prvka ¢8 4 (% jde
vyjadiit jako polynomidlni kombinaci prvku (7 + (71, specialné: (2 + (-2 = (& + ¢ )2 -2, a
G+ =G+ 1)? = 3(¢r+ ¢ 1)- Dohromady dostévame 7 + ¢;1)* + (¢7 + ¢;1)% = 2(Gr +
- 1 — 1 =0. Jen si je potfeba rozmyslet, ze tohle uz opravdu déva minimalni polynom.]
(b) Spoctéte dimenzi a najdéte néjakou bazi vektorového prostoru Q(¢,)g pro n rovno
(i) 5 [4; baze {(¢5)']i=0,...,3}] (i) 6 [2; baze {1,(s}] (iii) 8. [4; baze {((3)'|i=0,...,3}
(ohledné ireducibility polynomu z* + 1 opét viz paté cviceni, pr. 17)]

5. Vite-li, Ze m g5, o = zt — 222 + 9, naleznéte M 54110 (a rozmyslete si, ze je to skutecné on).
[(z—1)*=2(z—1)2+9 = 2% — 423 + 422 + §]

6. Urcete stupen rozsiteni nejmensiho kofenového nadtélesa polynomu x° — 3z + 3 nad télesem Q. [jelikoz
je polynom dle Eisensteinova kritéria nerozlozitelny, je minimalnim polynomem libovolného svého koiene

a, tedy [Q(a) : Q] = 5]

7. Spoctéte stupeti rozsifeni rozkladového nadtélesa polynomu z# + 23 + 222 + 2 +1 nad télesem Q. [Polynom
se rozklada na (22 + 1)(2% + 2 + 1), ma tudiz kofeny +i, £(1+/3i), a tedy jeho rozkladovym nadtélesem
je Q(v/3,1); plati [Q(v/3,1) : Q] = [Q(V/3,1) : Q(4)]- [Q(i) : Q] = 2-2 = 4 (je t¥eba si uvédomit, ze polynom
22 + 2 + 1 je nad Q(i) stale nerozlozitelny)]



8. Spoctéte stupeit rozsiteni [Q(+/3,/3) : QJ. [6; [Q(V/3,v/3) : Q] = [Q(V/3,V3) : @(\ﬁ)} [Q(+V3) : qQ],
druhy ¢initel je zjevné roven dvéma a staci si uvédomit, Ze zadny z kofent polynomu z3 — 3 nelezi v

Q(v3)]
9. Dokazte, ze Q(v/2,V2) = Q(v/2) = Q(v2 + V/2). [Prvni rovnost, konkrétné vztah

,»,2, plyne naptiklad z inkluze ,,C“ a faktu, Ze jde o rozsifeni stejného stupné, coz dokazeme stejné jako
v pfedchozim piikladu. Pro dikaz ,,C“ v druhé rovnosti je mozné spoéitat (nechat si spocitat) mocniny
prvku (v/2 + ¥/2)" pro 0 < i < 5, vysledky zapsat jako vektory v bézi a {W | 0 <i <5} arozhodnout o
jejich linedrni (ne)zévislosti.]

10. Necht a € S je algebraicky nad T (kde T < S) a necht b € S spliluje m, 1(b) = 0. Rozmyslete si, Ze pak
Mg, T = M}, T-

11. Necht T < S jsou télesa takovd, Ze [S : T] je prvoéislo. Dokazte, ze pak S = T(a) pro libovolny prvek
acS\T.

A pro odvazné nekolik zabavnych ptikladiu navic:

12. Naleznéte minimalni polynomy m, r nasledujicich prvki a € S nad T

(a) a=+v?2, S =R, T=0Q(2+V5), [z — V2]

(b) a =13, S =Zs(t), T = Zo(t +t?) (podtéleso Zs(t)). (22 + (2 +t+ D+ (12 + 1)?]
(c) Najdéte minimalni polynom ¢isla cos (%’r) nad racionalnimi ¢isly. [42? + 22 — 1 (Nejprve vyuzijme

Moivreovu vétu cos(5z) = cos®(z) — 10 cos®(z) sin?(x) + 5 cos(z) sin*(z), pak substituce z — 2X a

rozlozme na ¢initele nad R.)]

13. Necht T je téleso a a algebraicky prvek nad T takovy, ze [T(a) : T] je lichy. Dokaite, Ze T(a) = T(a?).

14. Necht a, b jsou algebraické prvky nad T takové, Ze jejich minimalni polynomy mg T, ms T maji nesoudélné
stupné. Dokazte, Ze pak mga T = Mg T(b) @ MbT = MYy T(a)-

15. Kterému znamému okruhu je izomorfni faktorokruh Q[z]/(x? + a), pro

(a) a=2 Q(V=2) = Q(v/20)
(b) a=—4? @ x Q]



