11. Algebrou za piijemnéjsi 11. (i 12.) cviceni

Akce (neboli pusobeni) grupy na mnoziné

Orbity & stabilizatory
1. Uvazujte ptisobeni eukleidovské grupy Es na mnoziné R2.
(a) Kteréa zobrazeni obsahuje podgrupa (Ej), pro dany bod z? [pro = = [0;0] jde o Os; pro obecny bod pak
o rotace se stfedem v z a rotace okolo v x slozené s reflexi okolo osy prochézejici po¢atkem a bodem .]
(b) Urcete, které prvky patii do Rg, kde g # id je

(i) translace (ii) rotace (iii) reflexe. [i. () ii. pocétek iii. body na ose reflexe]

2. Uvazujte pusobeni grupy G = S,, na mnoziné {(a, b) : 1 < a,b < n}, pfi¢emz permutace 7w pusobi po slozkéch,
tj. m((a,b)) = (w(a), 7 (b)).

(a) Kolik ma toto pusobeni orbit a jak jsou velké?
[2 orbity: n(n — 1)-prvkova orbita prvka tvaru (a,b) pro a # b, n-prvkova orbita prvki tvaru (a,a)]
(b) Jak vypadaji stabilizdtory G|y 1), resp. G(1 ) a jaky maji index? Gay={r €S, |m(1) =1} ~§, 1,
G = {reS,|n(l) =1&n(2) =2} ~S,,_2 (pozor, ze jde o izomorfismy, nikoli o rovnosti!)]

3. Uvazujte ptisobeni grupy D92 na mnoziné X vsech nahrdelnikii sestavenych ze 4 zelenych, 4 zlutych a 3 cervenych
kulicek (formélné je X mnozina vSech obarveni vrcholu pravidelného 11-thelnika zadanym zptsobem). Existuje
v X
(a) dvouprvkova (b) ¢tyfprvkova (c) jedenéctiprvkova

orbita? [(a) ne (b) ne (c) ano (Cervené u sebe a po jejich jedné strané dva zelené a dva zluté vzdy u sebe, ne
druhé strané symetricky)]

4. Ukazte, ze konjugaci lze interpretovat jako piisobeni grupy na jeji vlastni nosné mnozin€, kde prvek g pisobi
jako g(x) = gxg~!. Pro grupu S, vypiste orbity a pro kazdou orbitu uréete stabilizdtor né&jakého jejitho prvku.
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Burnsideova véta

5. Pro kazdé n € N urcete, kolika zptisoby lze obarvit stény pravidelného ¢ty¥sténu n barvami (az na orotovani

Ctyfsténu). Predpokladame, Ze «) kazdou sténu barvime celistvé pravé jednou barvou (tedy zadné puntiky ¢i
4 2
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prouzky), ) rtizné stény mohou mit totozné barvy a ) neni nutné pouzit barvy vsecky. 5

6. Détska stavebnice obsahuje 8 ¢ervenych a 8 modrych dilk ve tvaru rovnostranného trojuhelnika. Kolika zptsoby
z nich 1ze sestavit velky rovnostranny trojuhelnik o ¢tyinasobné hrané

(a) az na otoceni? [lz (186)}
(b) aZz na otoceni a pfevraceni podél (nékteré) vysky? [%[(180) + 3[(8) : (j) + (?) : (3) + (i)m

7. Anicka chce pro kazdého ze svych 506 facebookovych ptatel vytvorfit podobny (ale ne stejny) odznacek, rozhodne
se proto pro nasledujici navrh: rozdéli kruh na 12 stejnych vyseci a kazdou vyse¢ obarvi. Kolik minimélné barev
musi pouzit, aby splnila, co si predsevzala, predpokladédme-li, Ze dva odznacky jsou rtizné, nelze-li jeden ziskat

z v ’ , "n1l2 6 49,3 2 | . , , . .
z druhého pootocenim? [pro n barev mame "+ +2n l+22” 2744 rgzngch obarveni, takze alesporn 3




Symetrie geometrickych objektu

8. Popiste prvky grupy rotaci

(a) ¢tyfsténu [Ay] (b) osmisténu [S4] (¢) dvanéctisténu [As]

(peclivé argumentujte, pro¢ jste nasli vSechny rotace) a urcete, kterym znamym grupam jsou izomorfni.

. Pro kazdé n € N najdéte néjakou mnozinu X,, C R? takovou, ze Sym(X,,) ~ Z,,. [mozné piiklady: n = 1 : znak

2 umistény kdekoli v roviné; n = 2 : pismeno T umisténé svislou ¢arou v poc¢atku (pismeno H by ale neproslo);
n = 3 rovnostranny trojuhelnik se stfedem v pocatku, jehoz hrany jsou tvofeny Sipkami sméfujicimi po/proti
sméru hodinovych rucicek (bez Sipek by opét neprosel); neni to ndhodou obecny navod?]

A pro odvazné nékolik zabavnych a zcela dobrovolnych prikladua navic:

10. Uvazujte ptisobeni grupy S, na mnoziné {(ay,...,ax) | 1 < a; < n}, pficemz permutace 7 pusobi po slozkach.

11.

12.

13.

Dokazte, ze pocet orbit je roven poctu ekvivalenci na k-prvkové mnoziné. [Je-li E ekvivalence
na {1...k}, pak pro rozkladovou tiidu prvku [c]; = {c1 < ... < ¢} dejme v prvku (aq,...,a;) na mista s
indexy {ci,...,cpn} €islo ¢1; snadno (haha) se jiz rozmysli, Ze takto je definovana bijekce mezi ekvivalencemi a
orbitami tohoto ptisobeni.]

Uvazujme ptisobeni grupy Az na mnozinu X = {1,2,3,4,5}3, kterézto piisobeni je opét definovano po slozkach,
tj. vztahem
w(k,l,m) = (w(k),n(l),7(m)) pro kazdé 7 € As.

Urcete pocet orbit tohoto piisobeni a néjakou mnozinu reprezentantt téchto orbit.
[5 orbit; reprezentanti napt. (1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3)]

Kolik raznych nahrdelniki lze sestavit ze Sesti ¢ernych a tii zlutych koralkt, pouZijeme-li vzdy vsech devét?
(Pfedpoklddame, ze mame k dispozici potfebné propriety jako siirku apod.) 7]

Uvazujte grupu G fadu p* (p prvoéislo). Dokazte, Ze existuje prvek a € G rizny od jednotky, ktery komutuje se
vSemi ostatnimi prvky. (Navod: pouzijte ptisobeni G na G konjugaci, rozmyslete si, co znamenaji jednoprvkové
orbity a pouzijte stejny trik jako v dikazu Cauchyovy véty.)



