9. Grupy a podgrupy

Grupy

1. Nésledujici z¢asti vyplnéné tabulky zadavaji néjakou binarni grupovou operaci -, tj. v bunice piislusné fadku
x a sloupci y se nachézi = - y. Doplite zbytek tabulky.
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2. Rozhodnéte, zda existuje unarni operace ' a prvek e takové, aby nésledujici ¢tverice byly grupami:

(a) (Q+, 'vlve) (b) (Z’ *7,76) (C) (Q \ {0}7 *7lve)v kde ax b= |(L ’ b|

[(a)ano (b) ne, minus neni asociativni, (c) ne, pro a < 0 by byloa =axe = |a-e| > 0]

Rad prvku v grupé
3. Jaky fad maji nésledujici prvky v danych grupach?

(a) 4al15v Zzs [75 a 5]

(b) 7 Z 4]

(c) 4albvZ [00 a o0]

(d) (1234)(567)(89) v Sg [12]

(e) (1 2 34)(5 6 7)(8 9) \ AQOQO {12}

(f) rotace o 144° v Dy 5]

(g) prvek k v kvaternionové grupé Qs 4]
010 -10 0 1 10 0 0 4

(h) matice [0 0 1], 0 -1 =¥ | (o 1 1]af0 -1 0] vGL3(C) 3, 6, 0o, 8]
1 00 0 § ~1 00 2 1 0 0

(i) dvojice ((123)(45),(1234)) v direktnim souéinu S5 x Sy. [12]

4. Najdéte nejmensi podgrupu Sy, ktera obsahuje prvek m = (12345), tj. (m)s,. Kolik ma prvka?  [cyklicka
pétiprvkové cyklicka grupa generovana prvkem 7 = {id, 7, 7% = (13524), 7% = (14253), 7 = (15432)} ]
Podgrupy a Lagrangeova véta
5. Urcete, v kterych z nasledujicich grup tvori sudé ¢isla podgrupu: Z, Zis, Z1e, L35, Zig-
[Z ano, Zy5 ne, Zis ano, Zi5 ne, Z;4 ne

6. Rozhodnéte, zda (a) {7 € Ay : 72 =1}, (b) {7m € Ay : 7 = 1} tvoii podgrupu grupy A,. Vyieste analogickou
ulohu pro grupu Sy. [(a) v A4 ano, v Sy ne, (b) v A4 ne, v Sy ne]



7. Ukazte, ze plati:

8. Dokazte, ze Doy, = (p,0), kde p je rotace o tthel 27r/n a o je libovolna reflexe.

[Staci se podivat, co dostaneme, kdy# okonjugujeme reflexi rotaci, tj. na pop=!.]

9. Rozhodnéte, zda existuje v grupé Si17 prvek radu

(a) 71 [ne, Lagrange]
(b) 72 [ano, napf. (1...8)(9...17)]
(c) 80. [ne, pro disjunktni cykly délek n; s NSN(n; | i < k) =80 je > n; > 17|

10. Bud G grupa 7addu 60, H < G fadu 5 a K < G bud v G indexu 5. Je H N K komutativni?

[ano, podle Lagrangeovy véty jde o jednoprvkovou grupu]
11. Uvazujme grupu (Q, +, —,0). Ukazte, Ze:

(a) zde maji kazdé dvé netrividlni podgrupy netrividlni prunik.

(b) ji nelze nagenerovat jednim prvkem (dokonce ani zddnou koneénou podmnozinou).



