8. Algebrou za symetricky svét

Symetrické polynomy
1. Je polynom (z1 + x2 — x3 — x4)(x1 — T2 + T3 — x4) (1 — T2 — 3 + 4) symetricky?

[ano; stadi si rozmyslet, ze libovolna transpozice dvou proménnych vysledny polynom nezméni (jen prevede
jeden ¢initel ze zadani na druhy), tudiz ani Zddné obecna permutace]

2. Vyjadfete nasledujici symetrické polynomy jako soucet soucinti elementarnich symetrickych polynomu:

(a) 322yz + 3xy?z + 3zy2? [v obou pfipadech postupujme podle Gaussova algoritmu; 3s1 s3]
() 23(y+2) +v3(x + 2) + 23 (z + v). [s2s9 — 282 — 5153, ne tak bolestny postup:
I(f) = 23y = I(s%s3). Viimneme si, Ze:

fi=f=(@?+y*+ 2D (ay +yz+ 22) — (2%yz + zy’z + 2y2?)

s1se = (2% +y2 + 28 (zy + yz + x2) + 2(xy + x2 + y2)?

Takze

fa= fi — 8382 = —(a2yz + wyPz + ayz?) — 2ay +yz + x2)?
= —(8183> — 2(82)2.

a go = s2s2. Nakonec, g3 = go(s153) — 2(s2)? = 5259 — 253 — sys53 a f3 = 0. |

Vietovy vztahy
3. Budte uy,...,u, € C. Ukazte, Ze u? + ... +u2 +up> + ... + U2 € R.

[JelikoZ jsou spolu ¢isla uy a uy konjugovand, je mnozina {u1, 4y, . . ., Uy, Uy, } mnozinou korent realného
polynomu. Pak uz sta¢i vyuzit Dusledek 11.6 ze skript.]
4. Bud f = 2% + 225 + 32 + 323 + 222 + 1 € R[] (polynom, jehoZ koteny, je-li vam Zivot milyj, ani nezkousejte
hledat). Ozna¢me w1, u, us, u4, us, ug € C vechny jeho koreny. Urcete hodnotu ), £ u?uj

[Z#j u?u7 = (u1 4+ ... +up)(urug + uus + ... + Up—1uy) — 327ﬁ<j<k WU, =
st(uty ... up)sa(ur, ... up) — 3s3(ut, ..., up) = —2-3+3-3=3]

5. Bud T téleso a f = Y " ,a;z" polynom z T[z] a ui,...,u, viechny jeho kofeny v néjakém nadtélese.
Vyjadiete soucet tfetich mocnin jeho kofenti u$ + ...+ u3 pomoci koeficientt ag, . . ., an_1. [Plati

(x1+.. . 4x,)3 = > 3+3 Z#j z3x;+6 Zi<j<k x;xjr), a dale taky E#]‘ iz = (v1+. .. +xn)(T122+ 2123+
oot Ty 12)—3 Ei<j<k xjx;x). Tedy dohromady: ), x3 = s}—3s1-89+3s3 = ,(anﬂ >5+3a221 On-2 _ g30n-s ]

an an an

6. Oznacme aq,as, a3 € C kofeny realného polynomu z> — z — 1 a polozme p;, = a’f + 0/5 + oz’?f. Rozmyslete

si, ze {pk}rez je posloupnost redlnych éisel (dokonce celych, jak ukdzete v nasledujicim). Ukazte, Ze tato
posloupnost spliiuje

(a) p-1=—1

(b) po=3

(c) p1=0

(A pr = Pr—2 + Pr—3. (Ndpovéda: miZe pomoci inspirovat se pocitanim ve faktorokruzich.)



Permutaéni grupy

7.

10.

11.

Zapiste nasledujici permutace jako souéin cykld a pro kazdou uréete 72020:

[uvédomme si, ze veledilezitou vlastnosti nezavislych cyklu je, ze spolu komutuji, tj. cica = cacy, coz pro
obecné dvojice cykli, natoz permutaci, neplati]

(a) g = (i ?, 2 ‘11 g) (o = (14)(235), 2920 = (235)]
(b) m, = (43512) [T, = (43512), 72920 = id]
(c) me = (435)(512) [1. = (12435), w2920 = id]

. Budte 7, 7 € S,,. Ukazte, Ze je-li v cyklickém zapisu permutace 7 prvek b hned po prvku a, pak je v cyklickém

zépisu permutace 0 = 777! prvek 7(b) hned po prvku 7(a). (Této operaci se ¥ika konjugace proku © prokem
T a prvek o je pak s prvkem 7 konjugovany.)

. Uréete m,mpm, !, resp. waawgl pro permutace z prikladu 7. [(15243), resp. (23)(451)]

Pro které permutace o na mnoziné {1,2,3,4} plati a0 (123)oa~! = (124)? Je relace ,byt konjugovany s“
ekvivalence? [(34); (1243); (1432); ano]

1 2 3 45
2 3 15 4)

Tvori tato mnozina podgrupu S5? [2- (3), ne|

Urcete pocet prvk mnoziny vsech permutaci v Sj, které jsou konjugované s permutaci (



