7. Algebrou za vice korenu

Faktorokruhy a kofenova/rozkladova nadtélesa

1. Oznaéme okruh T = Z3[a]/(a® + 1).

(a) Je polynom 2 + 1 nad Zs ireducibilni? Co jsou jeho kofeny v T?  [ano, nem4 koien v Zg; 40

(b) Okruh T je pak téleso. Kolikaprvkové? [devitiprvkové]

(c) Spocitejte v télese T'
e 2a+1)+ (200 +2) [a]
. (0 ]
o o ! [2a/]
. (04 1) o+ 2]
e 20 (2a+ 1) [2a + 2]
e ol (a+2) [ + 1]

(d) Vyfteste soustavu linearnich rovnic s matici: <a (j_ 1 o i 1 a;t 1> [[o; o + 2]]

2. Napiste vSechna kofenové a rozkladova nadtélesa nésledujicich polynomi z Q[z]:
(a) 22 —2 [kofenova: Q(v/2) = Q(—v/2), rozkladové: Q(v/2, —v/2) = Q(v/2)]
(b) 3 —22% -2z -3 [kofenova: Q(3) = Q, Q(—3 + 7‘[) Q(-1 - i), rozkladové:
Q(—3 + Lfs i %J) =Q(—5 + %)}
nad télesem Q obsazena v C.

3. Popiste rozkladové nadtéleso polynomu 22 + z + 1 nad Zs a rozlozte v ném dany polynom na linedrni
Cleny. [T~ Zsla]/(a? +a+1),2°+2+1=(z+ (a+1))(z+ a)]
4. Polozme T = Zs[a]/(a*+a3+1). Presvédéte se, ze jde o téleso, a najdéte ireducibilni rozklad polynomu
3+ 1v T[z].
[Polynom zde mé 3 koteny: 1, a® + a a a® 4+ a + 1, tedy se rozklada na souéin kofenovych éinitelt.]
5. V okruhu Zsz[a]/(a* + o 4+ a + 2) najdéte prvek, kter§ nema (multiplikativni) invers.
[napt. oba prvky rozkladu a* +a® + a +2 = (2 + a + a?)(1 + a?)]

6. Dokazte, ze jsou okruhy (ve skutecnosti dokonce télesa) Q[a]/(a® — 2) a Q(+/2) izomorfni (ide4lns
zkonstruujte dosvédcujici izomorfismus). [aa® 4 ba + ¢+ av/4 +by/2 + ¢

Vietovy vztahy
7. Bud f € R[z] polynom stupné n > 1 s kofeny u1, us, . .., u, € C. Ukazte, ze u? +u3 + ... +u2 € R.

[Oznacme f = ag+ a1z + ...+ apz™. Pak z Vietovych vztahtt méame

ud+ud 4. ud =s(ur, . un)? = 289(ur, . up) = (‘”‘—")2 — 2. =2 ]

Qn, Qn,

8. Bud T téleso a f = > " ;ja;2" polynom z T[] a ui,... ,un vSechny jeho kofeny v néjakém nadtélese.
Vyjédiete soudet tfetich mocnin jeho kofenti u$ + ...+ u3 pomoci koeficientt ag, .. .,a,—1. [Mélo by
platit, ze (z1 + ...+ zy,)3 Z1:3+Z7£J3IIJ+Z¢J¢A$11$Aaddl zezija’:r]:(a’1+ -+

Tp)(T122 + X123 + ..+ Tp_1Xy) — 321## ziz;xy. Takze dohromady: ), x =53 — 5189 — 383 =

7(“17,71)3 + An—1  An-2 + 3047,73 }

an an an an




A pro odvazné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnyjch prikladi navic:

9.*

10.*

11.%

12.%

13.*

14.%

15.*

16.*

17.*

V télese Zs[a]/(a® + a + 1) spoctéte

(a) (3% +4a+1)+ (202 +4) [4a]
(b) (3a® +4a+1)-(2a% +4) 3% + 2 + 1]
(c) (202 +4)7! [40? + 4o + 1]
(d) feSeni linedrni rovnice a -z + (a4 1) = a? [@? + a +1]
Napiste tabulky operaci ¢tyfprvkového télesa. [prvky télesa reprezentujeme jako polynomy nad Zs
modulo ireducibilni polynom a? + o + 1
L+ [ o [t [ a Jatif] x JJO[ 1 [ a [a+l]
0 0 1 ! a+1 0 0 0 0 0
1 1 0 a—+1 o 1 0 1 o a+1|]
@ @ a+1 0 1 @ 0 «a a+1 1
a+1|a+1 « 1 0 a+1|0]|a+1 1 «a
Bud T = Zs[a]/(a* + a3 + 1). Najdéte ireducibilni rozklad polynomu 2? — 1 v T'[z]. 23 +1=

(z+D)(z+a®+a+1)(z+a®+ )]

Ovéite, Ze je Za[a]/(a® + a + 1) téleso a najdéte v ném vsechny kotfeny polynomu z” + 1. [kofenem je
kazdy invertibilni prvek (Ize si viimnout, ze " + 1 = (x + 1)(2® + ... + 1), pficem# kofenem druhého
z Cinitelt je ¢islo ¢ prave tehdy, spliuje-li t + ... +¢ 4+ 1 = 0, coz je ekvivalentni ¢(t> + ...+ 1) = 1,
tedy s kazdym kofenem je i jeho invers kofenem a tvaha funguje i naopak)]

Najdéte v télese T = Zs[a]/(a? + 1) prvek u s vlastnosti, Ze kazdy nenulovy prvek télesa T lze napsat
jako mocninu u. [napf. o + 2]

Napiste ireducibilni rozklad polynomu 2® — 1 v T[z], kde T je téleso z predchoziho piikladu. [2° — 1 =
(24 4+1) (2% —1) = (z+1)(2® +222 + 22+ 1) (2?2 + 1) (22— 1) = (z+1)(z3+22% + 22+ 1) (2% + 1) (z+1)(z—1);
kofeny druhého ¢initele jsou av+ 2, + 1, 2 + 1, kofeny tfetiho (pfimo z definice tohoto télesa) «, 2¢/]

Dokazte, Ze existuje izomorfismus mezi okruhy Zs[a]/(a* — 1) a Z2. [pouzijme CVZ pro polynomy a
fakt, ze polynom z* — 1 mé nad Zs ¢ty¥i kofeny 1,2,3,4, tj. je souc¢inem [loez: (x — a)]

Je nasledujici polynom symetricky?
(x1+ o — x3 — 24) (21 — 22 + 23 — x4) (X1 — T2 — T3 + T4)

[ano; staci si rozmyslet, ze libovolna transpozice dvou proménnych vysledny polynom nezméni (jen
prevede jeden ¢initelze zadéni na druhy), tudiz ani zddné obecna permutace]

Vyjadrete nasledujici symetrické polynomy jako soucet soucinii elementarnich symetrickych polynomii:

(a) 3z2yz + 3xy?z + 3zy2? [v obou prfipadech postupujme podle Gaussova algoritmu; 3s; s3]
(b) #3(y+2) + 4 (x + 2) + 2°(z + y). [s1s2 — 253 — s153]



