4. Algebrou za kulatéjsi obory a hranatéjsi rozsireni

Okruhova a télesova rozsifeni

. Popiste prvky uvedenych obort a porovnejte je pomoci inkluze:
(a) ZIVE), ZVA, ZIV2, V3. (b) QIVE), Qv QVE, V3.

[(a) Z[V24] C Z[V6] C Z[v2,V3]. (b) Q[V6] = Q[v24] € Q[v2, V3]
. Jsou obory Q[v2,v3] a Q[v2 + \/§] totozné? A jsou totozné obory Z[v/2,v/3] a Z[v/2 +/3]? [Ano,
polozme a = v/2 + /3, pak /2 = "ZT_S -a — 2a, podobné pro /3.
Ne; stadi ukazat, ze V2 ¢ Z[\@ + \/g} Rozmyslime si, Ze pro a = v/2 + v/3 mame Zla) = {a + ba +
ca’ +da3|a,b,c,d € Z}, zatimeo v2 = 1a3 — Ja € Z[a] ]
. Popiste prvky obortt Q[/s] a Q(/s) pro s € Z \ {0}. Jsou totozné?

[Q[¥/s] = Q(/s) = {a+by/s + c/s | a,b,c € Q}, kazdy polynom
p € Q umime vydélit se zbytkem polynomem z3 — s tak, ze p = q(z® — s) + r, kde deg(r) < 3, proto
p(/s) = r(Y/s), pokud je /s € Q jsou oba obory rovny Q, jinak si vimnéme, 7e > — s je ireducibilni
a diky Eukleidové algoritmu umime pro kazdy nenulovy polynom r stupné < 3 najit a,b € Q|z], pro

néz ar + b(x3 — ) = 1, tedy a(/)r({/) = 1 a nasli jsme inverz a(/) € Q[¢/s] k prvku r(/s).]

Kvadraticka rozsireni celych cisel

. Vydélte v oboru Z[i] se zbytkem ¢islo « ¢islem /3, je-li:
(a) a=5+7i,=3—i (b)a=3+2,8=1+i
[(a) 3 mozné vysledky: a = (1+3i)- S+ (—1—i)=(14+2i)- 8+ (2i) =3i- 5+ (2 —2i)
(b) 4 mozné vysledky: 3+2i=2-+1=3-+(—i)=2—1)-f+i=(3—1)-5—1]
. Pokud umime délit se zbytkem, mizeme provadét Eukleidiav algoritmus (jednoznac¢nost déleni nebyla
nikde potfeba). Naleznéte tedy v Z[i] NSD ¢isel
(a) 3+1i,4+ 2 [1+1] (b) 3+ 6i,12 — 3i [3]
. Délte se zbytkem v oboru Z[v/—2] = Z[v/2i] dvojici (1 + 4v/2i) : (3 + v/2i).
(14 4v/2i) = (3 + V/2i) - (1 + /2i)]

. Najdéte v oboru Z[v/3] nekoneéné mnoho invertibilnich prvki. [Vsimneme si, 7Ze a = 2 + /3 je
invertibilni, jelikoz ma normu 1. Pak prvky a*, k € N jsou také invertibilni a a* # a7, pro k # j.]

. Spoététe NSD(6 — 3/3,3 + v/3) v oboru Z[/3]. [V/3]

Ireducibilni rozklady

. Spoditejte v oboru Z[i] ireducibilni rozklady prvka
(a) 3 (b) 5 (c) 6 (d) 7 (e) 10 — 6i (f) 9+ 3i.

[(2)3=30)5=02+i)(2—1),6=31+4)(1—1i) (c)7=7,10—6i=—(1+1)3(4+1)
(d) 9+ 3i = 3(1+4)(2 —1)]



10.

Spoéitejte v oboru Z[v/—2] = Z[iv/2] ireducibilni rozklady prvki
(a) 2 (b) 3 —iv2 (c) 5—1iVv2
[(a) 2= —(iv/2)? (b) 3—ivV2=3—iv2 (c) 5 —iv2 = —(1 +iv/2)?]

11. Spoditejte v uvedengch oborech ireducibilni rozklady polynomti 2 — 2, resp. z% — 22 — 2:
| | Cle] | Rlz] | Okl | Zl] | Zs[a]
‘ 3 —2 Hfo(T —w'V/2) (x — ¥2)(2% + V2x + V4) ireducibilni (x+1)3 (x +2)(z? + 3z + 4)

a2 2 @t i) — )+ VD@V | @+ D+ v —v2) | @+ De—2) [ @+ 12| @@ +3)@+ 2@+

12.

13.

14.

kde w = e27™i/3,

Naleznéte vSechny ireducibilni polynomy nad Zs stupné nejvyse 4.

[z, z+1, 22 +2+1, 28 +o+ 1, 3 +22+ L2t v+, 2t + 23+ L ot + 23 + 22 + o+ 1)

Dokazte, ze vSechny ireducibilni polynomy v R[z] maji stupen < 2.

[Staci vyuzit faktu, ze realné polynomy lichého stupné maji redlny kofen. Polynomy sudého
stupné sice redlny kofen mit nemusi, ale pokud maji komplexni kofen o € C \ R pak maji za kofen i
a. Souéin (z — a)(x — @) | f v Clz| a zaroven (z — a)(z — &) € R[z].]

Rozhodnéte, zda je pro kazdé a € Q a f(z) € Q[z] pravda, Ze pokud je f(x) ireducibilni v Q[x], pak
je f(z + a) ireducibilni v Q[z]. [Ano.|

A pro odvazné nekolik zabavnych ptikladiu navic:

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Popiste vSechny ireducibilni prvky v oboru Z[i] (viz ptiklad na str. 27 ve skriptech, dopliite dukaz).

Najdéte ireducibilni rozklad polynomu f(x) = 222+ 2x+3 v oborech Q(v/—5)[z] a Z[v/=5][z]. [Béznym
zpusobem najdeme komplexni kofeny polynomu zq 2 = —% + % —5 a ziskdme rozklad f(z) = 2(z —
z1)(x — x2) € Q(v/—5)[z]; v Z[\/—5][z] je tedy nerozlozitelny.]

Spoéitejte v uvedenych oborech ireducibilni rozklady polynomt 2x2 + 2, resp. z° — 2:

| Cle] R[] Za Ziille] |

‘2m2+2 2z +2i)(z —4) | 222 +2 | 2(2®+1) 2(37—|—7Z)(m—7l)‘

‘ 3 —2 viz pt. 11 viz pf. 11 | ireducibilni ireducibilni

Rozhodnéte, zda je polynom z* + 22 + 1 ireducibilni v oboru Zs[z]. [nem4 koten, tedy jedind moznost
je rozklad na soucin dvou kvadratickych; po chvili boje zjistime x* + 22 +1 = (1 4+ 2 +22)(1 +4z +22).

]

Najdéte vSechny ireducibilni polynomy stupné < 3 v Zs[z]. [AZ na prendsobeni konstantou ze Zs|z]
tojsows z,x+1,x+2, 22+ 1,22+ +2,22 4+ 20+ 2,22 + 20+ 1,23 + 20 + 2,23 + 22 + 2,23 + 222 +
Lad+ 2?2+ +2,03+ 22 +22+ 1,23 + 202 + o+ 1,23 + 222 + 20 + 2]

Najdéte v Z[z] ireducibilni polynom, jeho# kofenem je &islo a = e™/3, (22 — 2 + 1; vime, 7e
plati > = —1, tedy a je kofenem polynomu x> + 1, ktery ma ale za kofen i ¢islo —1, tedy hledanym

polynomem (22 + 1) : (z + 1).]

Rozhodnéte, pro ktera s,t € Z plati /s € Z[vt]. Uvazujte s,t takova, Ze nejsou délitelnd étvercem
prvocisla.

U



22.

23.

24.

25.

Dokazte tvrzeni Ptikladu ze str. 31 skript, které v principu fika, ze
kazdé prvocislo p spliujici p = 3 (mod 4) je ireducibilnim prvkem oboru Z][i].
(Napovéda: zkuste sporem uvazovat néjaky rozklad, pak se podivejte na normu, vyuzijte faktu, ze

prvocisla jsou v Z prvoéinitelé, a nakonec si rozmyslete néco o étvercich mod4.)

Bud R podokruh oboru S a uq,...,u, € S. DokaZte, ze

Riui,...,up) = {f(u1,...,un): fER[T1,..., 0]}
Jsou-li to télesa, pak

flug, ... up)

g(ug, ..., up)

R(ui, ..., up) :{ g e Rz, .,z glug, ... uy) 750}

Dokazte, ze algoritmus déleni se zbytkem, ktery jsme délali pro Z[i], funguje také pro Eisensteinova
celé cisla.

Dokazte, ze v oborech Z[v/2] a Z[v/3] lze délit se zbytkem. (Ndvod: Sice schdzi geometrickd predstava,
nicméné funguje podobny algoritmus déleni zaloZeny na zaokrouhlovdni koeficienti podilu. Dikaz od-
hadu normy zbytku je o néco komplikované;si.)



