3. Algebrou za meteorologické jaro

Okruhy, obory a télesa

Definice a priklady

1. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici struktury komutativnim okruhem, oborem nebo télesem (co je nula
a jednotka téchto okruhii?):

(a) mnoZina Z se standardnimi operacemi +, — a s operaci x - y = 0,

[s takto definovanym ndsobenim nemuze existovat jednotka, takze nejde o komutativni okruh]

(b) mnozina Z x Z se standardnimi operacemi +, —, - po slozkach,
[je to komutativni okruh, ale ne obor, naptiklad (0,1) - (1,0) = (0,0)]

(c) sudé cela ¢isla se standardnimi operacemi. [neni to okruh, protoze neobsahuje jednotku]

2. Bud R komutativni okruh a a € R spliujici ™ = 0. Dokazte, Ze je prvek 1 — a invertibilni v R.

; : —1
[Inverznim prvkem je > ", a'.]

3. Bud R komutativni okruh a a € R splijici a® = 0. Dokazte, Ze je prvek 1 + a invertibilni v R.

[Inverznim prvkem je a® —a + 1.

Podokruhy

4. Rozhodnéte, zda nasledujici podmnoziny tvoii podokruh télesa C: {a+bv/2: a,b € Z}, {a+bv2+cV/3 :

a,b,c € Z}. [{a+bv2: a,b€Z} ano, {a+bvV2+cV3: a,b,c € Z} nel

5. Rozhodnéte, zda nasledujici podmnoziny tvoii podtéleso télesa C: {a+bv/2 : a,b € Q}, {a+by/2+cv/4 :

a,b e Q}. [{a+bv2: a,b € Q} ano, {a+bv2+cV/4d: a,be Q} ano]

6. Dokazte peclivé, Ze prvookruh je skuteéné podokruhem. Ktery axiom k tomu vyuzivite zvlast inten-

zivné? [Distributivitu.]
Izomorfismus

7. Ukazte, Ze zobrazeni z ptikladu na str. 18 skript, ktery ukazuje, ze podilové téleso oboru Z[i] = {a+bi |
a,b € Z} lze ztotoznit s télesem Q(i) = {a + bi | a,b € Q}, je opravdu izomorfismus, aneb:
(a) ukazte, Ze jde o homomorfismus (tj. spliiuje definici ze str. 16 skript)
(b) ukazte, Ze je bijektivni.

Napoveda: Pro pocitani muZe pomoci vSimnout si, Ze zobrazeni tak, jak je definovdno, se dd zapsat i

jako f(3) = %’; nezapomerite ovérit, Ze je dobfe definovdno!



Polynomy

Déleni polynomi se zbytkem

8.

9.

10.

Délte se zbytkem polynomy x* + 323 + 422 + x + 3 a 22 + 2 v oborech Z[z] a Zs[z].
[ 22 4+ 3z + 2, zbytek —5x — 1 v Z[z] a 4 v Zs[z]]

Délte se zbytkem polynomy z'0 + 2% + 2" + 2 + 22 + 22 + x a x + 1 v Zo[z].
[ + 25 + 2° + 2% + 1, zbytek 1]

Bud m,n € N. Dokazte, ze ™ — 1 | 2™ — 1 v Z[z| pravé tehdy, kdyz m | n. (Ndvod: délte se zbytkem.)

Koreny a délitelnost

11.

12.

Najdéte polynom f € Z[z] co nejmensiho stupné takovy, Ze ¢isla 1 a i jsou jeho kofenem a f(3) = f(4).
[f = (=3122 + 1752 — 144) (2% + 1)]

Najdéte polynom f € Zjs[x] stupné 3, ktery mé aspon 9 ruznych kofenti v okruhu Z;s.
[Naptiklad x(x + 2)(z +4).]

A pro odvazné neékolik zabavnijch a zcela dobrovolnijch prikladid navic:

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

Bud T téleso, f € T[y] a h € T[x,y]. Dokazte, ze (v — f) | h v T[z,y] pravé tehdy, kdyz h(f,y) = 0.
[Diky distributivité nésobeni vime, ze (T[z])[y] = T[z,y] = (T[y])[x]. Na h se staci divat jako na
polynom v proménné x nad oborem 7[y] a pouzit Tvrzeni 3.3 ze skript.]

Rozhodnéte, zda jsou néasledujici struktury komutativnim okruhem, oborem nebo télesem (co je nula
a jednotka téchto okruhu?):

(a) mnozina R? se standardnimi operacemi +, — po slozkach a se standardnim vektorovym nasobenim
rxy=||z[|-[|y|] - sinb - ng y, [neni ani okruh, nasobeni neni asociativni]

(b) mnozina P(X) = ({Y : Y C X}, A, —,N,0, X) s operacemi symetrické diference A, priniku N a
s od¢itanim —Y =Y, [komutativni okruh s nulou () a jedni¢kou X, neni obor: Y N (XAY) = ()]
(c) (Q*,-, 71, 4+,1), kde Qt = {a € Q:a > 0}. [neni ani okruh, + neni operace na Q]

Bud n charakteristika okruhu R. Je-li n = 0, jeho prvookruh je nekonecny. Je-li n > 0, prvookruh mé
n prvki. Dokazte.

Dokazte, ze komutativita s¢itani plyne z ostatnich axiomd komutativnich okruhi.

Dokazte peclivé, ze prvookruh je skuteéné podokruhem. Ktery axiom k tomu vyuzivate zvlast inten-
zivné? [Distributivitu.|
Rozhodnéte, zda mnoziny {a 4+ b2 : a,b € Z} a {a+ b : a,b € Z}, kde ¢ = ™/*, tvofi podokruh
télesa C. [ne, nejsou uzaviené na nasobeni]
Bud u € T kofen polynomu f = >_"  f;z* € T[z], jehoz absolutni ¢len je nenulovy. Vyjadiete u~!
jako linedrni kombinaci mocnin prvku u (s nezdpornym exponentem). [u™t = —f; ! S fiut

Dokazte, ze rizné polynomy urcuji nad nekoneénym télesem riznd polynomidlni zobrazeni. (Ndvod:
uvazujte rozdil a pocet kofenti.)



