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1. ZACINAME PESTOVAT GRUPY

T&N. G = (G,-,71,1) je grupa, jestlize - je asociativni binarni operace na G, ~! unarni
operace a 1 € GG a pro kazdé a,b € G plati, ze
a-l=1-a=a, a-a'=a'a=1.
Je-1i - komutativni mluvime o abelovské grupé.
|G| je Tad grupy a fadem prvku g € G rozumime nejmensi kladné n, pro néz g" = 1,
nebo oo.

Piiklad 1.1. Znamé (a dilezité) piiklady grup:
(1) (Zv +7 ) 0)7 (Zna +7 ) 0) (Cythké gI'UPY),
(2) (S(X),0,71,id), (Sn,0,71,id) (permutacni grupy),
(3) (GL,(T),-,7', I,,) pro téleso T (grupy reguldrnich matic).

T&N. Necht G; = (G;,-,7%,1) jsou pro i = 1,2 grupy, pak fekneme, 7e je zobrazeni
v : G — G
- homomorfismus, jestlize ¢(a - b) = ¢(a) - ¢(b) pro vSechna a,b € G,
1zomorfismus, je-li ¢ bijektivni homomorfismus,
endomorfismus, je-li ¢ homomorfismus a Gy = G,
automorfismus, je-li p bijektivni endomorfismus.
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Kerp = {g € G| ¢(g9) = 1} se nazyva jadro homomorfismu. Existuje-li mezi grupami
G: a Gy izomorfismus, fikame, ze jsou izomorfni a piseme G; = Gs.
Pozorovani. Necht ¢ : G; — G5 je homomorfismus grup G; = (G;,-,7%,1),i =1, 2.
(1) p(1) =1 a p(at) = (p(a))™" pro kazdé a € Gy
(2) je-li ¢ izomorfismus, pak ¢! je izomorfismus,
(3) zobrazeni idg, a 1 dané vztahem 1(a) = 1 jsou homomorfismy,
(4) zobrazeni v, : G — G; dané vztahem ¢,(h) = g-h- g~ ' je izomorfismus, pro

ktery @D; =1y a1y = id.

T&N. Zobrazeni 1), z pozorovani (4) se nazyva vnitrni automorfismus.
Pro grupu G definujme mnoziny:
End(G) :=={f: G — G| f je endomorfismus},
Aut(G) :={f: G — G| f je automorfismus}
Inn(G) :={f : G — G| f je vnitini automorfismus}.

Poznamka 1.2 (Cayley). Necht G = (G,-,7*, 1) je grupa a L, znadi pro kazdé g € G
zobrazeni urcené pfedpisem L,(h) = gh Vh € G. Pak je zobrazeni L : G — S(G) dané
vztahem L(g) = L, prosty homomorfismus.

T&N. Bud G = (G,-,71,1) grupa a H C G. Rekneme, 7e H je podgrupa G (piSeme
H < G), pokud pro kazdé h, k € H plati

h-keH, h‘teH 1€H.
Jestlize navic ¢,(H) C H pro kazdé hg € G, pak mluvime o normdini podgrupé (piSeme
H<G).
Pozorovani. Kazda podgrupa tvofi s operaci omezenou na svou nosnou mnozinu opét
grupu.
Pozorovani. Je-li ¢ : G; — G5 homomorfismus grup G; = (G;,-,7%,1), i = 1,2, pak
¢(G1) < Gy a Kerp <G
Dusledek 1.3. Kazda koneéna podgrupa je izomorfni podgrupé néjaké koneéné symet-
rické grupy.
T&N. Jelli G = (G,-,7',1) grupa a H, K C G a a € G, definujme mnoZiny

HK ={h-k| he H, ke K},gH ={g}H,Hg = H{g}
a relace rmod H a lmod H na G :
(a,b) €rmod H & a-b' € H
(a,b) €lmod H <= a ' -be H

Pozorovani. Je-li G = (G,-,7',1) grupa a H < G pak
(1) rmod H ilmod H jsou ekvivalence na G,
(2) (a,b) € rmod H < (a™*,b7") € Imod H pro kazdé a,b € G,
(3) [a)rmoa v = Ha a [a|imoa v = aH pro kazdé a € G,
(4) rmod H =1lmod H & H <G < aH = Ha Ya € G.
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Véta 1.4 (Lagrange). Jestlize je H podgrupa grupy G, pak
G| = |H]- |G : H],
kde [G : H] = |G/rmod H| = |G/lmod H|.

Poznamka 1.5 (Zobecnénd Cayleyho véta). Necht G = (G,-,71,1) je grupa, H < G a
I:g znadi pro kazdé g € G zobrazeni urcené predpisem f/g(aH ) =gaH YaH € G/lmod H.
Pak je zobrazeni L : G — S(G/lmod H) dané vztahem L(g) = L, homomorfismus a
plati, ze KerL < H.

2. FAKTORIZOVAT CI NEFAKTORIZOVAT?

Celou piednasku predpokladame, ze G = (G, -, ,1) je grupa.
Ptipomenme, kdy pro H < G splyvaji dvé ekvivalence Imod H a rmod H:

Pozorovani. H <G < rmod H =1lmod H & aH = Ha Va € G.

T&N. Necht H < G.
Ozna¢me mod H :=rmod H =1lmod H a G/H := G/mod H.
Na G/H definujme (faktorové) operace aH -bH = abH a (aH) ™' = a'H pro a,b € G.
Zobrazeni 7y : G — G/H dané piedpisem 7wy (a) = aH je pfirozend projekce.

Pozorovani. Jestlize H < G, pak G/H := (G/H,-,”', H) je grupa s vySe zavedenymi
operacemi a 7y : G — G/H je homomorfismus.

Poznamka 2.1. Necht ~ je ekvivalence na G, H := [l]. a® : G — G/ ~ je dané
7(a) = [a]~ pro viechna a € G. Je-li (G/ ~,-,~', H) grupa, pro niZ je m homomorfismus,
pak H < G a ekvivalence ~ a mod H splyvaji.

T&N. Grupa G se nazyva jednoduchd, mé-li pouze trividlni normalni podgrupy {1} a G.

Priklad 2.2. Priklady jednoduchych grup:
(1) (Z,,+,—,0) pro p prvocislo,
(2) (A,,0,71,id) pro piirozena n # 4 (cviceni),
(3) (nekonecnd) podgrupa A = J,, A, grupy S(N), kde A, chapeme jako podgrupu
S(N) (cvicent).

Pozorovani. Necht S = (5,-,7! 1) je jednoduch4 aspoii dvouprvkova grupaa ¢ : S — G
je homomorfismus. Pak ¢(S) # 1 < Kerp # S < Kerp = {1} & ¢ je prosty.

Poznamka 2.3. Bud G jednoduché grupa a H jeji vlastni podgrupa.

(1) Jestize n = [G : H| < oo, pak existuje prosty homomorfismus G do grupy S,.
(2) Je-li G nekonecnd, pak |G : H| je nekonecny.

Véta 2.4. Necht ¢ : G; — G5 je homomorfismus grup G; = (Gy,+,71,1),i=1,2.
(1)(Véta o homomorfismu) Je-li H < Gy, pak existuje homomorfismus ¢ : G1/H — Go
spliiujici podminku ¢y = ¢ pravé tehdy, kdyz H C Kerp. Navic, jestlize ¢ existuje, je
1 izomorfismus, praveé kdyz ¢ je na a Kerp = H.
(2)(1. véta o izomorfismu) ¢(G4) je podgrupa G, a zobrazeni aKerp — ¢(a) je izo-
morfismus grup G /Kerp a ¢(Gy).
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Véta 2.5. Necht H < Ga N <G.
(1)(2. véta o izomorfismu) Je-li N < H < G,pak H/N <G/NaG/H = (G/N)/(H/N).
(2)(3. véta o izomorfismu) HN < G a zobrazeni a(HNN) — aN je izomorfismus grup
H/(HNN) a HN/N.

Pozorovani. (Aut(G),o,7!,id) je grupa a Inn(G) < Aut(G) < S(G).

T&N. Uvazme grupy indukované grupou G:

- (Aut(G), 0,71, id) je grupa automorfismi,

- (Inn(G), 0,7 ,id) je grupa vnitFnich automorfismii,

- Out(G) := Aut(G)/Inn(G) je grupa vnéjsich automorfismi,

-Z(G) ={a€Glag=ga¥g € G} ={a € G | Y.(g9) = g¥g € G} je centrum grupy
g.

Véta 2.6. Z(G) <G a G/Z(G) = Inn(G).

Priklad 2.7. Priklady center a grup vnitinich automorfismu:
(1) Je-li G abelovska, pak Z(G) = G a Inn(G) = {id},
(2) Je-li G jednoduché neabelovska, pak Z(G) = {1} a Inn(G) = G, tedy Inn(A4,) =
A, pron >4
(3) Z(S,) = {id} a Inn(S,) = S,, pro n > 2,
(4) Z(GLn(T)) = {tI, | t € T*} a Inn(S,) = GLn(T)/Z(GLy(T)) pro téleso T.

3. CESTA DO STREDU GRUPY

Celou prednéasku opét predpokladdme, ze G = (G, -,71, 1) je grupa, ddle, Ze n je pfiro-
zené ¢islo a p prvocislo.

Priklad 3.1 (Geometrické grupy). (1) Pfipomenme, ze afinni bijektivni zobrazeni 7, 4
afinniho prostoru R™ do sebe je jednozna¢né uréeno obrazem a (naptiklad) pocatku 0 a
regularni matici A € GL,(R):
Ta7A(b) = a + Ab.
Mnozina vSech afinnich bijekci A(n,R) = {T, 4 | a € R*",A € GL,(R)} tvoii spolu se
skladanim, inverznim zobrazenim a identitou grupu.
(2) Oznacime-li O, (R) podgrupu vSech ortogonalnich matic grupy GL,(R) a SO, (R) =
{U € O,(R) | det U = 1}, pak

E(n,R) ={T,v | a € R",U € O,(R)},
O(n,R) = {Tow | U € On(R)}, SO(n,R) = {Tow | U € SOA(R)}

jsou postupné mnoziny vSech izometrii (eukleidovskych transformaci), izometrii zachova-
vajicich pocatek a izometrii zachovavajicich pocatek a orientaci a plati

SO(n,R) < O(n,R) < E(n,R) < A(n,R),
O(n,R) = 0,(R),SO(n,R) = SO,(R) a [O(n,R) : SO(n,R)] =2
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T&N. Je-li A, je pravidelny n-tihelnik v eukleidovské roviné R? se stiedem v podatku
0, definujme dihedralni grupu

Doy = {0 € O2,R) | 0(A,) = A} < O(2,R)

Pozorovani. Necht s € Dy, je rotace o thel 27”

mnozina vrchold pravidelného n-thelniku A,,, pak
(1) Dy, = (s,t) = (s) Ut(s) = {t's’ | i =0,1,7=0,...,n— 1},
(2) |Doy| =20, [Day, : (s)] =2 a (s) I Dy,
(3) s" =id =t% tst = s !
(4) zobrazeni 0 — oly je prosty homomorfismus D,,, — S(V)(= S,),
(5) Do, 2 ((12...1n),(2n)3n—1)...) < S,.

at € Dy, osova symetrie A, a V je

Dy, budeme diky (4) a (5) ¢asto ztotoziiovat s prislusnou podgrupou S,,.
Vime, Ze relace < je tranzitivni, coz obecné neplati pro <:

Priklad 3.2. Uvazujme Dg = ((1234), (24)) < S,. Pak
((24)) < ((13),(24)) < Dg, zatimco ((24)) 4 Ds.

Strukturu faktorové grupy néjaké normalni podgrupy N < G tedy nemusi byt vzdy
mozné rozsitit na strukturu faktorové grupy grupy G.

T&N. Necht H < G, fekneme, ze
- H je charakteristickd podgrupa grupy G (H <earG), jestlize o(H) C H Y € Aut(G),
- H je dplné charakteristickd podgrupa grupy G (H<g3G), jestlize p(H) C H Vo €
End(G).

Pozorovani. Uplné charakteristickd podgrupa je nutné charakteristicka a charakteris-
ticka podgrupa je nutné normalni.

Poznamka 3.3. Necht H < K < G a H je charakteristickd podgrupa grupy K.
(1) Jestlize K < G, pak H <G,
(2) jestlize je K charakteristickd podgrupa G, pak H je charakteristickd podgrupa G,
(3) jestlize je K tuplné charakteristickd podgrupa G a H je tuplné charakteristicka
podgrupa grupy K, pak je i H uplné charakteristickd podgrupa G.

Poznamka 3.4. Z(G) je charakteristickd podgrupa grupy G.

T&N. Je-li X mnozina, fikdme akce (pusobeni) grupy G na mnoziné X kazdému homo-
morfismu ¢ : G — S(X), je-li Je-li ¢ prosté mluvime o vérné akci. Pro pevné ¢ a g € G,
x € X piSeme g(x) misto p(g)(z). Akce urcuje ekvivalenci ~ na X danou podminkou
x ~ y, jestlize existuje g € G, pro néz g(x) = y. Pro x € X je [z] = [z]. orbita prvku x
aG,={g€G|g(r) ==z} stabilizator prvku z.

Pozorovani. Mé&jme akci grupy G na mnoziné X anecht x € X, H < Gage€G.
(1) wg(Gx> = Gg(z),
(2) Yy(H) =G, & H=Gy1p) & € 2] H=G,,
(3) G, <GalG: Gl =]l
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S vyuzitim akce grupy Z, cyklickym posunuti slozek na mnoziné

{(90:-- - gp1 € G| []oi = 1}
byla v Algebie 2 dokazana dilezitd véta:
Véta 3.5 (Cauchy). Jestlize p déli fad koneéné grupy G, pak G obsahuje prvek fadu p.
T&N. G se nazjva p-grupa, je-li kazdy jeji prvek fadu p* pro né&jaké nezdporné celé k.
Disledek 3.6. Konecné p-grupa je radu p™ pro néjaké nezaporné celé n.
Priklad 3.7. Homomorfismus ¢ : G — Inn(G) < S(G), ¥(g) = ¢, z 2.6 1ze chapat jako
akci grupy G na mnoziné G, ktera je vérna pravé kdyz Z(G) = Kery = {1}.

T&N. Akce z pfedchoziho piikladu se nazyva akce konjugace a stabilizator C,(G) = G,
nazyva centralizator prvku g € G.

Pozorovani. Pro akci konjugace grupy G a g € G plati, Ze

(1) [g] obsahuje v8echny prvky konjugované s g,

(2) llgll = [G'= Cy(9)],
(3) g€ 2(G) < |lgll = 1.

Véta 3.8. Je-li G konecnd p-grupa a |G| > 1, pak Z(G) # {1}.
Dusledek 3.9. Jestlize |G| = p?, pak je G abelovska.

Disledek 3.10. Konec¢na netrivialni p-grupa je jednoducha, pravé kdyz je radu p.

4. SKLADAME GRUPU: DIREKTNI A SEMIDIREKTNI SOUCIN
Celou ptrednésku predpokladédme, Ze I je neprazdnd (indexovd) mnoZina, a ze pro i € [
gi = (G’M '771 ) 1) a g = (Ga '771 ) 1) jsou grupy.
T&N. Na kartézském soucinu [[,.,G; = {f : I = U,;;Gi | f(i) € G;} definujeme
operace ,,po slozkach”, tj. pro f,g € [[,c; Gs:
(f-9)0) = f0)-9(@), (fFHOH=FO", 1)=1eG Viel
Mnozinu
[1G={re]]G I{iel|fi)+#1} < oo}
el el
budeme nazyvat direktni soucin systému grup (G; | ¢« € I). Pro kazdé j € I ozna¢me
=g, pokudi=7j
=1, pokudi#j Vg€ G
Déle (X) = ({H <G| X C H} znadi podgrupu generovand mnozinou X C G.

1 Gj = [1;e; Gi zobrazeni dané podminkou [1;(g)](¢)

Pozorovani. Pro kazdé j € I plati:
(1) (ILie; Gis -71,1) je grupa a [L;c; Gi jeji normélni podgrupa,
(2) [Lie;Gi =1ic; Gi & {i € I | G # {1}} je konecna,
(3) II;e; Gi je abelovskd < []..; G je abelovska < G jsou abelovské Vi € I,
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(4) p; je prosty homomorfismus a G; = u;(G;)< 1, G,
(5) 13 (G;) N Uiy 1a(Ga)) = {1} a (Ujey 1:(Gi)) = Tier G-
T&N. Grupy z predchoziho pozorovani znacime
ng - (H Gia '7_1 ) 1)7 H gz - (H Gi7 ’7_1 ) 1)
iel iel icl iel
Priklad 4.1. Necht I =N a G; = Z,Vi € N.
Ozna¢me P(N) mnozinu vSech podmnozin N, P_ . (N) mnozinu vSech kone¢nych podm-
nozin N a =+ symetrickou diferenci, tj. A+ B := (AU B) \ (AN B). Potom
[Lien Gi = [ Lien Z2 = nekoneéné posloupnosti prvku Z, = (P(N), +,id, 0),
[Tien Gi = ey Z2 = skoro vude nulové posloupnosti prvkil Z; = (Pcoo(N), +,id, 0),
kde na posloupnostech uvazujeme grupovou operaci definovanou po slozkach.
T&N. Proa,b € G a A, B <G znaCme
[a,b] = aba™ b, [A,B] = {{[a,b]|a € Abe B}),G" =[G, G].
Prvek [a, b] nazyvame komutdtor prvki a,b a podgrupu G’ = [G, G| komutant.

Pozorovani. Pro a,b € G, A,B < G, ¢ € End(G) a NG plati:
(1) [a,b] =1 < ab = ba,
(2) @(la,b]) = [p(a), p(b)], ©([A, B]) € [¢(A), p(B)] a ¢(G') € &,
(3) A< G"a(G/N) =(G'N)/N.
Poznamka 4.2. Necht a € G a N<G.
(1) G’ je tiplné charakteristickd podgrupa G,
(2) [a,g] € N pro vsechna g € G < aN € Z(G/N),
(3) G/N je abelovskd < G' < N,
(4) G/G'" je abelovska.

Poznamka 4.3. Jsou-li H, K<G, pro néz H N K = {1}, pak hk = kh pro vSechna
heHkeK.

Véta 4.4 (Vnitini soucin). Nechf G;<G viechna i € I. Jestlize G; N (U, ,; Gi) = {1}
pro vSechna j € I a ({J,c; Gi) = G, pak je zobrazeni o : [[,.; G; — G dané piedpisem
a(f) = I1i¢yz (i) je izomorfismus.

el

T&N. Systém podgrup z predchozi véty se nazyva (vnitini) direktni rozklad. Pokud
neexistuje zadny direktni rozklad s aspon jednou netrivialni podgrupou G; (tj. takovou,
ze {1} # G; # G) je grupa direktné nerozloZitelnd.

Pozorovani. ((J! ,G;) = G1...G, = {g1...9. | 9; € G;Vi}, jestlize G;<G pro i =
1,...,n

Piiklad 4.5. Zgy = Z, x Zs x Zs podle Cinské véty o zbytcich a zaroven je tedy Zs
vnitinim direktnim soucinem svych podgrup (15), (10) (5):

(15) + (10) + (6) = Zso =[] (0)-

i=15,10,6
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Poznamka 4.6. Necht H = (H,-,7',1)a K = (K,-,7,1) jsou grupy a ¢ : K — Aut(H)
je homomorfismus. Ozna¢me H = H x {1}, K = {1} x K, ), = ¢(k) pro vSechna k € K
ana H x K definujme operace:

(hn, k1) - (hay k) = ((haw, (ha), kika)), (hay k)™ = (o1 (i), kY.

Potom (H x K,-,7%,(1,1)) je grupa, H jeji normalni podgrupa, K jeji podgrupa a G/]:I =
K=K.

T&N. Grupa H x, K := (H x K,-,7",(1,1)) z 4.6 se nazyva semidirektni soucin grup.

Véta 4.7. Necht HJG, K < G, HNK = {1} a HK = G. Potom je zobrazeni ¢ : K —
Aut(H) dané pro k € K vztahem ¢(k) = x|g € Aut(H) homomorfismus a zobrazeni
a: H x, K — G urcené predpisem «((h,k)) = hk je izomorfismus.

T&N. Podgrupy H a K z predchozi véty se nazyvaji (vnitini) semidirekini rozklad.
Pokud neexistuje semidirektni rozklad s netrividlni podgrupou K (tj. takovou, ze {1} #
K # G) je grupa semidirektné nerozloZitelnd.
Priklad 4.8. Bud n > 2 pfirozené ¢islo.
(1) 44250, ((12)) < Sa, 4w N1((12)) = {id} & A,{(12)) = S,, proto podie prive
dokézané véty S, = A, %, ((12)), pro ¢((12)") = Y2 a,-
(2) Uvéazime-li prosty homomorfismus v : Zy — Aut(Z,), kde
[¥()](5) = ((=1)"j)mod n,
pak je Z,, X, Zy je grupa izomorfni dihedralni grupé Ds,,.
(3) Oznac¢ime-li P(n,R) ={T,, € E(n,R) | a € R"}, pak
E(n,R) = P(n,R)O(n,R) = P(n,R) x O(n,R) = R" x, O(n, R),
kde 7: O(n, R) — R™ je ur¢eno 7(Tyy)(v) = Uv.

5. Do RADY! PO PODGRUPACH NAHORU A ZASE DOLU.

Celou piednasku opét piedpokldddme, ze G = (G,-,7' ;1) je grupa a n nezdporné celé
¢islo.
T&N. Induktivné konstruujme posloupnost iterovangch komutanti (derivovanych pod-
grup) {GW};5 grupy G:

GO =q, GU=(GYY Vvi>o.

Jestlize existuje n, pro které G = {1} a n je nejmensi mozné, pak je grupa G tesitelnd
stupné (fesitelnosti) n a {G¥}7_ se nazyva derivovand Fada grupy.
Piiklad 5.1. (1) Kazd4a abelovska i metabelovska grupa je fesitelna.

(2) Grupa Sy je Tesitelna stupné 3 s derivovanou fadou {Sy, A4, K, {id}}, kde K =
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, zatimco zadna z grup S,, pro n > 4 FeSitelna neni.
Pozorovani. Pro H < G, N4G, i,j > 1 a ¢ € End(G) plati:

(1) e(GD) = p(G) C GY,
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(2) GY<4G a GOV /GW je abelovska,
(3) H? < GW a (G/N)® = (GYN)/N,
(4) (G(i))(j) = Gi+7)
Poznamka 5.2. Necht H < G a N<@.
(1) Jestlize je G je TeSitelna stupné n, pak H i G/N jsou feSitelné stupné nejvyse n.
(2) G je tesitelnd, praveé kdyz N i G/N jsou Tesitelné.
Dusledek 5.3. Semidirektni soucin fesitelnych grup je fesitelnd grupa.

T&N. Posloupnost podgrup {H;}?_, se nazyva subnormdlni fada grupy G, jestlize
H():{l}, Hn:GaHi_lﬁlHi \V/Z:L,TL

Véta 5.4. G je Tesitelna stupné nejvyse n, pravé kdyz existuje jeji subnormalni fada

{H;}! o, pro niz jsou vsechny faktory H;/H; 1, i=1,...,n, abelovské.

Poznamka 5.5. Necht N < K jsou podgrupy grupy G. Je-li N<4,0,G a K/N<garG/N,

pak 1 Kgcharg-

T&N. Induktivné konstruujme posloupnost iterovangch center {9;(G)};>0 grupy G:
0o(G) = {1} a 0i(G) = 74 (Z(G/9:1(G))) Vi>0,
kde m;_1 : G — G/9;_1(G) je pfirozena projekce.
Jestlize existuje n, pro které 9,(G) = G a n je nejmensi mozné, pak je grupa G
nilpotentni stupné (nilpotence) n a {9;(G)}?_, se nazyva horni centrdlni fada grupy.

Pozorovani. Pro i > 1 plati, Ze

(1) 9i(G)<char0,
(2) 9;(G)/9;-1(G)) = Z(G/V;-1(G)) proto ¥;(G)/V;-1(G)) je abelovska.

Piiklad 5.6. (1) Kazd4 abelovsk4 grupa je nilpotentni.

(2) Grupa S,, neni nilpotentni pro zadné n > 2, nebot Z(5,) = {id}.

(3) Necht G je konefnéd asponn dvouprvkova p-grupa. Pak Z(G) # {1} podle 3.8 a
G/Z(G) je opét p-grupa podle 1.4, mensiho fadu nez G. Indukei dostaneme, Ze koneéné
p-grupy jsou nilpotentni.

(4) Do, je nilpotentni, pravé kdyz je n mocnina dvojky.

Véta 5.7. Kazda nilpotentni grupa stupné n je tesitelnd stupné nejvyse n.

Uvédomme si, ze charakterizace nilpotence pomoci subnormalnich fad, tedy obdoba
tvrzeni 5.2(2) a 5.3 neplati:

Piiklad 5.8. Grupa S3 = Dg je semidirektnim sou¢inem komutativnich (tedy nilpotent-
nich) grup Zs a Z,, ktery neni nilpotentni.

6. SYLOWOVY PODGRUPY - KLADIVO NA KONECNE GRUPY

Celou piednasku znadi G = (G, -, 1) tentokrat kone&nou grupu a p prvodislo.
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T&N. Pro M C G definujme normalizator mnoziny M v grupé G:
Ng(M)={g € G |gMg™" = M}.

Pozorovani. Necht M C G, g€ Ga H <(G.

(1) g € Ng(M) & ¢g(M) = M < 4|u € S(M),

(2) 2(G) < Ng(M) < G a HING(H) < G,

(3) jestlize HIK < G, pak K < Ng(H).
Priklad 6.1. (1) Ng,(K) = Sy, protoze K<S, (definice K viz 5.1).

(2) Ns,(((1234))) = Dg, protoze [Sy : Ds] = 3, ((1234))<IDg a ((1234)) € S, tedy

N, (1(1234))) # 8.
Poznamka 6.2. Necht H < G a H # G.

(1) Jestlize p déli [Ng(H) : H], pak existuje takova podgrupa K < Ng(H), 7e |K| =

p|H| a HIK.

(2) Je-li G nilpotentni, pak je H vlastni normalni podgrupa Ng(H).
T&N. Pro H, K < G ozna¢me Conj, = {gHg™' | g € G} a dile g7y : K — S(Conjy)
znacme zobrazeni dané podminkou

[k (R))(P) = kPk™" = ¢3(P).

Ptipomenme, ze je akce tranzitivni, ma-li jedinou orbitu.

Pozorovani. Jestlize H, K < G a a,b € GG, pak
(1) g7y je akce grupy K na mnoziné Conj,
(2) ¢Ta je tranzitivni, nebot [g7g(ba )] (aHa ™) = bHb™,
(3) pro stabilizator akce 7y plati, Ze
Gattar = {€| €aHa ¢ =aHa '} = aNg(H)a ™',
(4) kerg Ty = ﬂgeG Gy = ﬂgeG gNg(H)g™" (tj. nejveétsi normélni podgrupa G
obsazena v Ng(H)).
Poznamka 6.3. Jestlize H < G, pak |Conjy| = [G : Ng(H)].
T&N. Oznaéme M,(G)={H <G |3k >0:|H|=p'} a
Syl,(G) ={PeM,|VHeM,:P<H—-P=H}
Prvky Syl,(G) se nazyvaji Sylowovy (p-)podgrupy

Pozorovani. Necht ¢ € Aut(G), pak

(1) e(Mp(G)) = M, (G),
(2) (Sylp(G)) = Syl,(9),
(3) Syl,(G) = {{1}} © p nedéli |G| diky 3.5.

Véta 6.4 (Sylowovy véty). Necht P € Syl,(G), r,m € N, prvocislo p je nesoudélné s m
a |G| = p" - m. Potom
(1) |Syl,(G)] = 1 mod p a Syl,(G) = Conjp (tedy vSechny Sylowovy p-podgrupy
jsou konjugované),

(2) [Pl =p",
10



(3) jestlize H < G spliiuje |H| = p* pro k < r, pak existuje podgrupa K < G fadu
pFt1 pro niz H<AK.

Dusledek 6.5. Jestlize P € Syl,(G), pak PG < |Syl,(G)| = 1.

7. NILPOTENTNI GRUPY - PRIBEH LASKY MEZI p-GRUPAMI
Celou piednagku znadi G = (G,-,7' | 1) grupu a p prvoéislo.

Priklad 7.1. |S;| = 3 - 23, proto jeji netrividlni Sylowovy podgrupy jsou:
Syls(Sa) = {{(a,b,0)) | a,b,c,€ {1,2,3, 4}, a#b#c# a} a
Syla(Ss) = {¥s(Ds) | 0 € Su}.
Poznamka 7.2. Necht H = (H,-,"*,1)a g, = (Gj,-,7*,1),j € J jsougrupy, 7 : G — H
je homomorfismus na H, K < G a . Pak pro kazdé i > 0
(1) 7(0:(G)) < 0;(H),
(2) 9;(G) N K < 9;(K),
(2) Villlje; Gy) = ey Vi(Gy)-

Disledek 7.3. Podgrupa, faktorova grupa i kone¢ny direktni soucin nilpotentnich grup
jsou rovnéz nilpotentni.

Poznamka 7.4. Je-li G konecnd, P € Syl,(G), H < Ga Ng(P) < H,potom H = Ng(H).

T&N. Podgrupa H < G je mazximalni, jestlize H # G a pro kazdou podgrupu P spliujici
H < P < G plati, ze bud P = H nebo P = G.

Véta 7.5. Nasledujici tvrzeni jsou pro konec¢nou grupu G ekvivalentni:
(1) G je nilpotentni,
(2) pro kazdou H < G, H # G plati, ze H # Ng(H),
(3) pro kazdou maximalni H < G plati, ze H<G,
(4) kazda Sylowova podgrupa je normalni v G,
(5) G je izomorfni direktnimu soucinu svych Sylowovych podgrup.

Dusledek 7.6. Konecna grupa G je nilpotentni, pravé kdyz je izomorfni kone¢nému
direktnimu soucinu kone¢nych p-grup.

Priklad 7.7. (1) Najdeme-li v grupé fadu 720 = 2* - 32 - 5 dvé riizné podgrupy fadu 16,
pak podle pfedchozi véty nejde o nilpotentni grupu.

(2) Existuje jedind nilpotentni grupa fadu 42 = 2-3-7 a ta je izomorfni cyklické grupé
ZQ X Zg X Z7 = Z42.

(3) VSechny nilpotentni grupy fadu 100 jsou komutativni, protoZe jejich netrividlni
Sylowovy podgrupy jsou fadu 22, 52, tedy komutativni grupy.
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8. HLEDA SE p-GRUPA
Celou piednasku znadi G = (G,-,71 1) grupu a p prvodislo.

Poznamka 8.1. Je-li p nejmensi prvociselny délitel fadu konecné grupy G a pro H < G
plati, ze |G : H| = p, pak H<G.

Pozorovani. Jestlize H = (H,-,7',1) a K = (K,-,7' 1) jsou grupy, ¢ : K — Aut(H) je
homomorfismus a o € Aut(K), pak je po homomorfismus ¢ : K — Aut(H) a zobrazeni
(h,k) = (h,o(k)) je izomorfismus semidirektnich sou¢intt H X,, K — H x, K.

Poznamka 8.2. Necht p > ¢ jsou dvé prvocisla a |G| = pg. Pak bud
(a) G je cyklickd izomorfni Z,, nebo
(b) G je nekomutativni, ¢ déli p — 1 a existuji prvky a,b € G am € Z; \ {1} pro néz:
(1) a je fadu ¢, b je fadu p, aba™' =™ am? =1 mod p,
(2) (0)DG, G = (b){a) = (b) X (a) = Zy X Zy,
Kazdé dvé takové nekomutativni grupy jsou izomorfni.
Piiklad 8.3. (1) Protoze 3 nedéli 4 = 5 — 1, existuje podle predchozi poznamky aZ na
izomorfismus jedind grupa tad 15, jiz je cyklickd grupa.
(2) Grupy fadu 21 existuji az na izomorfismus pravé dvé: cyklickd Zo; a nekomutativni
Z7 Xy Zg pro wk(S) = 2k8.

T&N. Je-li G abelovska grupa, pak fekneme, ze jsou prvky g¢i,...,gr € G nezdvisle,
plati-li pro vSechna ry...,r, € Z implikace

T

gll ..... gZ’“:]_:}g'{l::g;kzl

Poznamka 8.4. Bud G abelovska grupa, ¢1,...,9x € G a oznacme « : Hf:1<gl> — G
zobrazeni dané predpisem «o((g7",...,9,")) =g1" -~ g, Pokud G = (g1, ..., gx), pak «
je izomorfismus, pravé kdyz jsou prvky g, ..., gr nezavislé.
T&N. Je-li G p-grupa, ozna¢me pro i > 0

0i(G)={g€G|g" =1}
a pfipomenme, Ze ord(g) znaci fad prvku g.

Pozorovani. Necht G je abelovska p-grupa, i, 5,7 € Z,i,j > 0a g € G.
(1) 0i(G) <0311 (G)DG a 0;(G/0:(G)) = 0:4(G)/0:(G), |
(2) 00(G) = {1} a 0441(G) \ 0:(G) obsahuje pravé prvky fadu p'*!,
(3) 0i41(G)/0:(GQ) tvori vektorovy prostor nad télesem F,,,
(4) jestlize k = dimg, (0,11(G)/0i(G)) < 00, pak 0;41(G)/0:(G) = Zf,
(5) ord(¢g") = ord(g) < (¢") = (9) < ged(p,r) =1 < p nedéli r.

Véta 8.5. Konecna abelovska p-grupa je izomorfni direktnimu souc¢inu cyklickych p-grup.
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9. CYKLICKE GRUPY CELEHO SVETA, SPOJTE SE!
Celou piednasku znadi G = (G, -,71, 1) tentokrat abelovskou grupu a p je prvodislo.

Véta 9.1 (Véta o bazi). Konecna abelovska grupa je izomorfni direktnimu soucinu cyk-
lickych grup.

T&N. Mnoziné vSech prvki koneéného fadu 7(G) = {g € G | In > 0: ¢" = 1} budeme
fikat torzni cast abelovské grupy G. Grupa G se nazyva

- torzni, pokud 7(G) = G,

- beztorzni, pokud 7(G) = {1}.

Ozna¢me GU) .= [Lic; G a g .= [1;-, G pro libovolnou mnozinu I a pfirozené n.

Pozorovani. Necht gy, ..., g, € 7(G).
(1) 7(G) < G a 7(G) je torzni,
(2) podgrupy i faktory 7(G) jsou torzni,
(3) grupa G/7(G) 1 jeji podgrupy jsou beztorzni,
(4) [{g1, > 9] < TTiey ga)| = TTiy ord(gs) < oo,

Priklad 9.2. (1) Kone¢na grupy i p-grupy jsou torzni,
(2) Z) je pro kazdé I beztorzni abelovska grupa.
(3) Nekoneéné generovand aditivni grupa racionalnich ¢isel Q je beztorzni a plati

c1 Ck 1 ., G )
— o, —) < (=) prokazdé — € Q*,i=1,...,k,
J1 Jk 1 Ji

proto (%, . ;—:) je cyklické grupa, ﬂz<j—> # {0} a podle 4.4 je Q direktné nerozlozitelna.
T&N. Mnozina B C G je volnd bdze abelovské grupy G, jestlize (B) = G a pro kazdou

abelovskou grupu # = (H,-,”',1) a kazdé zobrazeni ¢ : B — H existuje homomorfismus

¢ : G — H, pro ktery gz~5\ B = ¢. Obsahuje-li abelovska grupa volnou béazi, mluvime o volné
abelovské grupeé.
Rekneme, ze B je nezdvisld, jsou-li prvky g1, ..., gr nezavislé ¥{g:,..., g} C B.

Poznamka 9.3. Uvazujme pro B C G zobrazeni p : Z(¥) — G dané vztahem
o= 11 v
beB: f(b)#£0
Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) G je volna abelovska s volnou bazi B,
(2) p je izomorfismus,
(3) (B) = G, B je nezavisla a ord(b) = oo pro vSechna b € B.

Poznamka 9.4. Jestlize H < G a G/H je volna, pak G = H[[G/H.
Poznamka 9.5. Konecné generovana beztorzni abelovska grupa je volna.

Véta 9.6. Konecéné generovana abelovska grupa je izomorfni direktnimu soucinu cyklic-
kych grup.
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10. KOMPOZICNI RADY - JEDINECNOST AZ NA PORADI
Celou pfednasku znaci G = (G,-,7!, 1) grupu a A, B, C, D jeji podgrupy.
Poznamka 10.1 (modularita). Jestlize A < C, pak A(BNC) = (AB)NC.
Pozorovani. Jsou li A, B,C normdlni (charakteristické, tplné charakteristické) pod-

grupy, pak AB, A(BNC), (AB) N C jsou normélni (charakteristické, tiplné charakteris-
tické) podgrupy.

Vsechna nasledujici tvrzeni prednasky, kterd vyslovime pro normalni podgrupy, bychom
mohli zformulovat a dokdzat © pro charakteristické a tuplné charakteristickeé podgrupy

Pozorovani. Jestlize BJA a D<C, pak
(1) BNC<JANC aANDCANC,
(2) (BNC)DI(ANC)D a (AND)BL(ANC)B.
Poznamka 10.2 (Zassenhausovo lemma). Jestlize BJA a DJC, pak
(ANC)B/(AND)B= (ANC)D/(BNC)D.
T&N. Necht $ = {H;}", a & = {K,;}™, jsou subnorméalni fady grupy G. Rekneme, 7e
- R je zjemnénd ), pokud existuj j; < --- < j,—1 : K, = H; provSechna¢=1,...,n—1,
- 9 je kompoziéni fada, pokud H;./H; je jednoduchd pro vSechna i =0,...,n — 1,
- R a $ jsou izomorfni (R = $), pokud n = m a existuje takova permutace o € S,,, zZe
Hi/H; = Koiy41/ Ko@) pro vechna i =0,...,n — 1.
Priklad 10.3. (1) {{id}, A, S.} je kompozi¢ni fada grupy S,, pro v8echna n > 4.
(2) {{id}, ((13)(24)), ((1234)), Dg} je kompozi¢ni fada grupy Ds.
(3) {{0),(10), (5), (1)}, {(0). (10}, (2), (1)}, {{0), (4), (2). (1)} jsou vSechny kompozi¢ni
fady grupy Zoyg.
Poznamka 10.4. Nec{lt’ H= {H}y a R = {K;}", jsou subnormalni fady grupy G.
Pak existuji zjemnéni = {H;} fady 9 a zjemnéni R = {K;}" fady R, kterd jsou
izomorfni.
Pozorovani. Je-li {K;}", zjemnéni kompozi¢ni fady {H;}!,, pak K; = K;;1 pravé pro
m — n index1 1.
Véta 10.5 (Jordan-Holder). Kazdé dvé kompozi¢ni fady grupy G jsou izomorfni.
Vsimnéme si, ze Jordanova-Holderova véta zobeciiuje Zakladni vétu aritmetiky:.

Dusledek 10.6. Necht n je prirozené ¢islo.
(1) VSechny kompozi¢ni fady abelovskych grupy fadu n jsou izomorfni.
(2) Prvodiselny rozklad ¢isla n je uréen jednoznacéné az na poradi.
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11. VOLNOST SOUCINU, ROVNOST HOMOMORFISMU, BRATRSTV{ PREZENTACT

Celou piednasku predpokladdme, Ze I je neprazdnd mnozina, G = (G,-,"' 1) a G; =
(Gy,+, 71, 1), 4 € I, jsou grupy se spolecnou jednickou, tedy G; N G; = {1} pro i # j.

T&N. Oznactme G; = G; \ {1}, V =, G; a
W={vie ey, |v,eVVi=1,... k}U{l},
kde 1 znaci prazdné slovo. Na W zavedeme binarni operaci e
(vi@---ov;)e(uje---ou) = (V10 - -0U, 0U ® - @U)

_(Ulo---ovk)ol:10(7)10---ovk):(vlo---ovk)

a unarni operaci ()
(Ul."'.vk):<U];1."'.U1_1)7 mzl

pPro vy, ..., Ug, U, ..., u; € V. Definujme délku slova w = v, e --- @ vy jako l[(w) = k a
[(1) = 0. Relace p a ~ na W zavedeme podminkami:

(u,v) € p& Juy,ug € W, 3i € I,Fwy,wy € G - u=1up @ wy @ wy @ Uz, U = Up ® Wy ® U

a ~ je nejmensi ekvivalence obsahujici p.
Pro slovo u € W tekneme, zZe je redukované, pokud neexistuje zadné v € W, pro néz
(u,v) € p a zna¢me [u] = [u]. ekvivalen¢ni tfidu obsahujici u.

Pozorovani. Necht u,v,y,z € W, I #0, G; # {1}.
(1) (u,v) € p < Jug,uy,...,up € W : u = upg,v = uy a bud (u;,u;_1) € p nebo
(ui,l,ui) € sz = 1,...,]€,
(2) jestlize (u,v) € p, pak l(u) > l(v),
(3) [u] obsahuje redukované slovo,
(4) pokudu~vay~z pakuey~vey~vez au~T,
(5) (W/ ~,-, 71 [1]) je grupa s operacemi [u] - [v] = [uev], [u]™' = [u].

T&N. Grupu (W,-, 7! [1]) pro W := W/ ~ z pozorovani budeme nazyvat volng soucin
grup (G, 1 € I) a budeme ji znacit W(G;,i € I).

Poznamka 11.1. Pro kazdé v € W lezi v tfidé [u] pravé jedno redukované slovo.

Véta 11.2 (Univerzalni vlastnost volné grupy). Necht W(G;,i € I) = (W,-,7',[1]) je
volny soucin grup G;, i € I. Pak je zobrazeni p; : G; — W dané vztahem p;(g) = [g] pro
kazdé i € I prosty homomorfismus, W = (Uier #i(Gi)) a pro kazdou grupu G a systém
homomorfismii v; : G; — G, i € I, existuje pravé jeden homomorfismus v : W — G

spliiujici vu; = v; pro vSechna i € 1.

T&N. Mnozina X C G je volnd bdze grupy G, jestlize (X) = G a pro kazdou grupu
H = (H,-, 7', 1) a kazdé zobrazeni ¢ : X — H existuje homomorfismus ¢ : G — H, pro
ktery ¢|x = ¢. Obsahuje-li grupa volnou bazi, mluvime o volné grupé.

Piiklad 11.3. {1} je volna béaze volné grupy Z. Volné abelovské grupy Z" nejsou pro

zadné n > 1 volné grupy.
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Véta 11.4. Necht X # () a C, = () jsou nekonecné cyklické grupy s generdtory = € X.
Pak volny sou¢in W(C,,z € X) je volnd grupa s volnou bézi {[z] | z € X}.
T&N. Oznacujme F(X) = (F(X),-,7!, 1) volnou grupu s volnou bazi X.

Jestlize R C F(X) aw: F(X) — G je takovy homomorfismus na grupu G, Ze kerm
je nejmensi normélni podgrupa obsahujici mnozinu R, pak trojici (X, R, ) (respektive
(X,{r =1]|r € R},n)) iikdme prezentace grupy G.

Priklad 11.5. (1) Grupa Z? m4 prezentaci napiiklad tvaru

({z,y}, {zy2~y ™"}, 7) respektive ({z,y}, {zyz~'y~ =1}, 7)
pro homomorfismus 7(x) = (1,0),7(y) = (0, 1).
(2) Grupa Zsy, mé prezentaci naptiklad tvaru ({z}, {z*°}, 7) pro 7(x) = 1 nebo
({z,y}, {z y* 2y ™y}, m)
pro homomorfismus 7(z) = 5, 7(y) = 4.

12. SCHREIEROVA TRANSVERSALA - MATKA VOLNYCH PODGRUP

Celou prednasku znaci G = (G,-,7',1) grupu a F(X) = (F(X),-,”',1) volnou grupu
s volnou bézi X.

T&N. Jeli Y C G, pak znacme Y ' :={y ' |yeY}aYH =Y Uy
Pozorovani. Necht X C G. G = (X) & Vg € G In, Tyy,...,y, € X!, pro néz

Poznamka 12.1. Necht G = (X) a uvazujme akci G na mnoziné €. Je-li v € Q a
I' = [y] orbita prvku +, definujme g, = 1 a pro kazdé w € I"\ {7} volme g,, € G tak, aby
9w(7) = w. Déle ozna¢me s, , = gy_(i})ygw € Gprokazdéy € X* awel.
Pak pro kazdé y € X*! a w € T plati:
(1) syw =1 yg, € {g, | n €T},
(2) sy € Gy,
(3) 8y = Syt y(w),
(4) Gy = ({520 |z € X,weT}).
T&N. Je-li H < G, pak T C G nazveme
- levou éastecnou transversdlou podgrupy H, pokud |gH NT| < 1 pro vSechna g € G,
- levou transversalou podgrupy H, jedna-li se o mnozinu reprezentantid vsech ekviva-
lenénich t¥id ekvivalence lmod, tedy pokud |gH NT| = 1 pro vSechna g € G.

Nadale bude T oznacovat levou transversalu podgrupy H < GG, grupa G bude ptisobit
na mnoziné Q) = {tH | t € T'} a pro kazdé w € Q oznacme t, € T jediny prvek priniku
wNT. Uvazujme akci 7 : G — S(2) danou vztahem 7(a)(gH) = agH a oznafme
Yy ={t;lot, | v € X,weQ at, ¢ T}

Poznadmka 12.2. Necht 1 € T (tedy tg = 1) a y € X+, pak

(1) yto ¢ T & y 'y ¢ T,
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(2) Y5 = {tiyte lye X weQut, ¢ T},
(3) H=(rYn).

Disledek 12.3. Je-li G koneéné generovana a [G' : H| < oo, pak i H je kone¢né genero-
vana.

Pozorovani. Pro G = (X) je ekvivalentni
(1) X je volné baze G,
(2) Vn >0, Yy1,...,y, € XT! takové, Ze y; # y; '}, plati, ze yy - -+ - -y, # 1,
(3) Yge G\ {1} M n,y1,...,yn € X! takové, Ze y; Zy; L ag=1y, - Yn-
Pro g =y -+ -y, z (3) existuji jednozna¢né uréené hodnoty k € N, ny,...,n, € Z a

T1,...,%, € X, pronéz g = x7" - -+ - 2* je redukované slovo (ve smyslu 11.1 a 11.4),
+1

S il =namxe {y1+2§;11nj}'
T&N. Zapisu prvku g volné grupy z Pozorovani (3) fikdme redukovany zdpis a soudin
prvkd u; - - - - - u, se nazyva redukovany soucin, pokud pro redukované zapisy w; = v; 1+
Yings Yij € X! plati, ze y;1 # y[_llm_l Vi =2,...,n. Prvek 1 chapeme jako redukovany
(tj. prazdny souéin), proto u - 1 je redukovany soucin Vu € G

Leva (¢astecnd) transversdla T podgrupy volné grupy JF(X) se nazyva Schreierova,
jestlize Vu,v € F(X) takové, Zze u - v je redukovany a u-v € T, plati, ze v € T.

Pozorovani. Kazda Schreierova transversala obsahuje prvek 1. Uvazime-li pro podgrupu
H < F(X) mnozinu

T ={T C F(X)| T je ¢astetna Schreierova transversala},

pak {1} € T a jeji maximalni prvek vzhledem k inkluzi, ktery existuje diky Zornovu
lemmatu, je Schreierova transversala.

Priklad 12.4. (1) Mé&me volnou cyklickou grupu F({z}) = {2° | i € Z} a zvolme jeji
podgrupu H = (z") < F({z}). Pak {z' | i € Z,} a {z™* | i € Z,} jsou Schreierovy
transversaly podgrupy H.

(2) Uvazujme dvougenerovanou volnou grupu F'({z,y}) a necht u = zy~!, v = yx. Pak
wv neni redukovany soucin, zatimco vu redukovany soucin je. Protoze je F'({x,y}) voln4,
existuje (jednozna¢né uréeny) homomorfismus ¢ : F({z,y}) — S5 spliujici p(z) = (12)
a p(y) = (123), ktery je na S3. Polozime-li H = Keryp, pak [F({z,y}) : H] = |S3| =6 a
{1,y,9% x, zy, vy*} tvoii Schreierovu transversalu podgrupy H.

Pozorovani. Necht T je Schreierova transversala podgrupy H v grupé F'(X), z,7 € X+
w, € Q, u € F(X) apolozme y = t;lat,, § =t its, pak
(1) diky 12.2 plati:
- jestlize t, = 27 'u a z7'u je redukovany, pak u = wt,, € T, a proto y & rYx,
- jestliZe t,,, = ru a zu je redukovany, pak u = v~ 't,, € T, a proto y~* ¢ 1Yy,
(2) jestlize y € rYu™, pak y = t;}at,, je redukovany soucin podle (1)
(3) necht y,j € 7Yy ™', pak j=y ' S =y lay=y"'&
Sty =t e My, attut, =10 s Sty =tas, T =27 aty = by,
protoze zadny ze soudintl Tts, ' t,,, Tty, T 'tip nelezi ,na konci”prvku 7.
17
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(4) jestlize y,§ € 7Yu™" a § # y~ !, pak pro u := t,t-2, plati, Ze yij = t; zuity, kde

t-truits je redukovany soudin.
Véta 12.5. Je-li T' Schreierova transversadla H < F'(X), pak je 7Yy volna baze H.

Priklad 12.6. (1) Volna baze podgrupy (z") volné cyklické grupy F({z}) = {z' | i € Z}
je {z"}.
(2) Pro H = Keryp z 12.4(2) tvori pro T = {1,y,y?, z, vy, zy*} mnozina
Yy ={ttot, v e X, weQat, ¢ T} =

= {2y "2y, y 2yt Pt y T e eyt y e iy, T ey}

volnou bazi H.

13. A 0 CEM TO CELE VLASTNE BYLO?

Vysledky mtizeme rozdélit do t¥i (rtizné rozsahlych) oblasti:
e popis kone¢nych grup,
e popis volnych grup,
e popis abelovskych grup.
Konec¢né grupy:
e Predpoklady:
- Lagrangeova (1.4) a Cachyho (3.5) véta,
- Véty o izomorfismu (2.4, 2.5).
e Rozklady a poklady (dekompozice a zarucené podgrupy):
- abelovské vrstvy fad: Fesitelnost (5.4), nilpotence silnéjsi nez fesitelnost (5.7),
charakterizace nilpotence (7.5, 7.6),
- jednoduché vrstvy: kompozi¢ni fady (jednoznacnost 10.5),
- p-podgrupy: Sylowovy véty (6.4).
e Sklady (konstrukce):
- direktni soucin a jeho vnitini popis (4.4),
- semidirektni soucin a jeho vnitini popis (4.7).
Volné grupy:
e Volny soucin: univerzélni vlastnost (11.2),
e Volné grupa: volny soucin cyklickych grup (11.4),
e Podgrupy volnych grup jsou volné (12.5).
Abelovské grupy:

e Koneéné generované abelovské grupy: soudin cyklickych grup (9.6),
e Konecéné abelovské grupy: soucin cyklickych p-grup (8.5, 9.1).
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