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Kli¢ovy nastroj: popis struktury funkénich téles (mista/places <> body kiivky)
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(1) Okruhy - algebry nad télesem, valua¢ni obory,
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(4) Prostory - divisory, Weilovy diferencialy,
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(6) Projektivita - projektivni k¥ivky.
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1. ALGEBRY NAD TELESEM

Terminem okruh budeme vzdy minit komutativni okruh s operacemi 4+, —, -, 0 a 1 a
obvykle je budeme psat R misto (R, 4+, —,-,0,1).
Podobné télesem minime vzdy komutativni téleso.

T&N. Necht K je téleso a A okruh obsahujici K jako podokruh. Pak A se nazyva K-
algebra (nebo algebranad K). Jsou-li A a B dvé K-algebry, pak f : A — B je homorfismus
K -algeber, jde-li o okruhovy homomorfismus a f(k) = k pro kazdé k € K.

K je vzdy téleso a R < K znamena, ze R je podokruh K.

Pozorovani. Jsou-li A a B dvé K-algebry a [ je ideal A, pak
(1) A/I je K-algebra,
(2) A je vektorovy prostor nad K a I jeho podprostor,
(3) je-li f: A — B homomorfismus K-algeber, pak je f linearni nad K.

T&N. Necht R je okruh, M C R a a € R. Pak (M) znadi idedl okruhu R generovany
mnozinou M a (a) := ({a}).
Rlzy, ..., x,] je okruh polynomi a K (xy,...,z,) podilové téleso okruhu K[zq,. .., x,].

Priklad 1.1. (1) K[z], K[z, y], K(z)[y] & K(z,y) jsou K-algebry.
(2) R, C, Q[v/2] jsou Q-algebry.
(3) Qlz] = Q[x] # Q(x) = Q(z) jsou Q-algebry.

T&N. Jsou-li A a B dva vektorové prostory nad K, pak Homg (A, B) je abelovska grupa
vSech linearnich zobrazeni A — B a je-li V' vektorovy prostor, pak U < V znamena, Ze
U je podprostor V.

Poznamka 1.2. Jsou-li A a B dva vektorové prostory nad K, I < A, J < Ba g €
Hompg (A, B) spliuje ¢(I) C J, pak ¢(a + I) = ¢(a) + J je dobfe definované linearni
zobrazeni ¢ € Hom(A/I,B/J) a

(1) ¢ je prosté, prave kdyz o' (J) = I,

(2) ¢ jenaa J C p(A), pravé kdyz ¢ je na.

Poznamka 1.3. Nechf V je vektorovy prostor nad K, dale A, B,C <V a A < C, pak
(1) A+ (BNnC)=(A+B)NnC,
(2) jestlize dim(C/A) < oo, pak dim((C' + B)/(A + B)) = dim(C/A) — dim((C' N
B)/(AN B)).

T&N. Necht V je vektorovy prostor nad K a A <V, pak znacme
V*=Homg(V,K) a A°={feV"| f(A) =0}

Poznamka 1.4. Necht V je vektorovy prostor nad K a A, B <V, pak plati, ze V* je
vektorovy prostor nad K a A°, B° < V* a dale
(1) A2 = (V/A)",
(2) jestlize dim(V/A) < oo, pak A° = V/A,
(3) jestlize A < B, pak B° < A°,
(4) (ANB)°=A°+ B° (A+ B)°=A°NB°,
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Tvrzeni 1.5. Necht K C L je rozsifeni téles a V' je vektorovy prostor nad télesem L.
Pokud pro ¢ € V* = Homg(V, K) a l € L definujeme lp(v) = ¢(lv), pak
(1) V je vektorovy prostor nad K,

(2) V* je vektorovy prostor nad L,
(3) Ax < Vi aa 1A° = (aA)° pro kazdé o € L*.

T&N. Je-li R obor a K jeho podilové téleso, V' vektorovy prostor nad K. A C V

je linedrné nezdvisla (LN) nad R, jestlize V{a;...,ar} € A a Vry,...,m, € R plati
> ria; = 0 = r; = 0V. Mnozina je je linedrné zdvisld (LZ) nad R, pokud neni LN.

Poznamka 1.6. Necht R je obor s podilovym télesem K, V je vektorovy prostor nad K
a M CV.Pakje M LN nad R < je M LN nad K.

2. ALGEBRAICKA FUNKCN{ TELESA
K C L bude celou prednasku znacit rozsiteni télesa K télesem L.

Poznamka 2.1. Necht V' je vektorovy prostor nad K(z) a vq,...,v, € V. Pak je
v1,...,0, je LZ nad K(x) < 3ai,...a, € K[z] takové, ze a;(0) # 0 aspon pro jedno
j a Zz a;V; = 0.

T&N. Necht je R okruh a A, B C R, znac¢ime

AB := (ab | a € A,b € B) je podgrupa aditivni grupy (R, +, —,0) generovani mnozi-
nou {ab | a € A, b € B}.

AB] :={f(by,...,bx) | kEeN, f € Alxy...,2k],b1,...,b; € B}

Alby, ... b] := Al{b1,...,bx}] pro by,..., b € R.

Pozorovani. Nechf je R okruh a A, B,C C R, pak
(1) A(BC) = (AB)C,
(2) jsou-li A, B podokruhy (idealy) R, pak A[B] = AB je podokruh (idedl) R,
(3) A[bl,,bk] = {f(bl,,bk) | f € A[:cl,xk]} Vbl,...,bk € R.
Pt¥ipomenme, Ze pro rozsiteni K C L C U znadime stupen rozsiteni [L : K] = dim; K
aplati [U: K| =[U: L|[L: K].
Poznamka 2.2. Bud K C L algebraické rozsifeni téles.

(1) je-li B baze L jako vektorového prostoru nad K, pak B je i baze L(z) jako vek-
torového prostoru nad K(z)
@) (L) K(2) = L : K]

Poznamka 2.3. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem K (x). Pak {vy,...,v,} CV je
linedrné nezavislda mnozina nad K(z) < {v;a’? | i =1,...,n,7 > 0} je linearné nezavisla
mnozina nad K

Definice. Necht K C L. Rekneme, 7e L je algebraické funkéni téleso nad K (AFF),
jestlize existuje prvek o € L transcendentni nad K, pro ktery plati [L : K(«)] < 0.

Piiklad 2.4. (1) R(z) je AFF nad R.
(2) Q(V5)(z) = Q(v/5,2) = Q(v/5,7) C R, pak Q(v/5,z) je AFF nad Q.
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(3) Necht g € K[xz,y| je ireducibilni polynom a R := Klz,y]/(g), L je podilové téleso
R apolozme £ :=x+(g9) av:=y+(g). Pak R = K[{,v] a L = K(&,v). Kdyby &, v byly
oba algebraické nad K, pak by [K({,v) : K] < oo, a proto R = K[¢,v] = K(¢,v) = L,
tudiz (g) N K[z] # 0 a (g) N K[y] # 0. Z toho by plynulo, ze g € K*, tedy spor. Tedy
¢ nebo v je transcendentni nad K, bud BUNO « := ¢ transcendentni, pak g(a,v) = 0,
tedy [L : K(«)] < oo, proto je L AFF nad K.

Poznamka 2.5. Necht K C U C L jsou rozsifeni téles, L je AFF nad K a U je alge-
braické nad K, pak [U : K] < oo.

T&N. Necht K C L a L je AFF nad K, pak
K:={aeL|[K(a):K]< oo}

se nazyva téleso konstant.

Disledek 2.6. K je je pro AFF L nad K podtéleso L a [K : K] < oc.

Tvrzeni 2.7. Necht K C L, « je transcendentni nad K a [L : K(«a)] < co. Potom jsou
pro u € L nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) [L: K(u)] < oo,
(2) g € K[z, y], pro které g(z,u) £0 a gla,u) =0,
(3) u je transcendentni nad K.

Poznamka 2.8. Pokud [L : K] < oo a [ je idedl K|zy,...,x,], pak (IL[xy,...,2,]) N
Klzy,...,z,) = 1.

3. VALUACNI OKRUHY
Celou pfrednasku je K téleso a R < K znamend, ze R je podokruh K.
T&N. (R, M) oznacuje lokalni okruh R s (jedingm) maximalnim idealem M.

Pozorovani. Nasledujici podminky jsou pro idedl M okruhu R ekvivalentni :

(1) (R, M) je lokélni okruh,

(2) kazdy vlastni idedl R je obsazen v M,

(3) M = R\ R,

(4) R* =R\ M.
Poznamka 3.1. Je-li (R, M) lokalni okruh a A konecné generovany ideal spliiujici AM =
A, pak A=0.
Tvrzeni 3.2. Necht (R, M) je loklni obor, M = (t) pro ¢ # 0 a polozme A := (), M’ =
N;(t"). Pak plati:

(1) pro kazdé s € R\ A existuje jediné i > 0 a jediné u € R* splitujici s = t'u,

(2) jestlize je A kone¢né generovany, potom A = 0.

Pripomenme, Ze okruh je noetherovsky, prave kdyz vsechny idealy kone¢né generované.

Dusledek 3.3. Jestlize je (R, M) noetherovsky lokéalni obor s podilovym télesem K a
M = (t) pro néjaké t € M, pak

(1) pro kazdé s € R\ {0} existuje jediné i > 0 a jediné u € R*, pro néz s = t'u,
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(2) pro kazdé s € K \ {0} existuje jediné i € Z a jediné u € R*, pro néz s = t'u,
(3) R je obor hlavnich idedlu.

Poznamka 3.4. Necht R < K, a € K\ R tak, Ze a~! ¢ R. JestliZe je J vlastni ideal R,
pak bud J[a] € R[a] nebo J[a™!] € R[a™].

T&N. Necht R < K. R se nazyva valuacéni okruh (VR) télesa K, jestlize pro kazdé
a € K\ {0} bud @ € R nebo a~! € R. R je valuacni okruh, jestlize je valua¢ni ve svém
podilovém télese.

R je uniseridlni, jestlize pro kazdou dvojici ideala I, .J bud I C J nebo J C [.
Pozorovani. Necht K je podilové téleso oboru R a oznacme i : K — K dané vztahem
ila) =a L.

(1) R je VR = R je uniseralni = R je lokélni,

(2) i(R") = R

(3) jestlize R je VR, pak i(M)=1i(R\ R*) = K \ R.
Piiklad 3.5. (1) Zy) = {§ | @ € Z,b € N, p nedéli b} je pro kazdé prvocislo p valuacni
okruh (podilového télesa Q).

(2) Ry = {% € R(z,y) | ;s € Rlx,9],5(0,0) # 0} € R(x,y) je noetherovsky lokalni
obor s maximalnim idedlem (z,y), ktery neni valua¢ni: napfiklad % ani xx—é nelezi v
R,

Véta 3.6. Necht R < K a [ je ideal spliujici 0 # I # R.
(1) Existuje valua¢ni okruh S télesa K s maximalnim idedlem M, pro ktery plati, ze

RCSCKalCM.
(2) Je-li R maximalni podokruh K, pak jde o valua¢ni okruh.

4. DISKRETNI VALUACNI OKRUHY
V nasledujicim R < K znamena, ze K je podilové téleso oboru R.

Pozorovani. Necht pro j = 1,2 jsou R; valuacni okruhy télesa K a 0 # M; = R; \ R}
a necht i(a) =a™' Va € K* ai(0) = 0. Pak

(1) My C My < K\ Ry =i(M;) Ci(My) =K\ Ry & Ry C Ry,

(2) M, =My < Ry = R,.

Pozorovani. Je-li R podokruh okruhu S a P prvoideal S, pak PN R je prvoideal okruhu
R.

Poznamka 4.1. Necht R; je noetherovsky valua¢ni okruh télesa K s maximéalnim idedlem
0# M, =R;\ Rf pro=1,2. Pak proi = 1,2

(1) R; je obor hlavnich idedld, tedy M; je hlavni,

(2) R; je maximalni vlastni podokruh K,

(3) MlgMg(:)MleQ@Rl:RQ@ngRQ.

Pripomenme disledek Gaussova lemmatu: je-li K podilové téleso Gaussova oboru R,
Pak p € R[] je ireducibilni, pravé kdyz bud p = ct(p) € R je ireducibilni v R nebo je p
primitivni v R[z] a ireducibilni v K[z].
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Pozorovani. g € K|z, y|] = (K|[z])[y] je ireducibilni, pravé kdyz
- bud ¢g € K|[z] je ireducibilni,
- nebo neexistuje zadny délitel b € K[z]\ K polynomu g a g je ireducibilni v K (z)[y].

Poznamka 4.2. Necht a,b € Klz,y] \ K jsou nesoudélné, pak
(1) (a,b) N K[z] #0,
(2) jestlize P je prvoidedl obsahujici (a,b), pak P je maximélni idedl K|z, y].

Disledek 4.3. Prvoidedly K|z, y| jsou prave:
(a) {0}, (b) (p) pro p € K|[z,y] ireducibilni, (¢) maximalni ide4ly.

Definice. zobrazeni v : K — ZU{oo} se nazyva diskrétni valuace K, jestlize pro vSechna
a,b € K plati:

(D1) v(ab) = v(a) + v(b),

(D2) w(a +b) > min(v(a), v(b)),

(D3) v(a) = oo, pravé kdyz a = 0.
v je trivialni diskrétni valuace (DV), pokud v(K*) = 0. Nadale budeme pfedpokladat, Ze
jsou vSechny valuace netrivialni.

T&N. Necht R je noetherovsky obor a p € R prvocinitel. Pro kazdé a,b € R\ {0}
definujme

vp(a) = max{i | p'/a}, v, (5 ) = vpla@) = v(0), ,(0) = oo.

Priklad 4.4. Necht R < K, R je noetherovsky, K podilové téleso R a p prvocinitel R.
Pak v, je korektné definovana diskrétni valuace télesa K.

Pozorovani. Necht v je diskrétni valuace télesa K a definujme S = {z € K | v(z) > 0},
M ={z € K |v(z) >0} a zvolme x € K*. Pak
(1) v|g+ je podle (D1) grupovy homomorfismus grupy (K*,-,~',1) do (Z,+,—,0),
proto v(1) =0 a v(z™!) = —v(x),
(2) S je podokruh K M jeho idedl a S je VR télesa K,
B)v(r)=0sv@E!)=—vr)=0& 1 S5* M=25)\5"je maximalni idedl S,
(4) je-li I #01idedl S a a € I\ 0 mé minimélni hodnotu v(a), pak (a) = I, nebot pro
b € I splijici v(b) > v(a) je v(ba™') > 0, tedy ba™' € S a b= aba™' € (a),
(5) S je obor hlavnich ide&la.

Definice. Jestlize R < K, fekneme, 7e R je diskrétni valuacni okruh (DVR), jestlize
existuje diskrétni valuace v tak, ze R = {a € K | v(a) > 0}.

Tvrzeni 4.5. Pro obor R < K je nésledujici ekvivalentni:

(1) R je diskrétni valua¢ni okruh,
(2) R je noetherovsky valua¢ni okruh,

(3) R je lokélni obor hlavnich ideald,
(4) R je a noetherovsky lokalni okruh, jehoZ maximalni ideal je hlavni.

T&N. jestlize R je DVR s maximalnim idedlem (¢) pak ¢ se nazyva uniformizacni prvek

a 14 se nazyva normalizovand diskrétni valuace (NDV).
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Priklad 4.6. Pro R noetherovsky a p prvocinitel, je lokalizace R,y DVR s diskrétni
valuaci v, z 4.4.
Konkrétné okruh Z,) < Q z 3.5(1) je pro kazdé prvocislo p DVR.

Poznamka 4.7. Nechf R < K a R je DVR s uniformiza¢nim prvkem ¢, pak pro kazdou
diskrétni valuaci s R = {a € K | u(a) > 0} existuje jediné k € N, pro néz p = ku;.

Poznamka 4.8. Je-li v diskrétni valuace télesa K a a,b € K v(a) # v(b), pak v(a+b) =
min(v(a), v(b)).
Pozorovani. Necht v je diskrétni valuace. Pak v je NDV < 3t : v(t) = 1.

T&N. Necht L je AFF nad K. Rekneme, ze R je valua¢ni okruh algebraického funkéniho
télesa L nad K, jestlize R je valua¢ni okruh a K C R. v je (normalizovana) diskrétni
valuace algebraického funkéniho télesa L nad K, jestlize v je (normalizovand) diskrétni

valuace a v(K*) = 0.
Definujme v (%) = deg(b) — deg(a) pro a,b € K[z] \ {0} na AFF K(x) a v,(0) = oo.

Pozorovani. x~! je prvo¢initel K[z7'] (& K|z]), ddle K(z) = K(z7!) a vy = v,—1 je

NDV na AFF K(z) nad K.

Tvrzeni 4.9. Normalizovana diskrétni valuace AFF K (z) nad télesem K je bud v, nebo
v, pro néjaky ireducibilni polynom p € K[z|.
Definice. Necht L je AFF nad K. Definujme

Pryx ={M C L |3 valuaéni obor R: K CRC L,M = R\ R'}.

Prvek P € Pp i se nazyva misto algebraického funkéniho télesa L nad K. Znacme Op
valuacni obor AFF L s maximalnim idealem P a ¢islo

se nazyva stupen P.
Véta 4.10. Necht L je AFF nad K, P € Py a K téleso konstant AFF L. pak
(1) K C Op,
(2) Op je jednozna¢né urceny diskrétni valua¢ni okruh,
(3) deg P < w.
Necht je nadale L AFF nad K a K jeho téleso konstant.

T&N. Pro P € Py /i ozna¢me vp = 14 NDV urcenou oborem Op, kde P = (t).
Necht a = > a;, ;.27 ... 2 € K[zy,...,x,]. pak mult a = min( 2" 45 | iy, # 0)
se nazyva multiplicita polynomu a.

Pozorovani. Je-li a € K[z]|, pak mult @ = max{i > 0 | z' déli a}, tedy jde o nasobnost
kotene 0.

Poznamka 4.11. Jestlize z € L\ K, pak existuji P,Q € Pr/k, pro kterd vp(z) > 0 a
vo(z) < 0.

Poznamka 4.12. Nechf z € L\ K, a € K[z], P € Pr/k, pak
7



(1) vp(z) > 0= vp(a(z)) > 0,
(2) vp(z) >0 = vp(a(z)) = mult(a) - vp(2),
(3) vp(z) <0 = vp(a(z)) = deg(a) - vp(z) .

5. WEIERSTRASSOVY ROVNICE

K je nadale téleso a K < L znaci rozsiteni téles a n € N.

T&N. Necht K < L a A je K-algebra. Ozna¢me
Endg(A) ={p: A— A| ¢ je K-homomorfismus}
Autg(A) = {p € Endg(A) | ¢ je bijekce}

Necht n € N, A € K™ b € K", definujme zobrazeni ¥4, 7, : K™ — K" predpisy
Ya(v) = Av, 7(v) = v 4+ b. Ozna¢me Aff,(K) = {n,9a | A € GL,(K),b € K"} a prvky
Aff,(K) se nazyvaji afinni zobrazent.

Pozorovani. Necht K < L, A,B € K"*" b,c € K". Pak

(1) T67e = Toge, Va¥p = Vap, Vam = Ty, Va4,
(2) 14 je bijekce & A € GL,(K),
(3) Aff,(K) je podgrupa grupy permutaci S(K™),
(4) Aft,(K) < Aff, (L), kde ztotoznime 7,04 na K™ a L™.
T&N. Necht 0 € Aff,(K) a X = (21,...,2,). Definujem o* € Endg(K[X]

)
o (f(x1,...,xn)) = flo((x1,...,2,))), kde o uvazujeme jako prvek Aff, (K (X
mnoziny Aff; (K) ={c*| o € AR 2(K)} nazveme afinni automorfismy.

Pozorovani. Necht o,p € Aff,(K), X = (21,...,2,) a f € K[X]
(1) 0" (F(5)) = " ({0 (3))) = flop(X)) = (orp) (),
(2) ld*K" = ldK[X}J (0-71>* = (0 ) )
(3) A" (K) je podgrupa grupy Aut(K[X]).
T&N. Oznacme tiidy ¢tvercovych matic
- Un(K) ={(d;j) € T,(K) | diy = 1Vi},
- Dn(K) = {(dij) € To(K) | dij = OVi # j}.
Pozorovani. T, (K), U,(K) a D,(K) jsou podgrupy GL,(K) a plati rovnosti T, (K) =
Un(K)Dn(K) = Dy (KU, ().
Definice. Necht f,g € K|x] spliiuji degg < 1, deg f = 3, le(f) = 1. Pak se rovnice tvaru
v>+yg(z) = f(x) se nazyva Weierstrassova rovnice (WE) a polynomu y*+yg(z)— f(z) €
K|[z,y] budeme fikat Weierstrassiv polynom (WEP).

dpisem

pie
)"). Prvky

Pozorovani. Necht w = y? + yg(z) — f(x)) € K|x,y] je WEP, A = (i ?) € Uy(K),

_(h 5
() e

(1) 7 (w) = (y+b2)* + (Y +b2)g(x+b1) — f+b1) = > +y(2ba +g(x+ b)) — (f(z+
by) — b3 — bag(x + b1)) je WEP,



(2) U4 (w) = (y+uz)*+(y+uz)g(z)—f(2) = y*+y(2ur+g(z)) - (f (z)—u?2’ —uzg(z))
je WEP,

(3) U* = {(1:9B)* | c € K*, B € Uy(K)} je podgrupa Affy(K) a pro kazdé o* € U* je
o*(w) je WEP.

Poznamka 5.1. Jestlize je char K # 2 a w je WEP, pak A € Uy(K) a b € K? pro které
(1594)*(w) = y* — h(x) pro vhodné h € K[z|, degh = 3 a lc(h) = 1, tedy y? — h(x) je
opét WEP.

T&N. Weierstrasstiv polynom nazveme krdatky, jestlize je pro néjaka as,as,as, a6 € K
tvaru

(SH1) y* — (2% + a4 + ag) pokud char K # 2, 3,

(SH2) y? — (2 + ayx + ag) nebo y* + xy — (x> + a4« + ag) pokud char K = 2,

(SH3) 4? — (2 + a4z + ag) nebo y* — (23 + axx® + ag) pokud char K = 3.

Poznamka 5.2. Necht A € K*, w je WEP a o € Affy(K). Pak existuje WEP @, pro

ktery o*(w) = M < Ja, 0,y € K adb € K2 pronéz o® = 6> = )\, A = (j g) a
o=T704.

Uvazime-li rovnost ¢ = da~! dostaneme
Pozorovani. Necht o, € K*. Pak o® = % < Jc € K* splijici § = ¢® a a = 2.
Tvrzeni 5.3. Necht w € KJ[z,y] je WEP a 0 € Affy(K). Pak jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

(1) existuje A € K* tak, ze A\o*(w) je WEP,
(2) existuje WEP o tak, ze (0*(w)) = (w),

2
(3) existuje c € K*, d € K abe K? tak, ze A = (C 0

d CS) c TQ(K) a g :TbﬁA.

T&N. Reknem, 7e dva Weierstrassovy polynomy w,w € Kl[z,y] jsou K-ekvivalentni,
pokud existuje o € Affy(K) spliujici (o*(w)) = ().

Diusledek 5.4. Pro dva WEP w, @ € K|z, y] jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(1) w a w jsou K-ekvivalentni,

(2) 3ceK* de K abe K tak, 7e A — 0

c . s -
§ 8) € Tl a (5030) = (0),
(3) Ice K*ad,by,by € K tak, ze w = ¢ Sw(c®z + by, Ay + dv + by).

Dusledek 5.5. Necht char K # 2 a f, f € K[z] spliiuje deg f = deg f = 3 a le(f) =

le(f) = 1. Potom
(1) polynomy w = 3> — f(z)aw= y* — f(x) jsou K-ekvivalentni WEP < Jc € K*
abe K, pronéz f(z) = c O f(z +b) = ¢ (n02))*(f),
(2) kazdy WEP w € K|[z,y] je K-ekvivalentni néjakému kratkému WEP.

Priklad 5.6. (1) Uvazujme w = y* +y(2x +2) — (2® —42% +1) € Rz, y]. Pak w je WEP.
Najdeme kratky WEP R-ekvivalentni s w. Nejprve se pomoci linearni transformace dané
9



1 0

matici A = (_1 1

) € Uy(R) zbavime monomu zy:

Phw)=y—z)*+@y—2) 20 +2)— (2° —42® +1) =¢y* + 2y — (2* — 322 + 22 + 1)
a poté posuneme o vektor b = (1, —1), abychom se zbavili monomt y a z*:
mhw) = (y =172 +2(y—1)— (2 + 1) =3z +1)? +2(x+ 1) +1) =9* — (2* — 2 +2).

(2) Polynom w = y* — (z° — x + 2) je

(a) R-ekvivalentni polynomu y® — (2* — {z2 4 35), protoze % () = 64y® — 64(2® —
Lz + 55) pro A, = (61 g),

(b) C-ekvivalentni polynomu y* — (2* — x — 2), protoze V%, (w) = —y* — (—z° + 2 +2)

-1 0
proA2:<0 z)

K je komutativni téleso, K jeho algebraicky uzavér a X := (z1,...,2,).

6. SINGULARITY

T&N. Necht K < L < K. Zna¢me afinni prostory
- A" := K" nad télesem K a
- A"(L) := L" nad télesem L (L-racionalni body).
Pro a € K[X], M C K[X] déle zna¢me:
-V ={a € A" | a(a) = O0Va € M} (varieta),
- V(L) =V NA™M(L), Vo = Viay, Va(L) = Viay (L)
Pokud a € Klz,y] a dega > 1, pak V, fikdme afinni rovinnd kiivka.
Pozorovani. Necht a € K[X]|, M C K[X], 8 = ((1,...,0.) € A"
(1) Var = Viay,
(2) mult 75(a) > 1< mult a(z1+ 81, ..., 2, +8,) 2 1w a(fr,...,B.) =0 BV,

T&N. Necht a =3 bjal =3, . a;_i,7} ... 2 € K[X], kde b; € K[X\ {2;}]. Pak

n

— 1 in
L(a) - E Ajy . ip XLy - Ty = E asy;..6,%j

i1 in:Y ;=1 j=1

i1...0n

se nazyva linearni ¢dst polynomu a a

Do — >0+ 1)b; 12 je (parcialni) derivace polynomu a v proménné z;.

Definice. a = Y a;, ;2% ... 20 € K[X], « = (ay,...,o,) € V, a polozme ¢; := 38; ().
Pak to(a) ==Y cixi — Y, iy = Y, ci(w; — o) je tecna a (nebo V,) v bodé a.
Rekneme, Ze a (nebo V,) je v bodé a hladky (hladkd), pokud t,(a) # 0, a singuldrni,

pokud t,(a) = 0.

Polynom a / varieta V, je

- hladky/d , pokud je hladky /4 ve vSech bodech o € V,, a

- singuldrni, pokud 3 singuldrni bod « € V,, (takové « je singularitou V).
10




Pozorovani. Pokud ¢ € K[X] a a € V,, potom
(1) a je hladky v bodé o < Fi 2% (a) # 0,
(2) o € V;ga(a).
Priklad 6.1. Necht w = y? — (2* + x — 2) € R|z,y] je kratky WEP, pak L(w) = —uz,
ow __ 2 ow __
= Y
Pro a = (1,0) € V,, mame t,(w) = —4(z — 1).

Poznamka 6.2. Jestlize a € K[X] a a € V,, pak to(a) = 7, (L(73(a))).

«

Poznamka 6.3. Nechf a € K[X] a a € A" a 0 € Aff,(K), pak o € V() & o(a) €V,
a v takovém piipadé t,(0*(a)) = 0*(ts)(a)).
Dusledek 6.4. a € K[X] a o € A" a o € Aff,(K), pak

(1) U(Va*(a)) = ‘/;17

(2) 0*(a) je singularni v bodé o € V(o) < a je singularni v bodé o(a) € V.
Dusledek 6.5. Necht w,w € K|z, y| jsou K-ekvivalentni WEP. Pak w je hladky < @
je hladky.

Ptipomenme, Ze polynom je separabilni, jsou-li vSechny jeho kofeny v kofenovém nad-

télese jednoduché a téleso je perfektni jsou-li nad nim vSechny ireducibilni polynomy
separabilni.

Tvrzeni 6.6. Jestlize w = y* — f(z) je WEP pro f(z) € K[z], potom w m& nejvyse 1
singularitu. Necht navic charK # 2,

(1) jestlize je K perfektni téleso, pak je singularita K-raciondlni,

(2) w je hladky < f je separabilni.

Piiklad 6.7. (1) y> — (% + 1) € Rz, 1] je hladky kratk§ WEP,
(2) (y+1)* — (2® + 1) € F3[z,y] je singularni WEP se singularitou (2, 2),
(3) y* — (2* — 2% — x4+ 1) € Rz, y| je singuldrni WEP se singularitou (1,0).

7. SOURADNICOVE OKRUHY

K je v nésledujicim komutativni téleso a K jeho algebraicky uzaveér. X := (zy,...,z,).

T&N. Necht U C A™. pak
Iy ={a € K[X] | a(la) = Wa € U}, Iy ={ac K[X]]|a(a)=0ac U}

a [a = [{a}, Ta = T{a}.
Pozorovani. (1) Je-li I takovy idedl K[X], ze I N K[x;] = (a;) # 0 Vi, pak K[X]/I
je generovan mnozinou {[ [,z | j; < deg(a;)} jako vektorovy prostor nad K, proto a
dimy K[X]/I <], deg(a;) < oo.

(2) Je-li R obor a K-algebra spliujici dimg R < oo, pak K[a] C K(a) C R, proto je
R téleso.

Poznamka 7.1. Necht o = (ay,...,q,) € A"
(1) 1, je maximalni,

11



(2) a e A"(K) & K+ 1, = K[X],

(B) ae A"K) = I,=(x1 —1y...,Tp — ).
Tvrzeni 7.2. Je-li P prvoideal K[X] tak, ze PN K|[xz;] # 0 pro v8echna i = 1,...n, pak
existuje o € A" pro které P = I,
Tvrzeni 7.3. Je-li P prvoideadl K|x,y|, pak bud (a) P = {0} nebo (b) P = (p) pro
p € K|[z,y] ireducibilni, nebo (c) P je maximalni a existuje o € A? pro které P = I,,.
Dusledek 7.4. Necht P je nenulovy prvoidedl K|z, y].

(1) P je maximalni < existuje a € A" pro néz P = I, < Vp je konecna.

(2) existuje p € K|x,y] ireducibilni tak, ze P = (p) & Vp C A? je nekonecna.

(3) jestlize p,q € Klx,y] jsou ireducibilni tak, ze ¢ ¢ (p), pak Vi = V, NV, je

konec¢na.
Priklad 7.5. Pro WEP w = y? — (2® + 1) € R[z, y] jsou napiiklad ideély
(w) g (y,x + 1) = I(—1,0)7 (y7x2 —x+ 1) = Ilu (y2 + 17517) - ](O,i)’
u = (e3%,0), prvoidedly.
T&N. Necht C' = V, je afinni rovinna ktivka, kde a € Klz,y|] a I = (a). Potom
K[C] = Klz,y]/Ic = Klx,y]/(a) je souradnicovy okruh kiivky C. Rekneme, ze C' je
ireducibilni, pokud je K[C] obor a prvek p(z,y) + Ic nazveme polynom na kiivce C' pro
libovolny polynom p € Klz,y].
Je-li w WEP, pak V,, se nazyva Weierstrassova krivka.

Pozorovani. Necht C' =V, C A? je afinni rovinné kiivka.

(1) C je ireducibilni < I = (a) je prvoidedl < a je ireducibilni,

(2) zobrazeni v : K[C] — K dané vztahem v(p+(a))(a) = p(a) je dobre definované

prosté zobrazeni.

T&N. Je-li C =V, C A? ireducibilni kiivka, potom podilové téleso

0 - (5

oboru K[C] se nazyva funkcni téleso kiivky C.

| n € Klz,yl,d € Klz,y] \ (a)}

Pozorovani. Necht a, f € K[z,y|, kde a je ireducibilni a C' =V, pak
(1) f(z +(a),y+(a)) =0v K(C) < [ € (a),
(2) K(C) = K(z+ (a),y + (a)),
(3) z+(a) je algebraicky nad K <« 3p € K|\ {0} spliujici p(z) € (a) < deg, a = 0.

Poznamka 7.6. Necht K < L, w € K|z,y] je ireducibilni a necht «, § € L spliluji, ze «
je transcendenti nad K, L = K(a, 3) a w(a, 8) = 0. Potom [L : K(«a)] = deg, w.

Tvrzeni 7.7. Necht w € K[z,y] je ireducibilni, C = V,,, a = 2 + (w), 8 =y + (w) €
K[C] Cc K(C) = K(a, B). Pak
(1) « je transcendentni nad K <« deg, w > 0,
(2) je-li o transcendentni nad K, pak [K(C) : K(a)] = deg, w,
12



(3) K(C) je AFF nad K.

Dusledek 7.8. Necht K < L. Pak 3o, 8 € L tak, ze L = K(a,f) je AFF nad K <
existuje ireducibilni afinni kiivka C' C A? spliujici L = K(C).

T&N. f € Klx,y] se nazyva absolutné ireducibilni, pokud je f ireducibilni v oboru

Klz,y]

Priklad 7.9. Polynom x? + y? je ireducibilni, ale neni absolutné ireducibilni v Rz, ]
(F3]x,y]), protoze z* + y* = (z + iy)(z — iy) v C[z, y] (Fy obsahuje prvek fadu 4).
Polynom x? 4+ y oviem v Rz, y] (F3[z,y]) absolutné ireducibilni je.

Poznamka 7.10. Jeslize pro f,g € K|[z] plati, Ze degg < 1 a deg f > 3 je lichy, potom
w = y* + yg(x) — f(z) je v K[x,y] absolutné ireducibilni. Specidlné, kazdy WEP je
absolutné ireducibilni.

Poznamka 7.11. Necht w € K[z, y] je ireducibilni a K je t&leso konstant AFF K (V)

nad K. Potom K = K < w je ireducibilni v K [z, y]. Pfedchozich podminky jsou splnény,
je-li w absolutné ireducibilni.

Dusledek 7.12. Je-li C' Weierstrassova kfivka, pak je kazdy prvek v € K(C) \ K
transcendentni nad K.

Priklad 7.13. M&me WEP w = y> + yz + 2® + 1 € Fy[z,y] a oznacme L podilové
téleso oboru [z, y]/(w), tedy L je funkéni téleso kiivky Vi, coz je AFF nad Fy podle
7.7. Protoze je podle 7.10 w absolutné ireducibilni, plati, Ze pro téleso konstant Fy = F,
podle 7.11. tedy naptiklad polynomy 2% + 2 + 1 & 2® + 2 + 1 jsou ireducibilni nad L.

T&N. Necht w € K[z,y] a L je AFF nad K a a,3 € L. Rekneme, ze AFF L je dané
(nad K) rovnici w(co, ) = 0, pokud

(1) L = K(o, B),
(2) w je ireducibilni,

(3) w(a, B) =0.

Pozorovani. Je-li w € K|[z,y] ireducibilni a a = = + (w), 8 = y + (w), pak K(V,,) je
dané nad K rovnici w(a, 5) = 0.

8. MisTA URCENA DvoOJICt

V nésledujicim predpokladejme, ze K je komutativni téleso a f = yg(z,y)+h(z)+y €
K[z,y], kde h € K[z]\ {0}, g € K[z,y| spliiuje m := mult(h) > 2, mult(g) > 1.
T&N. Necht a = 3, - a;;a'y’, pak definujme:
pla) = mult(a(z, y™)),
s(a) == {(i,7)] 4,5 > 0,i + jm = p(a)},
S(a) =32 jyesa) @'y’ (m-sokl polynomu a).
Pozorovani. Necht a,b € K[z,y]\ {0} ai,j,k, 1> 0.

(1) mult(a - b) = mult(a) + mult(b) a pokud mult(a) < mult(b), pak mult(a + b) =
mult(a),
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(2) pla-b) = mult(a(z, y™)-b(z,y™)) = mult(a(z,y™)) +mult(b(z, y™)) = p(a)+p(b),
a pokud p(a) < p(b), pak p(a +b) = p(a) > mult(a),

(3) Uvéazime-li, ze (i + jm) + (k + Im) = u(a) + p(b) = p(ab) a (i + jm) > p(a) =
(k+1m) < pu(b) = by = 0, a proto

S(a)S(b) = Z Z aijbpr TRyt = xly" Z aijb = S(ab)
(i.5)€s(a) (k,1)Es(b) (g,r)€s(ab) (4,5)+(k,D)=(gr)
(4) pla) = p(S(a)) a pokud pu(a) < p(b), pak S(a+b) = S(a).
T&N. Definujme K-endomorphimy A algebry K|z, y] podminkou

Au(z,y)) = u(z, =h(z) — yg(z,y))
pro kazdé u € K|x,y].

Poznamka 8.1. Pro kazdé i,5 > 0 plati, Ze u(A(z'y’)) = i + jm, a existuje takové
A€ K\ {0}, ze S(A(x'y?)) = Agt+im,

Priklad 8.2. Necht w = (y + 2+ 1)? — (23 + 22 + 1) € Rz, y].
Protoze ged(x® + 22 + 1,32% +2) = 1, je w WEP a plati

1 1 1 1
fzéw:§(y2+x2+2yx+2y—x3):y(x+§y)+§(x2—x3)+y.

a proto f = yg(z,y) + h(z) +y pro g = x4+ 3y a h = (2 — 2*). Vsimnéme si, Ze
mult(g) = 1 a m = mult(h) = 2 a spocitejme

pu(g) = mult(z + 54%) = 1, S(g) = =,

p(h) = mult(h) = 2, S(h) = 322,

w(@Py?) =34+2-2=7, p(x*y3) =2+3-2=8 = u(z3y* + 2% =7,

S(A(z3y? + 2?y)) = S(A(2y?)) = 327 podle 8.1

Nadale budeme predpokladat, Ze f je ireducibilni polynom a L je AFF nad K dané

rovnici f(a, 3) = 0.
Poznamka 8.3. Existuje takové misto P € Py /k, ze vp(a) > 0 vp(f) > 0. Navic plati,
ze vp(B) = mup(a).
Pozorovani. Nechf a = Y. aja'y’ € K[z,y]\ {0}.

(]‘) A(a)(a,ﬁ) = a’<aa —h(Oé) - 6_9(0[7 ﬁ)) = CL(Oz,B),

(2) Necht P € Py vp(a) > 0, vp(3) > 0 a necht u = a(a, 3). Potom

vp(u) = min{vp(a’B’) | ay; # 0} = min{(i + mj)vp(e) | ai; # 0} = p(a)vp(a)
= ula) < ve(w)

- l/p(Oé)
T&N. Polozme p(u) = max{p(a) | a € K[z,y] : a(a, ) = u} pro kazdé u € Ko, f].

Poznamka 8.4. Necht u € K[a, f]\{0} a k := p(u). Potom existuje A € K*ab € K|z, y]
splitujici u(b) > k a u = Az* + b(a, B).

Véta 8.5. Existuje pravé jedno P € Prx, pro néz vp(a) > 0 a vp(8) > 0. Navic plati,

ze vp(a) =1, vp(B) =mavp(u-v7t) = ,u(lijl) — p(v) pro kazdé u,v € Ko, 8] \ {0}.



Priklad 8.6. Uvazujme polynom f = y(z + 1y) + 1(2? — 2®) +y z 8.2. Pak L = R(a, 3)
a oznacme jednozna¢né urcené misto P z predchozi véty.
Pak vp(a) =1 avp(f) = mult(h) = 2. Spo¢itame hodnotu vp(a? + B) a vp(a® + 203).
fla,p) =0= 5= —5(04 +368) + 3(a® — a?), proto
vp(a? + ) = I/P( — fa — 262 +30%) =min(2,3,4,3) =2 a
vp(a? +28) = Vp(a —2fa — $%) =min(3,5,4) = 3.
Pozorovani. Pro kazdé o € Affy(K) existuje pravé jedno @ € Affy(L) takové, ze o() =
& () pro viechna v € A%*(K).

T&N. Oznacme @ rozsifeni o € Affy(K) z predchoziho pozorovani.

Pozorovani. Necht a € K[z,y] C Llz,y] a 0 € Affy(K).
(1) (6= (a(o™(z),0*(y))) = alz,y),

(2) jestlize f(x,y) = a(o™(x),0%(y)), pak a = (=1)*(f),
(3) 7"(a) = 0%(a) € Kz, y].
Pozorovani. Necht o € Affy(K),
(4) (u,t) = (0*(2)(& B), o* (y)(& B)
(5) (&,B) =7 *(u,t), proto K(&, 3
(6) (=) (Nut) = f(@ (u,t)) =
V nasledujicim bud L AFF nad K dané dané (obecnou) rovnosti w(a, ) = 0.

Poznadmka 8.7. Nechf w je hladky v bodé v = (71,72) € ViW(K), A € GLy(K), o :=
Ya7_~ a polozme (u,t) =o(a, B) a f, = (o 1)*(w).

(1) Potom L je AFF nad K dané f,(u,t) =0.

(2) Existuje takovd matice A, Ze bud f, = y nebo f, = yg(z,y) + h(x) + y kde
h € Klz]\ {0}, g € K[z, y], mult(h) > 2, mult(g) > 1.

(3) Jestlize t,(f) = a1(x — 1) + a2(y — 72), pak A je matice z (2) (tj. 0 = Va7,
splijici f, = yg(z,y) + h(z) +y pro h € Klz|, g € Klz,y], mult(h) > 2
mult(g) > 1) pravé kdyz 3 (b1, be) € K2\ LOk((ay,az)) takové, ze A = (21’22).

1, U2
Véta 8.8. Necht w je hladky v bodé v = (71, 7) € Vi, (K).
(1) Existuje jednoznacné uréené P € Pr k spliiujici vp(a —~1) > 0 a vp(8—2) > 0.
(2) Jestlize | = ly + lyx + by € K|z, y| kde lo, 11,1y € K pak pro P z (1) plati:
=0 jestlize [(v) #0
vp(l(a,B){ =1 jestlize I(7) = 0 a1 (t(w))
>2 jestlize l(y) =0ale (t,(w))
Predpoklddejme, Ze L je AFF nad K dané rovnosti w(a, 5) = 0's degw > 2 a zaroveini

rovnosti fo(u,v) = 0 kde fo = yg(x,y) + h(z) +y pro h € K[2]\ 0, g € Kfz,y],
mult(h) > 2, mult(g) > 1 (a kde oba polynomu w i f, jsou ireducibilni).

T&N. Necht p € K[x] a v € K. Nésobnost kofenu v polynomu p je nezadporné celé ¢islo
k splitujici (z — ) déli p a (z — v)*! nedsli p.

Pozorovani. Necht p,s € K[z], g € K[z,y] ay € K.
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(1) Nésobnost kofenu v v p je k < mult(7*_ (p)) = F,
(2) jestlize s(y) =0a g = g(x —,s(x)) € K[z], pak nasobnost kofenu v v § je vétsi
nebo rovna mult(g).
Tvrzeni 8.9. Necht v = (71,72) € Vo(K), degw > 2, %—1;(7) #0a A pu € K jsou takové,
ze v2 = A1 + p. Pak existuje pravé jedno P € P i pro které (o — 71,8 —72) C P, a
vp(8 — A+ ) je rovno nasobnosti kofenu v polynomu w(z) = w(x, Az + p).
Priklad 8.10. Necht f = y* + zy + 2° + 32 € R[z], pak jde o absolutné ireducibilni
polynom podle 7.10. Ozna¢me L AFF nad R dané rovnosti f(«,3) = 0 pro a = = + (f)
af=y+(f) e Klxyl/(f)
Vidime, 7e (=2,2) € Vya 3L = y+52", 9L = 2y+x, proto 4(—2,2) = 82, 9L(-2,2) = 2
at="tao(f) =82 +2y —|— 160
Podle 8.9 existuje praveé jedno misto P € Pr/k obsahujici o + 2, 5 — 2.
Prou =+ 4la + 80 = 1t( , B)uré¢ime hodnotu vp(u):

f=flx, —41z — 80) = 2° +40 - 412° — 80 - 81 + 80% + 32.
Protoze 0 = f(—2) = f/(—=2) # f"(—2) dostavéme, Ze vp(u) = 2.

9. LOKALIZACE V SOURADNICOVEM OKRUHU

Uvazujme nadale AFF L nad K dané dané rovnosti w(o, ) = 0 a zaroven rovnosti
fo(u,v) =02 8.7, kde f, =yg(z,y) + h(z) +y a mult(h) > 2, mult(g) > 1.

T&N. Necht v = (71,72) € Voo (K) C A*(K). Pak (w) C I, = (x — 71,y — 72). Oznadme
a
Ry = Klz,yla,) = {3 | a,b € Klz,y] : b(y) # 0}

lokalizaci K|[z,y] v maximalnim idedlu 1., (I,) = IR, = {§ € R, | a € 1,} oznacuje

(jediny) maximalni ideal R, a zobrazeni w, : R, — L je urceno pravidlem w.(§) = Z((zgg
Oznac¢me
WO, ={peL|IreR, :w,(r)=p}, wPy:={pecL|Ire(l,): w(r)=np}

Pro pevné w budeme psat O, misto ,,0, a PW misto ., P, .
Domy,(r) ={ee€V, |re O} Vr e L.
Pozorovani. Pro vySe zavedené znaceni, kde v € V,,(K) a o(y) = (0,0) plati:
(1) w, je dobfe definovany okruhovy homomorfismus,
(2) Oy = wy(Ry), Py = wy(I,Ry),
(3) O, je lokalni okruh s maximalnim idedlem P,, O, = K + P,, proto plati, ze
dlmK(Ow/Pfy) = 1,
(4) necht r = Zéfﬁg; pro a,b € K[z,y], b ¢ (w) a b =[], b; je ireducibilni rozklad b,
pak Vi, \ Dom,(r) = {e € V,(K) | r ¢ O} € U, Viws,) je konecny,
(5) wOy = 1,000 awPy = 1, Pog), specidlng Oy = 75w)O00) 8 wly = ) F00)-

Poznamka 9.1. Je-li w singularni v v € V,,(K), pak O, neni valua¢ni okruh.

Priklad 9.2. Bud w = (y + 1)*> — (z + 2)® a necht L je AFF nad F5 dané rovnosti
w(a, f) =0proa =z+(w)af =y+(w) € K|z, y}/( ). Pak (3,4) 6 V (F5) je singularita
w a v predchozim dikazu jsme si rozmysleli, ze G5 i 2¢ O34 ani & +2 L ¢ Oz
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Poznamka 9.3. Necht L je AFF nad K dané rovnosti f,(u,v) = 0 a predpokladejme,
ze P € Ppk spliuje vp(u) = 1 a vp(v) > 0. Pokud z € Klu,v] \ {0}, pak existuje
a,b € Klz,y] s a(0,0) # 0, b(0,0) # 0 (tj. mult(a) = mult(b) = 0) a 25 = w2 €

b(u,v)

900 = 1900\ 1. P00)-

Tvrzeni 9.4. Nechf w je hladky v bodé v = (y1,72) € Vi(K) a P € P i a plati, Ze,
?)_Z(V) #0, vp(a =) > 0avp(B —v2) > 0. Potom

(1) existuje takové u € P, ze vp(u) = 1 a —= € O} pro kazdy z € Ko, 8]\ {0},
(2) P =P,
(3) O, =0,.

Priklad 9.5. Uvazujme opét f = y? + axy + 2° + 32 € R[z| z 8.10, kde L je AFF
nad R dané rovnosti f(o,) = 0. Oznacme t = t(_29)(f) = 82x + 2y + 160. Urcime
P = P59 € Ppap)/r. Protoze je prvek (—2,2) nulou pfimky = + 2 a ¢ (t), dostavame
z 8.8, ze vp(av + 2) = 1.

Proto P22 = (a +2) = {(a+2)4%50 | ¢(—2,2) # 0}.

Pozorovani. Necht w : K[z, y] — K|«, 5] je dosazovaci homomorfismus w(m) = m(«, 3)
a0# P C Kla, ] je prvoideél. Pak diky 7.4 dostavame:

(1) w je okruhovy surjektivni homomorfismus a Kerw = (w),
(2) (w) € w H(P) aw (P) je prvoidedl K[x,y], proto 3y € V,, splijici P = w(I,),
(3) P je maximalni ideal .

Poznamka 9.6. Nechf 0 # P C Kla, f] je prvoidedl a K = K|a, 5]/P. Pak je K =
Kla+ P, + P] téleso, pro néz [K : K] < co. Navic [K : K| =1 & v € V,,(K).
Poznamka 9.7. Nechf P € Pk a P = PN K|a, A].
(1) Pokud Ko, 8] € Op, pak P je maximélni idedl K|a, 3], dimg (K|[a, 5]/P) < oo,
vp(a) > 0,avp(8) 20.
(2) Jestlize K|a, 5] € Op, pak P =0 a bud vp(a) < 0 nebo vp(f) < 0.
(3) Plati-li Ko, 8] € Op a w je WEP, potom vp(a) < 0, vp(f) < 0 a 3vp(a) =
2Vp(6).

T&N. Oznacme P\, = {P € Py/x | deg P = 1}.

Véta 9.8. Necht P € IP’(LI/)K a polynom w je hladky ve vSech bodech v € V,,(K). Potom
jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) K[O&,ﬁ] - OP;
(2) 3 pravé jedno (v1,72) € Vi (K), pro které vp(a — 1) > 0 a vp(f — ) > 0,
(3) existuje jediny bod v € V,,(K), pro ktery P = P,.

Dusledek 9.9. Je-li f hladk§ WEP ve viech bodech v € V,,(K) a P € P!

L/K>
existuje v € V,,(K), pro které P = P, nebo o', 7! € P.
17
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10. SLABA APROXIMACNI VETA A JEJI DUSLEDKY

L nadéale zna¢i AFF nad K s télesem konstant K.

Pozorovani. Necht a,b € L.
(1) Pokud a ¢ K, pak 3P € P/ takové, Ze vp(a) > 0 diky 3.6,
(2) K= {S €L ’ I/p(S) =0VP e PL/K})
(3) jestlize P € Pk spliiuje vp(a) # 0 # vp(b), pak diky 4.8 vp(a+b*) = min(vp(a), kvp(b))
pro vSechna kromé nejvyse jednoho, tedy Jk, tak, ze rovnost plati Vk > k.

Poznamka 10.1. Necht n > 1 a P;,..., P, € Py/k jsou po dvou rizna mista. Pokud
v; := vp, pro viechna i, ay,...a, € L a z € Z, pak

(1) 3 s € L* tak, ze v1(s) > 0 a v;(s) < 0 pro vSechna i = 2,...,n,

(2) 3t € L tak, ze v;(t — a;) > z pro vSechna i = 1,...,n.

Véta 10.2 (Slabé aproximacni véta). Necht n > 1 a Pi,..., P, € Pr/x jsou po dvou
ruzna mista. Jestlize ay,...a, € Lazy,...,z, € Z, pak existuje s € L tak, ze vp,(s—a;) =
z; pro vSechna 1 = 1,...,n.

T&N. Je-li W podprostor vektorového prostoru V' nad K, fekneme, ze B je linedrné
nezavisla mnozina (baze) V- modulo W jestlize {b+ W | b € B} tvofi linedrné nezavislou
mnozina (bazi) faktoru V/W.
Dusledek 10.3. Necht n > 1,e>0a P, P,,..., P, jsou po dvou riiznd mista

(1) Pr/k je nekonecna.

(2) Existuje baze B K-algebry Op modulo P tak, ze B C Pj \ Pf“ (tj. vp,(b) = ¢

Vbe B)Vi=1,...,n.

Pozorovani. Necht P € P,k a necht by, ..., b, € Op jsou linedrné nezavislé modulo P
nad télesem K, t € P, vp(t) =1, \j, \jj € Kproi=1,....n,j=0,...,e—1a3i:

(1) vp(22; Aibi) =0, |

(2) vp(3o; Nibit?) = vp(32; Nibi) + vp(t)) = J,

(3) VP(Zij )\z]bztj) = mln{j | 3 : )\ij 7£ O} podle 48,

(4) {bit’ |i=1,...,n, =0,...,e — 1} je linedrné nezavisl4 modulo P*.

Tvrzeni 10.4. Necht P,..., P, € Py x jsou po dvou riizna mista pro n > 1. Pokud
s €Niey P (tedy vp,(s) > 1 Vi), potom [L: K(s)] > > vp(s)deg P;.

Disledek 10.5. Jestlize s € L*, pak je mnozina {P € Py /k | vp(s) # 0} konecna.

Dusledek 10.6. Je-li w WEP a L je dané rovnosti w(«, 5) = 0, pak existuje pravé jedno
misto Py € P/ tak, ze vp_(a) < 0 nebo vp_ () < 0. Navic Py € IP’(LI/)K, vp, (o) = =2
avp () =-3.

T&N. Jednoznac¢né urcené misto nad WEP z predchoziho dusledku budeme znacit P...

Tvrzeni 10.7. Je-li w hladky WEP v V,,(K), pak P}, = {Px} U{P, | 7 € V,,(K)}.
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Priklad 10.8. Nechft w = ¢> +y — (23 + 1) =¢y* +y + 23 + 1 € Folx, 9] a a =z + (w),
B :=y+ (w) € K[z,y]/(w). Potom je w je WEP a L := Fy(«, 3) je AFF nad Fy dané
w(a, 5) = 0.

Z 10.7 plyne, ze P € P, pravé kdyz P € {Pu), P, P}, nebot V,(Fa) =
{(1,0),(1,1)}.

Podle 10.3(1) je P,k nekonecnd, proto jsou dalsi mista stupné vétsiho nez 1, napiiklad
pro kazdy ireducibilni m € Fy[z] stupné vétsiho nez 1, existuje P, € Pp/x spliujici
m(a) € P, a proto deg P,, > deg(m) > 1.

11. D1vIZORY

L je nadale AFF nad K a K je jeho téleso konstant.

Definice. Necht Div(L/K) = {ZPG]PL/K a,P | a, € Z} oznacuje volnou abelovskou

grupu s (formalni) volnou bézi Pk (tedy jen kone¢né mnoho hodnot a, je nenulovych)

s operacemi
Y aPt > bP= ) (a£b)P, 0= ) OP.

PePr i PePyr /i PePr i PePy i
Formalni suma ) Pepy ik a,P se nazyva divizor (AFF L nad K). Stupeil divizoru je
definovan jako degK(ZPE]P,L/K a,P) = ZPGPL/K a, degy (P).

Piiklad 11.1. ZPEIF”L/K vp(r) P je divizor podle 10.5 pro kazdé r € L*.

Pozorovani. Polozme k = [K : K] < co, P € Pp /g, a € L*.
(A1) L je AFF nad K a K C Op podle 4.10, proto Pz =Pk a Div(L/K) =
Div(L/K),
(A2) degy P =dimg Op/P =k - degy P a degy(A) =k - degi(A),
(A3) degy : Div(L/K) — Z je grupovy homomorfismus,
(A4) ZPE]P’L/K vp(a)P =0 vpla) =0VP € Pk & a € K.

Definice. Divizor Peb, vp(r)P se pro r € L* se nazyva hlavni budeme ho znadit (r)

a ozna¢me mnozinu hlavnich divizort Princ(L/K) := {(r) | r € L*}.

T&N. Necht A = ZPGPL/K a,P, B = ZPG]PL/K b,P € Div(L/K). Pak budeme psat:

max(A, B) := Z max(a,, b,) P, min(A, B) := Z min(a,, b,) P,

PePL /i PePrL/k

A, = max(A,0), A_ := —min(A4,0) = (—A),, a fekneme, Ze A je pozitivni, jestlize
A - A+.

Definujme relace < a ~ na Div(L/K): A < B, pokud a, < b,V P € P/, A ~ B,
pokud A — B € Princ(LL/K). > znadi ji opacnou relaci k relaci <.

Oznaéme L(A) :={re L*| (r)+ A >0} U{0}.

Pozorovani. Necht A, B,C,D € Py, r,s € L*.
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(B1) Protoze (5) = Ypes, o o(5)P = Speo,  (0p(r) + ()P = (r) + (9), je
zobrazeni r — (r) homomorfismus grup L* a Div(L/K),
(B2) —(r) = ('), 0 = (1) je neutralni prvek a Princ(L/K) podgrupa grupy Div(L/K),
navic (1) = (s) < 3 X € K* spliiujici 7 = \s
3) ~ je kongruence na Div(L/K),
4) < je uspofadani na Div(L/K), pronéz plati A< B, C <D= A+C< B+ D,
)
)

L0):={rel*|(r)+ (1) >0 U{0} =K.

T&N. Cl(L/K) := Div(L/K)/Princ(L/K) je tridovd grupa AFF L nad K.
Jestlize A € Div(L/K), pak L£(A) se nazyva Riemanniv-Rochiv prostor divizoru A a
Pokud K = K , pak o L fekneme, Ze je plné konstantni AFF.

Pozorovani. Necht i < j €N, (p) = P € Pr/x, tj. vp(p) = 1.
(C1) Zobrazeni v; : Op/P — P’~'/PJ uréené vztahem ¢;(a + P) = ap’~' + P7 je
izomorfismus vektorovych prostori nad K,
(CZ) degP = dimg OP/P dimg pi—1 = Pj,
(C3) dimg (P'/P7) =377, dim(P*'/P*) = (j — i) deg P.

Poznamka 11.2. Jsou-li A, B € Div(L/K) takové, ze A < B, pak L(A) je podprostor
L(B) adimg(L(B)/L(A)) < degg (B — A).

Tvrzeni 11.3. Pokud K = K (tj. L je pIné& konstantni AFF) a A, B € Div(L/K), potom
(D1) 1 <I(A) < deg A+ 1, jestlize A > 0,
(D2) I(A) =0, jestlize A < 0,
(D3) 1(A) <(Ay) < o0,
(D4) deg A —I(A) < deg B — I(B), jestlize A < B.
Poznamka 11.4. Jestlize s € L\ K (tj. s je transcendentni nad K), pak existuje takové
B € Div(LL/K), ze B > 0 a pro kazdy k > 0:
(1) (k+ DL : K(s)] < U(k-(s)- + B),
(2) (k+ DL : K(s)] < k-deg((s)-) +deg B +1,
(3) KL+ K(3)] — (0 (5)_) < deg B — [L: K(s)].

Véta 11.5. Jestlize K = K as € L\K (tj. L je pIné konstantni AFF a s je transcendentni
nad K), pak deg((s)-) = deg((s)+) = [L : K(s)] a deg((s)) = 0.

Disledek 11.6. Pokud A ~ B, pak deg A = deg B a dimy/x A = dimy/x B.

Priklad 11.7. Necht L je AFF nad Fy dané w(«, ) = 0 prow = y*+y—(23+1) € Fylx, 9]
jako v 10.8. Spocitame hlavni divizory (o + 1) a ().
(a) Podle 11.5

deg((a+1)1) = > vpla+1)degP = [L:Fy(a+1)] = [L:Fa(a)] = 2.

P: a+1€eP
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Protoze a+1 € Puog N Payy ave (a+1)=vp (o) = —2, dostdvame
(a+1)=1-Pyg+1-Pa1y—2- Px.
(b) Opét diky 11.5 je deg((a)4) = > p. pepvr(a)deg P = [L : Fo(a)] = 2 a o neni
prvek P pro zadné P € ]P’L/K(l), tudiz existuje jediné P spliujici o € P a deg P = 2, coz

znamena, ze

() =1-P,—2-Px.

Tvrzeni 11.8. Pro K = K a A, B € Div(L/K) plati:
(D5) I(A) > 1 < existuje s € L* tak, ze A+ (s) >0,
(D6) (B — A) > 1 < existuje A’ € Div(L/K) tak, ze A ~ A" < B,
(D7) jestlize I(B — A) > 1, pak deg A — I(A) < deg B — I(B),
(D8) jestlize deg A < 0, pak [(A) =0,
(D9) L((s))=Ks'={ks™' |ke K} Vs e L*

Poznamka 11.9. Nechf K = K a pro A € Div(L/K) plati, ze deg A = 0. Potom

(1) {(A) € {0, 1},
(2) I(A) =1 & A € Princ(L/K).

Véta 11.10 (Riemann). Jestlize K = K, potom existuje celé ~ splitujici deg(A) —1(A) <
v pro kazdy divizor A € Div(L/K).

Definice. Nejmensi celé ~, pro néz deg(A) — I[(A) < v pro kazdy divizor A € Div(L/K),
jehoz existenci zarucuje Véta 11.10, se nazyva rod (genus) AFF L nad K.

Do konce kapitoly budeme predpokladat, ze K = K a rod AFF budeme v nasledujicim
vzdy znacit pismenem g.

Pozorovani. Necht K = K a A, D € Div(L/K)) a plati, ze deg(D) — (D) = g — 1.
(E1) g > deg(0) —1(0) = —1, proto g > 0,
(E2) deg(A— D) —I(A— D) <g—1, proto [(A— D) > deg(A) — deg(D) — g + 1,
(E3) jestlize deg(A) > deg(D) + g, pak [(A— D) > 1,
(E4) pokud /(A — D) > 1 nebo D < A pak diky (D4) a (D6) g — 1 = deg(D) — (D) <
deg(A) —I(A) < g—1, proto deg(A) —l[(A) =g — 1.
Poznamka 11.11. Existuje takové celé v, ze pro kazdy A € Div(L/K) spliiujici deg(A) >
v plati, Ze I(A) = deg(A) — g+ 1.
T&N. Necht P := P, x a uvazujme kartézskou mocninu LF jako L-algebru s operacemi

definovanymi po slozkach s neutralnim prvkem 1, kde r — 7 -1 € L¥ ztotoziiuje prvky L
s konstantami LF. Pak se f € L¥ nazyva adéle, je-li mnozina

{PeP|f(P)¢Opt={PeP|vp(f(P)) <0}
konecné a A,k oznaCuje mnozinu vsech adeéle.
Necht A = ZPG]P’L/K a,P € Div(L/K), pak
Apx(A) = {f € L¥ | vp(f(P)) + ap > OVP € P}.

Déle i(A) := g — 1 — deg(A) + I[(A) > 0 se nazyva indez specializace A. A se nazjva
specidlni jestlize i(A) > 0 a A se nazyva nespecidlni, jestlize i(A) = 0.
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Pfipometime, ze P* = {r € L | vp(r) > k} pro kazdé k € Z, P € Pp .
Pozorovani. Necht r € L, f € LFr/x A = ZPGPL/K a,P € Div(L/K) a s € L*.

(F1) f € Ak © vp(f(P)) < 0 pro kone¢né mnoho P € Py, tudiz r € Ay k diky
10.5

(F2) f e Ark(A) & vp(f(P)) > —a, pro vechna P € Py /k,

(F3) ALk je podalgebra L-algebry LFr/x,

(F4) Ar/r(A) =[lpep, . P je podprostor vektorového prostoru Ay, x nad télesem
KaAyk(A)NL=L(A),

(¥5) Ak = UBeDiv(L/K) Ar/k(B).

Poznamka 11.12. Necht A = ZPGPL/K a,P, B = ZPGPL/K b,P € Div(L/K) a s € L*.

(1) Jestlize A < B, pak Ap/x(A) € Ap/x(B) adimg (AL x(B)/ ALk (A)) = deg(B—

A),
) jestlize A < B, pak dimg ((Az/x(B) + L)/(Ar/x(A) + L)) =i(A) —i(B),
) Az (A )ﬂAL/K( ) = Ar/k(min(A, B)), Ap/k(A)+ ALk (B) = ALk (max(A, B)),
) dimg (AL /(ALjx(A) + L)) =i(A )
) AL/K:AL/K(A)+L ~ Z(A) 0

) S.AL/K(A) = AL/K(A — (S))
Poznamka 11.13. Necht S ; Prk, , P1,...,P, € § jsou po dvou riznd mista,

ai,...an, € L a z € Z. Pak existuje t € L tak, ze vp,(t — a;) > z pro vSechna i =1,...,n
a vp(t) > 0 pro vSechna P € S\ {P,...,P,}.

Véta 11.14 (Silnd aproximacni véta). Necht S & Pk, , P1,..., P, € S jsou po dvou
rizna mista. Pokud a1,...a, € L a z1,...,z, € Z, potom existuje takové s € L, ze
vp(s —a;) = z; pro viechna i = 1,...,n a vp(s) > 0 pro vSechna P € S\ {P, ..., P,}.

I

12. WEILOVY DIFERENCIALY

Opét predpokladame, ze L je AFF nad K rodu g a K je jeho téleso konstant.

T&N. Necht A € Div(L/K). Pak
Qi (A) = (Ayyr(A) + L)f = {w € A" | w(AL/k(A) + L) =0,}

QL/K = U QL/K(B) = {CL) € »AL/K* | w(L) = O,HB € DlV(L/K) : LU(AL/K(B)) = 0}
BEDiv(L/K)
Prvky Qp k se nazyvaji Weilovy diferencidly (AFF L nad K).
Pozorovani. Necht A, B € Div(L/K) a s € L*.
(1) dimg(Q(A)) = dim( ALk /(Ar/x(A) + L) = i(A) (1.4(2), 11.12(4)),
(2) A< B = Apk(A) € Apyr(B) = Qpyi(B) € Qpi(A) (14(3), 11.12(1)),
(3) QL/K(A) N QL/K(B) = (AL/K(A) —f‘ AL/K(B) + L)o = QL/K(IH&X(A, B)),
Qr/k(A) + Qg (B) = ((Ayx (A) + L) N (ALyx (B) + L)) € Qp/k (min(A, B))
(1L4(1),(4), 1113(3)),
(4) 5210(4) = (5 (AL () = Qe A+ () (L5(3), 1112(6)),
(5) Pro kazdé w € €k definujme pfedpisem 0-w =0 a (s-w)(?)
3) a

Potom je €11,/ vektorovy prostor nad télesem L diky 1.5, (
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Poznamka 12.1. Jestlize ]P’g/)K £ (), pak K = K

Cely zbytek kapitoly budeme piedpokladat, Ze je L nad K plné konstantni AFF, tedy
K=K.

Poznamka 12.2. Nechf w € Qi \ {0} . Potom existuje pravé jeden W € Div(L/K)
spliujici podminky w(Az,x(W)) = 0 pro kazdé A € Div(L/K) plati implikace w(Ar x(A)) =
0, pak A < W.

T&N. Divizor W z 12.2 jednoznac¢né urceny Weilovym diferencidlem w se nazyva the
kanonicky divizor diferencidlu w a zna¢ime ho (w).

Poznamka 12.3. Nechf w, @ € Qp,x \ {0}, A € Div(L/K) a definujme zobrazeni ¥, :
L — Qp/k podminkou V,,(s) = s - w pro kazdé s € L. Potom plati:

(1) jestlize s € L*, pak (sw) = (s) + (w),
(2) W, je linearni vnofeni nad télesem L a tedy i nad K a W, (L((w)—A)) € Qr/k(A),
(3) existuje takovy B € Div(L/K), ze ¥, (L((w) — B)) NV (L((w) — B)) # 0.

Véta 12.4. Pro (1 /k plati:

(1) dlmL(QL/K) = 1,
(2) je-liw € Qpyi \ {0} a A € Div(L/K), pak ¥, 4 : L((w) — A) = Qp/x(A) dané
podminkou VU, 4(s) = sw je izomorfismus vektorovych prostori nad K.

Disledek 12.5. Vsechny kanonoické divizory tvofi pravé jednu rozkladovou tiidu mo-
dulo Princ(L/K) (tedy pro kanonicky divizor W plati, ze A ~ W < A je kanonicky).

Véta 12.6 (Riemannova-Rochova). Jestlize W je kanonicky divizor, pak
[(A) =degA+I(W —-A)+1—g

pro kazdé A € Div(L/K).
Dusledek 12.7. Je-li W € Div(L/K) kanonicky divizor, pak [(W) = g, degW = 2g — 2,
(W) = 1.
Dusledek 12.8 (Hlavni dusledek Riemannovy-Rochovy véty). Jestlize deg A > 2g — 1
pro A € Div(L/K), pak [(A) =deg A+ 1 —g.
Poznamka 12.9. Pro A € Div(L/K) plati:

(1) jestlize deg A =29 — 2 a l(A) > g, pak je A kanonicky,

(2) jestlize g = 1, pak A je kanonicky < A je hlavni .
Tvrzeni 12.10. Jestlize A, B € Div(L/K) a g = 0, pak:

(1) A je hlavni < deg A =0,
(2) A~ B & deg A = deg B,
(3) A je kanonicky < deg A = —2.
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13. ELIPTICKE FUNKCNI TELESO
Necht L je AFF nad K rodu g.

Poznamka 13.1. Necht P € IF’(LI/)K, he€Z,h>0,sée L. Potom
(1) se LEP)\L((i —1)P) < (s)- =iP,kde i > 1,
(2) jestlize existuje k > 0 tak, ze [(iP) > i — h+ 1 pro kazdé i > k, pak g < h,
(3) jestlize pro kazdé i > h + 1 existuje s; € L tak, ze (s;)- = iP, pak g < h.

Piiklad 13.2. Pfipomenime, Ze téleso K (z) je AFF nad K a diky 4.9 mame
Pry/x = {Fp | p € K[z] je ireducibilni monicky} U { P}

kde P, je maximalni ideél lokalizace K[z]y)) s vp, = V) a Py je dané diskrétni valuaci
Voo($§) = deg(b) — deg(a). Potom v,(z") > 0 pro kazdé ¢ > 0 a p ireducibilni monicky a
dale vy (') = —i pro kazdé i > 0, proto (z')_ = iPs. Tudiz K(z) je diky 13.1(3) rodu 0.

Pro kazdé s € K(z)* existuje k € K*, ireducibilni po dvou neasociované polynomy
pi € Klx] a exponenty e; € Z, pro néz s = k[[,p;’. Ozna¢ime-li d = ), e; degp;, pak
mame hlavni divizor (s) = >, e; P, — dPx a plati e; = v, (s) = vp, (s), coz ndm déva
postup, jak najit prvek télesa L urcujici divizor stupné nula, jehoz existenci nam pro AFF
rodu 0 zarucuje Tvrzeni 12.10(1).

Tvrzeni 13.3. Necht P\

Lk 7 0. Pak g = 0 & existuje s € L tak, ze L = K(s)

Definice. AFF L nad K se nazyva eliptické funkcéni téleso (EFF), jestlize je rodu 1 a
P # 0.

Pozorovani. Necht L je EFF a P € ]P’(Ll/)K, pak je L plné konstantni podle 12.1, a
I(iP) = deg(iP) = i pro kazdé i > 1 diky 12.8, proto K = L(1P) & L(2P) & L(3P)

podle 13.1(1).

Poznamka 13.4. Je-li L EFF nad K a P € IP(Ll/)K, potom pro kazdé u € L(2P) \ L(1P)
a pro kazdé v € L(3P) \ L(2P) existuje WEP w € K[x,y] a A € K* tak, Zze L je dané
rovnosti w(Au, Av) = 0.
Pozorovani. Necht w € K[xz,y] je WEP a L je dané rovnosti w(a, ) = 0. Potom
(1) existuje pravé jedno P = P, € ]P’g/)K tak, ze vp(a) = =2, vp(f) = =3, vg(a) > 0,
vo(f) > 0 pro vSechna @ € P x \ { P} diky 10.6,
(2) (a)- = 2Py, (B)- = 3P, Op, N K|a,p] = K a Ka, 5] € Og pro vsechna
Q €Pr/k \ {Px} podle (1) 2 9.7,
(3) jestlize w je hladky v V,,(K), pak IP’(Ll/)K ={P.}U{P, |y € V,(K)} podle 10.7.

Tvrzeni 13.5. Pro w € K|z,y] WEP a AFF L nad K dané rovnosti w(«, 3) =0
(a) bud g =1 a L je EFF,
(b) nebo g = 0 a [((0)) = 1 a existuje s € L a polynomy a,b € K[z], pro néz
L=K(s),a=a(s), f =0b(s) adega =2, degb = 3.
Véta 13.6. Necht L je AFF nad K dané rovnosti w(a, ) = 0 pro WEP w. Pak L je

EFF < w je hladky na V,,(K).
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Priklad 13.7. (1) Necht w = y*> +y + 23 + 1 € Fylx,y] je WEP z 10.8. ProtoZe je w
hladky v racionalnich bodech V,,(Fy) = {(1,0),(1,1))}, je podle 13.6 Fy(V,,) rodu 1, tedy
EFF a Fy(s) & Fa(V,,) pro kazdé s € Fy(V,,)

(2) Necht f = y* + 2 + 2 + 1 € Fylx,y| je WEP. Protoze je f singularni v bodé
(1,1) € Fo(Vy), je diky 13.6 rodu 0 a existuje takové s € Fy(Vy), ze Fo(s) = Fo(Vy).

14. ASOCIATIVNI ZAKON

V nésledujicim ozna¢me WEP w = y? + a1zy + azy — (2® + asx? + asx + ag).
Predpoklddejme, ze L je EFF nad K dané rovnosti w(«, §) = 0. Potom je podle 13.6
w hladky na V,,(K).

T&N. Pic’(L/K) := Ker(deg)/Princ(L/K) se nazjva Picardova grupa, [A] := A +
Princ(L/K) oznac¢uje rozkladovou t¥idu grupy Pic’(L/K) a zobrazeni W¥g : IP’(LI/)K —
Pic’(L/K) dané vztahem Wo(P) = [P — Q] pro Q € P},
Poznamka 14.1. Necht P, P»,Q € IP’S.}/)K a A € Div(L/K).

(1) Jestlize P, — P, € Princ(L/K), pak P, = P,

(2) jestlize deg A = 1, pak existuje pravé jedno misto P € ]P’(Ll/)K, pronéz P— A €

Princ(L/K),
(3) zobrazeni W, je bijekce.

T&N. Definujme pro libovolné () € IP’(LI/)K binarni operaci ¢ na IP’%/)K pravidlem P, P, :=
U5 (To(Pr) + Tg(Py)).

Pozorovani. Jestlize Q, Py, P1,..., P, € }P’(Ll/)K, pak

(1) IP(LI/)K tvofi s operaci @ abelovskou grupu s neutralnim prvkem (@),
(2) ¥ je grupovy izomorfismus,

(3) PoP=D < [P+ P =[R+Q)

4) P®--@®P, =P —F+(1-n)Q+>.", P € Princ(L/K),

T&N. Necht [ = cx + dy + e € K[z,y] pro ¢,d,e € K, kde (¢,d) # (0,0). Potom | =
[+ (w) € K[V,] = K|a, ] se pro a = .+ (w), f = y+ (w) nazyva primka reprezentovand
[. Rekneme, Ze | prochdzi bodem + jestlize vy € Vi

Tvrzeni 14.2. Necht v = (11,72) € Vi(K) a | € Kl[z,y] reprezentuje pfimku [ =
[+ (w) € K[V,,].
(1) Pokud [ € (x — m1), pak existuje pravé jedno 0 = (d1,d2) € Vi, (K) spliujici
(I) = Py + P5 — 2P, a navic plati, ze 1 = 1 a 6 = —a171 — az — 72,
(2) pokud [ € (y — Az — u) a l prochézi v, pak (I)- =3P a
(a) bud existuje jediné P € Pk stupné 2 tak, ze (I); = P, + P, [ ¢ (t,(w)) a
Viw(K) NV = {7},
(b) nebo existuji jednoznaéné (az na pofadi) uréené body & = (§1,d2),n =
(1) € Voo (K) tak, 7e ()1 = Py + Ps+ Py, Vo (K) OV = {7, 0,0}, i +71 +61 =
—ay + A2 + ay )\, navic [ € (t,(w)) & v € {8,1}.
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Definice. Uvazujme na Py, x Y grupovou strukturu danou U p_. Polozme E(K) = V,,(K)U
{00} a definujme operace @, © na E(K):

Yy&d=n&e P,&Ps=P,& [P+ Ps] =[P, + Py,
6y=0< P, @ Ps =P, < [P, + Fs] = [2P4)].

Véta 14.3. (E(K),®,5,0) je komutativni grupa a pro v = (y1,7%), 0 = (01,02), n =
(M, m2) € Vi (K) plati:
(1) &y = (11,72 — am — as),
(2) jestliée v#£E6ay®06=n, pak
= (= =0 + A+ @A —az, Mvi —m) — 72 — i — az), kde
( ) A= g? 12 jestlize y1 # 01,
A

(b) 3724+2a2v1—a1v2taq
2v2+a1v1+as

Diisledek 14.4. Je-li K C F C K rozsiteni téles, pak F(K) je podgrupa E(F).

Priklad 14.5. Necht w = y* — 23 — 1 € F;[z] je WEP. ProtoZe (2* + 1) = 32% a 0 neni
kofenem 23 + 1, je w hladky.

Snadno uréime E(F5) = {(0,1),(0,4), (4,0),(2,2),(2,3),00}. Protoze je E(F5) komu-
tativni Sestiprvkova grupa, vime, ze E(F5) = Zg. Pomoci 14.3 spocitame:

(0,1) = ©(0,4) (4,0) @ (4,0) = (2,2) @ (2,3) = 00 a (0,4) B (4,0) = (2,3).

Najdeme-li pro stejny hladky WEP grupu E(Fas5), pak z 14.4 vime, ze E(F5) < E(Fas).

jestlize y; = d;.

15. PROJEKTIVNI KRIVKY

Piedpokladejme, ze n > 1, K je komutativni téleso a K je jeho algebraicky uzaver.

T&N. Oznac¢me a = (ag : ay : -+ : a,) = LOg((ap, ai,...,a,)) C K" projektivni bod
projektivniho prostoru
PY(K)={(ap:ar:-:a,) | (ap,as,...,a,) € K"\ {0}}
s homogennimi soutadnicemi (ag : a; : -+ : a,) a poloZzme P" := P"(K).
Oznac¢me Hy = LOg (2 ...zt | > ot = d). O kazdém polynomu F' € H4 fekneme,
Ze je to homogenni polynom stupné d a K[X,...,X,| = Udzo ‘H,4 znac¢i mnozinu vSech

homogennich polynomii. Polozme
G
K(P") = {E | H G € K[Xy,...,X,]\{0}:deg H=degG} U{0}.

Mnozinu (racionalnich) homogennich nul polynomu F' zna¢ime

Ve={(ap:ay: - :a,) €P"| Flag,...,a,) =0} (Vr(K)=VrNP"(K)).
Jestlize F' € K[Xy,...,X,] a a € Vg, fekneme, Ze je F' hladky v bodé a € Vg, pokud 3y
spliujici 7 IF (ao, ..., a,) # 0, v opacném ptipadé je F' v bodé a singuldrni.

Je-li F 1redu01bilni nazyvame Vg projektioni ireducibilni krivka jeji funkéni téleso je

K(Vp) = { (( ))|HG€K[X0,...,X]\(F):degH:degG}U{O}.

Pozorovani. Necht d > 0, ig,...,i, > 0a F € Hy C K[Xo, X1,...,X,]. Potom
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(1)23 OZ]_d:>Z]O Oz L dHJO]’
(2) Z;L oar % = dF,
(3) K(P") je podtéleso K (x,...,z,),

(4) je-li Fireducibilni, pak je K (Vp) podtéleso podilového télesa oboru K|z, . .., z,]/(F).

T&N. Necht f € K[zy,...,2,)\ {0} aa=(a,...,a,) € A". Definujme

— X X,
f:: Xgegff(_la "7_)7
X Xo
0:=0€ K[Xo,X1,...,X,], a:=(:ay:---:a,) €P"
Dale Vj zna¢me p; : P* — A" parcidlni zobrazeni dané vztahem
Qo aj—1 Aj41 G,
pilag:ay: - :ay)=(—,...,~—— L= ... 75
a;j a  aj a;
pro a; # 0 a zobrazeni w; : K[Xo, X1,...,X,] = Klz1,...,2;-1,%j41,...,%,] dané
vztahem
Fj(F) = F(.Th ceey L1, ].,$j+1, “o ,IL’n).

Pozorovani. Necht f,g € K[z1,...,z,], k =deg f,l =deggas=k+1— (deg(f+g)).

()feK[X07X17~-~7 ]fg_f gaﬂ-ﬂ(f):fv
)0¢{fgf+9}=>Xéf+X5_—Xs(f+g),
) f je ireducibilni < f je ireducibilni,
)aeVy & aels,

) po(Vy ) Vi Vt > 0.

(6
(7
(8
(9
Poznamka 15.1. Necht f € K|[zy,...,7,]\ {0} a a € V. Potom f je hladky v a < f
je hladky v @.

Tvrzeni 15.2. Necht f € K[z, 5] je ireducibilni a F = f. Definujme zobrazeni €f
K(V}) = K(Vr) ae: K(x) — K(P') pravidly €;(0) = €(0) =0 a

(g+ (f)) _ X Mg () (9)- Xo*"g
h+(f))  X3®9h + (F) h) X9y

pak € a € jsou K-izomorfismy téles.

Dusledek 15.3. K(P') a K (V%) jsou AFF nad K pro kazdy ireducibilni polynom f €
K[Q?l, .1'2] .

T&N. Pro A, B,G € K[Xy, X1] \ {0} definujme

va(A) :==max{e > 0| G° déli A}, vg (%) =vg(A) —vg(B), ve(0)= occ.

Dusledek 15.4. Necht v je normalizovand diskrétni valuace na AFF K(P') nad K.
Potom
(1) existuje ireducibilni polynom G € K[Xy, X;i] spliujici v = vg,
(2) stupent mista {U € K(P') | vg(U) > 0} je roven deg G,
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(3) zobrazeni (ag : a1) — {U € K(P') | Vagxy,—a,x,(U) > 0} je bijekce P(K) —

Pty
T&N. Pro F € K[Xy, X1, X;] ireducibilni a a € Vr C P? definujme
G (P
O, = {m € K(Vr) [ H(a) # 0}
_ G+ ) _
a—{me(ﬂa\G(a)—O}

Pozorovani. Nechf a = (ap : a; : a2) a F' € K[X,, X1, Xs] je ireducibilni.

(1) pokud 3f € K|x1, x5 a Iy € A? spliujici F = f a gi% € K(Vy), pak h(y) # 0 &

LX5®9(7) # 0 a dale g() = 0 & §X5%"(7) = 0, proto podle 15.2 ¢;(P,) = Px,
(2) jestlize F' # f pro zadné f € K[z, x5] = F = AX, pro ndjaké A\ € K* =
K(Vp) = K(Vyo) 2 K(V,,) & K(P') diky 15.2.
Véta 15.5. Necht F' € K[X,, X1, X5], je ireducibilni, @ € Vp a P € Pg(v,)/x. Potom
(1) existuje b € Vr tak, ze P, C P,
(2) jestlize deg P =1a P, C P, pak a € Vp(K),
(3) jestlize F' je hladky v a € Vr(K) a P, C P, pak P, = P adegP, = 1.
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