1. cviceni
Pripomenme rozsiteny Eukleidiv algoritmus hledani nejvétsiho spolec-
ného délitele ¢isel a a b:

VSTUP: a,be N, a>b
VYSTUP: NSD(a,b),z,y € Z, pro které NSD(a,b) =z-a+y-b

0. i:=1, (ap,a1) :=(a,b); (xg,z1) :=(1,0); (yo,vy1) :=(0,1);

1. while(a; > 0) do
{aip1 = (ai)mod a5 ¢ := (ai1)div ag; %tj. a1 = gai+ ain
Tig1 = Tim1 — T~ Qs Yip1 = Yio1 — Vi " Q3 =1+ 15}

2. return a;_1,%;—1,Yi—1.

1. Spocitejte nejvétsi spolecny délitel a prislusné Bézoutovy koeficienty v
celych cislech

(a) ¢isel 539 a 84,
(b) &isel 256 a 27,

(c) ¢isel 292 — 1 a 231 — 1.

2. Spoctéte 2371 v télese Zsy.

3. Dokazte pro hodnoty béhu Eukleidova algoritmu, ze
(a) NSD(a;-1,a;) = NSD(a;, a;t1),
(b) a;=zi-a+y-b,
(c) NSD(a,b) =z-a+y-b.



Reseni:

1.

(a) NSD(539,84) = 7 =5 - 539 — 32 - 84,
(b) NSD(256,27) = 1 = —2- 256 + 19 - 27,
(c) NSD(292 — 1,231 — 1) =1 = (—2)(292 — 1) + (1 + 281 + 262)(23! — 1),

Spocitame Bezoutlv koeficient y = —8 ve vztahu
37x + 23y = NSD(37,23) =1
, potom 237! = (—8)mod 37 = 29.
(a) Pii vyuziti vztahtt a; 1 = a;41+¢;-a; a a;41 = a;_1 — ¢; - a; uvazime,
ze
c/ai—1,a; = c/aiy1 = ai—1 — q; - a;,

d/ai, aixn = d/ai—1 = a1 + q; - a;.

(b) Dokazeme indukci: Tvrzeni plati pro i = 0 a i = 1 a pfedpokla-
dejme, ze tvrzeni plati proi a i — 1, tedy a; = x; - ag+y; - a1 a a;_1 =
i1+ Qg+ Yi_1 - a;. Dokdzeme rovnost pro ¢ 4+ 1 dosazenim za a; a a;_,
do vztahu:

Qg1 = Qi1 — ;- G = (Tim1 - ao + Yic1 - a1) — (T - ap +yi - a1) - q; =
= (901'—1 — X %’) “ap + (yi—l — Vi Qi) c Q1 = g1 Qo + Yig1 - Q1.

(c) Plyne z (a) a (b).



2. cvicenl
Ve skole:

1. Popiste vSechny invertibilni prvky okruhu Z, s operacemi modulo n a
rozhodnéte, pro kterd n je Z, obor integrity a pro ktera je téleso. Najdéte v
Z1o inverz k prvku 77.

2. Dokazte, Ze je konecny obor nutné téleso.

3. Rozhodnéte, zda nasledujici podmnoziny tvoii podokruh télesa C:

{a+bV2 | a,b € Z}, {a+bV2 | a,b € Q}, {a+bV2 | a,b € Z}, {a+bw | a,b € Z},
{a~|—b\3/§~|—c€/4_1 | a,b,c € Q}, {a+b\/§~|—0\/§~l—d\/6 | a,b,c,d € 7},

kde w = ?™/3. Které z podokruhii tvoii télesa? (Vsimnéte si, ze w? = —1—w.)

4. Popiste nejmensi podokruh s jednotkou maticového okruhu Ms(Z), ktery
. 1 , .,
obsahuje prvek <O ) Tvofi tento podokruh komutativni okruh?

00
Uloha pro samostatné pocitani:

5. Dokazte, ze komutativita s¢itani plyne z ostatnich axiomt komutativnich
okruhii s jednotkou.



Reseni:

1.

Invertibilni jsou pravé prvky nesoudélné s n. 777! = 13.

Z,, je obor integrity < je téleso < je n prvocislo.

Necht R je kone¢ny obor. Uvazime pro kazdy nenulovy prvek a € R
zobrazeni 7, : R — R dan0 vyta 7(r) = a - r. Jestlize 7(r) = 7(s),
pak a - (r—s) =0, a proto r = s. Tedy 7, je prosté zobrazeni kone¢né
mnoziny do sebe, a tudiZ i zobrazeni na. Tudiz a™' = 7,71(1).

{a +bv/2 : a,b € Z} neni podokruh, ostatni mnoziny jsou, z toho
{a+by2+cV4d: a,beQ}a{at+bv/2: a,be Q} tvoii télesa

{<8 Z) | | a,b € Z}, tento podokruh tvori komutativni okruh.

{a+by2 : a,b € Z} neni podokruh, ostatni mnoZiny jsou, z toho
{a+by2+cV/4: a,beQ}a{a+bv/2: a,bec Q} tvoif télesa

{<g Z) | | a,b € Z}, tento podokruh tvofi komutativni okruh.

. Vyuzijeme-li distributivity dostaneme:

1+a)(1+0)=14+a)l+(1+a)b=1+a+b+ab,

(1+b)(1+a)=(1+b1+(1+ba=1+b+a+ ba,

Diky komutativité nasobeni plati, ze
l+a+b+ab=1+b+a+ab

a zbyva odecist prvek 1 zleva a prvek ab zprava.



3. cviceni
Ve skole:

1. Ovéite, ze polynomy s realnymi koeficienty R|x] chapané jako realné funkce
tvoii s obvyklymi operacemi +, —, - a konstantami 0 a 1 obor integrity a

polynomy s racionalnimi koeficienty Q[z] a s celo¢iselnymi koeficienty Z[z]
jsou jeho podobory. Urcete prvokruh a charakteristiku vsech obort.

2. Je-li Q[r] nejmensi podokruh télesa R obsahujici QU {r}, dokazte, Ze jsou
okruhy Q[r] a Q[z] izomorfni. (Vyuzijte faktu, Ze 7 neni kofenem zadného

nenulového racionalniho polynomu).

3. Dokazte, Ze z4dné dva z okruhtt Q, Q[i], Q[v/2] nejsou izomorfni.

Uloha pro samostatné pocitdani:

4. Uvazujme podokruhy
R1 = Z[Z] S C,

m= (5 V) laben) < @)

Ry ::{(Z 2) | a,b € Z} < My (Q)

. Rozhodnéte, které dvojice okruht R; a R; jsou izomorfni.



Reseni:

1. Protoze je scitani i nasobeni v R komutativni a asociativni a sc¢itani
je vzhledem k nasobeni v R distributivni, maji stejné vlastnosti tyto
operace definované po slozkach na mnoziné realnych funkci, tedy i na
polynomech. Navic plati p+0=p, p+ (—p) =0 a p-1 = p pro kazdy
polynom p. Protoze je soucet i soucin realnych polynomii a opacny
polynom k redlnému polynomu opét redlny polynom, jedné se o dobte
definované okruhové operace. Z matematické analyzy vime, zZe soucin
dvou nenulovych polynomt je nenulovy, R[z| je tedy obor.

Jellip =3, paa” g =3, qna" € Qlz](Z[z]), pak
pP+q= Z(pn + %@)Jjn € Q[x](Z[x]),

n

pq= Z(Zpi “qn—)2" € Qlz)(Z[z]),

n

—p =Y —p.a"Qlz](Z[x)).

Protoze 0,1 € Z[z] C Q[x] tvoii Q[z] 1 Z[x] podobory. Prvookruhem
vsech téchto oborti je Z a jedna se tudiz o okruh charakteristiky 0.

2. Stadi uvazit dosazeni €2, : p — p(m). Snadno nahlédneme, Ze jde o zob-
razeni a Q[z] na Q[r]. Pokud p(7) = ¢(7), pak je m kofenem polynomu
p — ¢, proto p = q a zobrazeni (), je i prosté. Pfimocaie ukazeme, Ze
(p+q)(m) = p(m) +q(7), (p- @)(7) = p(x) - q(m) a Qx(1) = 1.

3. Ke sporu predpokidejme, Ze existuje izomorfismus ¢ : Q[i] — Q. Pak

—1=9(=1) = p(i-i) = (1) - (7)),

tedy v Q mame prvek a = (i) spliiujici podminku a®> = —1, spor.
Ze stejného diivodu neexistuje izomorfismus Q[i] — Q[v/2] (ani do
zaddného jiného podokruhu télesa R).
Necht existuje izomorfismus ¢ : Q[v/2] — Q, pak

2= p(2) = o(V2- V3) = p(V2) - (V)

a Q by tak muselo obsahovat /2, coz je opét spor.

4. a+ b — (_ab 2) urcuje izomorfismus R; a Rs.
- ;o . (11 1 -1\ [0 0
R3 neni izomorfni ani Ry ani Ry, nebot (1 1) (_1 1 ) = (0 0),

tedy R3 neni obor zatimco R; a R obory jsou. Izomorfismus by musel
netrivialni délitele nuly zobrazit opét na netrivialni délitele nuly.



4. cvicenl
Ve skole:

Algoritmus déleni se zbytkem polynomn:
VSTUP: a,b =) b,z" € R[x], kde R je obor a bges, invertibilni
VYSTUP: ¢, r € R[x], pro které a=¢q-b+r, degr < degb

0. m:=degb; n:=dega—m;

1. if n <0 then return 0,a else 7r:=a;

2. for i:=n downto 0 do {q; :=rimb lir =1 — qz'b;}
3. return Y, q’, r.

1. Vydélte se zbytkem polynomy
(a) o'+ 32 + 42 + 2+ 3 : 2* + 2 v okruhu Z[z] a Zs[z],
(b) a*+ 22+ 2 : 22+ 2+ 1 v okruhu Z[z] a okruhu Z[x],
(¢) 20+ 2% + 2"+ a5+ 2 + 22 + 2 : x+ 1 v okruhu Zs[z],

Eukleidav algoritmus pro nalezemi nejvétsiho spole¢ného délitele (tj.
spole¢ného délitele nejvyssiho stupné) polynomii nad télesem 7' a Bézouto-
vych koeficientii:

VSTUP: ag, a3 € T[z]\ {0}

VYSTUP: NSD(ag,a1), w,v, pro které u, -ag—+ v, a; = NSD(ap,a;)

0. (ug,v1) :=(1,0); (up,v1):=(0,1); i:=1

1. while a; # 0 do {zvol a;41,q; € T[z] takova, Ze

Qim1 = G; - ¢ + a;41 a deg(a;q1) < deg(a;);

Uiy i= U1 — U~ @ Vig1 "= Vimg — U~ Q35 1:=1+ 1}

2. return a;_1,U;_1,Vi_1-

2. Spocitejte nejveétsi spolecny délitel a prislusné Bézoutovy koeficienty pro
polynomy

(a) 23+ 2>+ 2+ 1 a2?+ 22 + 2 v okruhu Zs[z] a v okruhu Zs[z],

(b) 2% — 2% — 2 —2 a 2® — 222 + 3z — 6 v okruhu Q[z].

Ulohy pro samostatné pocitdni:

3. Dokazte, ze algoritmus déleni se zbytkem polynomt pracuje spravné a
nalezené polynomy ¢, r jsou jediné, které spliuji podminky a = ¢-b+1r a
degr < degb.

4. Dokazte s vyuzitim tvah o Eukleidové algoritmu nad celymi ¢isly z prvniho
cviceni spravnost Eukleidova algoritmus pro polynomy.



Reseni:

1.

(a) 2* + 323 + 42 + v+ 3 = (2?2 + 2)(2? + 3z + 2) + (—Bx — 1) v Z[z],
ot 4303 + 42 + o+ 3= (2* +2)(2® 4+ 3z + 2) + 4 Zs[x].

b))zt + 2 +zr=(+r+D)(2*—z+1)+ (x—1) v Z[z],
= +r+ D)@ +r+ 1)+ (v +1) v Zola].

() 204+ 2+ 2"+ 2P+ + 2%+ = (v +1)(2%+ 2+ 2° + 22 +1) + 1.

. (@) NSD(z* + 22+ x+ 1,22 + 22+ 2) =

=2=0224+ 1)@+ 2> +2+1)+ (2® + x4+ 2)(2® + 22 + 2) v Zs[x],

=r+3=1a*+2*+x+1)+ (4o + 1)(2? + 2z + 2) v Zs[z].

(b) NSD(2? — 2? —x — 2,2% — 222 + 32 — 6) =

=T —14=(—2—-2)(2®—2? —x — 2) + (v + 3) (2> — 22 + 3z — 6).
Protoze deg(r — ¢;z'b) < i +m pro kazdé i ve for-cyklu, plati, Ze ma

zbytek mensi stupen nez m. Indukci podle ¢ nahlédneme, ze a = q-b+r,
tedy algoritmus pracuje spravneé.

Zbyvé ukazat jednoznac¢nost. Predpokladejme, ze a = b-¢'+1" a degr’ <
degb. Potom b-(q—¢') = 1’ —r a protoze deg(r’' —r) < deg b, dostavame
r"—r=0,aprotoiq—q¢ =0

Algoritmus skon¢i, protoze v kazdém kroku snizime stupen zbytku.
Zbyla argumentace je obdobnd jako v 3.tloze prvniho cviceni.



5. cvideni
Ve skole:

1. Necht p a ¢ jsou dva nenulové polynomy nad télesem 7. DokaZte tvrzeni:

(a) Jestlize p déli g a zéroveni ¢ déli p, pak existuje nenulovy prvek v télesa
T, pro ktery p = vq.

(b) Nejvétsi spoleény délitel p a ¢ je urcen jednoznacné az na nasobek
nenulovym prvkem télesa.

2. Uvazujme obor integrity (R, +,-,—,0,1) a oznaéme (Q,+,-,—, 2, 1) jeho
podilové téleso. Ovéite, ze

(a) %:Z—é’prok&idé%Gan>y€R\{0}7

(b) jsou operace na podilovém télese dobie definované.

3. Dokazte, ze podilové téleso oboru Z[i] l1ze ztotoznit s télesem Q[i] (nejprve
tvrzeni pfesné zformulujte!).

Ulohy pro samostatné pocitani:

4. Dokazte, ze je podilové téleso (Q, +, -, —, %, %) opravdu téleso.

5. Kdybychom symbolem 7 oznacili nikoli tifidu ekvivalence, nybrz dvojici
(a,b) € R x (R \ {0}) a kdybychom operace +, —,- zavedli stejné jako u

podilovych téles, které axiomy oboru integrity by pro R x (R\{0}) neplatily?



Reseni:

1.

(a) Protoze p déli ¢ existuje polynom u, pro ktery ¢ = up, a podobné
protoze ¢ déli p existuje polynom v, pro ktery p = vq. Dosadime-li do
druhého vztahu za g dostavame p = vup, proto p(1 — vu) = 0 a tudiz

1 —vu = 0, nebof T'[z] je obor. Protoze 1 = vu, musi byt wu i
polynomy stupné nula, tedy u,v € T™.

(b) Necht a je néjaky nejvétsi spolecny délitel p a ¢ a b je

v nutné

nejvetsi

spolecny délitel p a ¢ ziskany Eukleidovym algoritmem. Protoze b =
up + vq, kde u a v jsou Bézoutovy koeficienty, musi a délit b, tedy
b = wa pro vhodny polynom wu. Protoze z definice jsou polynomy a
a b z definice stejného stupné, musi byt v nutné stupné nula, tedy

ueT\{0}.
(@) tr =42 < (a-z,b-x)~ (a yb-y) & axby = bray, coz plyne z
komutativity nasobeni.
p a1 _ G2 o €1 _ C2 a1, c _ aicr _ aicibady
(b) necht § = §2 a & = &, pak §& - 7L = piob = el —
a4 a arditbicr . _ arbadidptbibadocy _ agbididatbibadicy _ a2
by T dy brd, brd1bads bydbads b

az | c2
by | do &
co
+d2'

Zobrazeni, které formalnimu zlomku % kde a,b,c,d € Z, b # 0 # d,

c+di?
pritadi jeho komplexni vyhodnoceni

a+bi  (a+bi)(c— di) _ac+bd+bc—adi
c+di c + d? 2+ 2+

€ Q[i] €

je izomorfismus podilového télesa oboru Z[i] a télesa Q[i].

g L ¢ —gadtbe _chtde _¢c @ o, c_0c_co_c, g

b "d " "bd ~ db —d"b'b d_ bd _ db  d b

a | (c , e\ _ adf+b(cf+de) _ (ad+bc)f+bde _ ra | c\ | e
b+(d+f)_ bdf - bdf _<b+d)+f’
g.(g.z)_“(ce)_M_(g.g).s

b \d F/ 7 Tbdf — “bdf — \b d/ [’

a4 0 _@altb0 _a a 1 _al_a a4y —a_ot(ca _ 0 _0
b "1 " b T bbb 1 b b0 b b b1
g‘g_f_g_g_acbf—l—bdae_acf—l—ade_g.cf—&—de Q_(£+g)

b d " b f T " bdf —  bdf b _df b \d " f/)

Platily by vSechny axiomy kromeé axiomu opac¢ného prvku a
distributivity.

C

axiomu



6. cviceni
Ve skole:

1. Urcete nasobnost kofenu 2 polynomu

(a) x° — 62t + 1123 — 222 — 122 + 8 € R[z]

(b) 2° + a* + 4a® + 52 + 22 + 1 € Zq[x],

(c) 2°+ 22 4+ 2% + 2 € Z3x].
2. Najdéte vSechny kofeny polynomu 22 + x € Zg[z] v okruhu Zg a napiste
vSechny jeho rozklady na soucin korenovych ¢initeli.

3. Najdéte vSechna takova a, b € R, pro kterd m4 redlny polynom z* —ax3+4b
nasobny kofen (tj. aspori dvojnasobny).

Ulohy pro samostatné pocitdni:

4. Najdéte polynom s racionalnimi koeficienty stupné 4, jehoz kofenem je

¢islo V2 4+ /3

5. Necht f je polynom kladného stupné nad oborem integrity. Dokazte, Ze
jsou-li polynomy f, f" nesoudélné, pak f nemé zadny nasobny koten.



Korenem jsou prvky 0,2, 3,5,
?4+r=z(r+1)=(x+4)(z+3).

(a,b) € {(a,0) | a € R} U{(a, 25a*) | a € R}.

(V2432 =54+2V6a (V2 +V3)t = (5+2V6)% = 49 + 2076,

proto (v/2 4+ v/3)* — 10(v/2 + v/3)? = —1, tudiz v/2 + v/3 je kofeneme

polynomu z% — 1022 + 1.

Mé-li f nasobny kofen «, pak existuje g, pro ktery f = (z — a)?g, a
protoze ' = ((z — a)?g) = 2(z — a)g + (z — @)*¢’ je (x — «) spolecny
deélitel f, tudiz f, f’ jsou soudélné.



7. cviceni
Ve skole:

1. Najdéte vsechna x € 7Z spliujici
(a) bx +3 =9z + 13 (mod 17),
(b) 10z +5=7 (mod 14),

(c) 2245z =0 (mod 19),

2. Najdéte vsechna x,y € Z spliujici 2° + z + zy =1 (mod 7).

33

3. Spoctéte (a) 3" modulo 28, (b) 14" 4+ 15" + 166" modulo 17.

4. Dokazte, ze
(a) 13 déli 232 + 20% + 3634,
(b) 11 déli n* + 5n?! 4 3n' + Tn® + 6n pro vSechna cela n.

Ulohy pro samostatné pocitani:

5. Spocitejte posledni dvé cifry &sla 8183

6. Najdéte viechna z,y,2z € Z splijici 22 + y* + 22 = 15w? (névod: Feste
nejprve kongruenci modulo 8).



Reseni:

1.

(a) x =6 (mod 17), tj. x € {6 + 172| z € Z},
(b) x =3 (mod 7), tj. x € {3+ 7z| z € Z},
(c) x €{192| z € Z} U {14+ 192| z € Z},

.2 Z0 (mod 7),y = —1 (mod 7).

Budeme vyuzivat Eulerovu vétu.
3333 3333 3333 -1 3333 -1
(a) 33 = 3(3 Jmod 12 — 33~(3 Jmod 4 — 33-((—1) Jmod 4 — 33 =

27 (mod 28),
(b) 141" 415!
(_3)0 + (_2>(—1)15mod 16 4 (_1>0 =1_ (2)15 + (_1)0 =1-94+1=10
(mod 17), protoze 2 =271 =9 v télese Z;7.

515+161616 — (_3)1414mod 16+(_2>1515mod 16+(_1>1616mod 16 —

) (a) 2332 + 2933 4 3634 = (_3)(32)mod 12 4 3(33)mod 12 4 (_3)(34)m0d 12 —

3 +3"+30=3%(14349)=0 (mod 13),

(b) je-li n ndsobek 11, pak neni co dokazovat, v opa¢ném piipadé jsou
n a 11 besoudélné a opét vyuZijeme Eulerovu vétu: n®3 + 5n2! 4 3n'3 +
3 4+ 6n =n3 +5n+ 3n® + 7nd + 6n = 11n® + 11n! =0 (mod 11).

8187 = (—19)(E3*modi0 = (1) Ymodd0 = (_19)3 = 41 (mod 100).

Nutné podminka: 22 + y? + 2% + w? = 0 (mod 8). Protoze pro kazdé
a liché a> = 1 (mod 8) a pro a sudé a®> = 0 nebo 4 (mod 8), musi
byt nutné z,y, z,w sudé. Nyni vytkneme ze vSech neznamych cislo 2
a vykratime cislem 4 a fesime stejnou kongruenci. Odtud plyne, ze
x,1, z,w jsou nasobkem 2" pro vSechna pfirozena n, proto xr =y = 2z =
w = 0.



8. cvicenl
Ve skole:

1. Najdéte vSechna z € Z, pro ktera plati
(a) =5 (mod 7), z =4 (mod 8), z =2 (mod 9),
b) 2x +1=2 (mod 3), 3z +2 =3 (mod 4), 4z + 3 =2 (mod 5),
¢) 10z =6 (mod 32) a 3z =1 (mod 5),
d) 2" =2 (mod 5) a 2z® =1 (mod 7).

0
)z> =1 (mod 3) az?> =1 (mod 7),
) 22 = —1 (mod 65),

c) z2 = 36 (mod 45).

3. Najdéte vSechny kofeny polynomt
(a) 22 — 1 nad Zy, (b) 2% + 1 nad Zgs, (c) 22 + 3z + 2 nad Zy,.

Uloha pro samostatné pocitani:

4. Nechf jsou p a ¢ dvé rizna licha prvodisla.
(a) Dokazte, Ze mé polynom z® + 322 + 2x v okruhu Z,, pravé 9 kofen.
b) Rozhodnéte, zda existuji a,b € Z,,, aby mél polynom 2% + ax + b v
pq
okruhu Z,, pravé 3 kofeny.



ResSeni:

1. Poc¢itame pomoci dosazovaciho (Garnerova) algoritmu na vypocet vzort
Cinské véty o zbytcich:
(a) x =236 (mod 504), (b) x =11 (mod 60), (¢) z =7 (mod 80).
(d) Vsimneme si, Ze pro 5/x nebo 7/x kongruence splnény nejsou. Za

predpokladu, ze 5 ani 7 nedéli =z ekvivalentné upravime kongruence
pomoci Eulerovy véty na

1=2r (mod5), 2°=1 (mod7),

druh4 z kongruenci je diky kofenovym vlastnostem polynomu z? — 1
ekvivalentni podmince x = +1 (mod 7), odtud uz stejnym postupem
jako v (a)-(c) dostaneme, ze = 8 (mod 35) nebo z = 13 (mod 35).

2. (a) v e {£1+21k| k€ ZyU{8+21k| k € Z}y U {13 + 21k| k € Z}
(b) z = £8 (mod 65) nebo z = £18 (mod 65),
(¢) x = £6 (mod 15), tj. x € {+6 + 15k| k € Z}.

3. Vyuzijeme opét Cinskou vétu o zbytcich. Polynomialni rovnice pro (a)

a (b) jsme vyfesili uz v predchozi aloze.

(a) 22 — 1 mé koteny 1, 8,13, 20,

(b) 2% + 1 m4 kofeny 8, 18,47, 57,

(c) 2 + 3z +2 = (z + 1)(z + 2) m4 kofeny 5,6,12,13.

(

a) Oznacme F, : Z,; — Z, F, : Z,, — 7, zobrazeni dana piedpisem
F,(a) = (a)mod p, F,(a) = (a)mod ¢

anecht f = 23 + 322+ 22 = 2(x + 1)(x + 2). Pak je podle Cinské véty
o zbytcich zobrazeni a — (F,(a), F,(a)) bijekce mnozin Z,, a Z, x Z,,
navic a € Z,, je kofenem polynomu f nad okruhem Z,,, pravé kdyz je
F,(a) kofenem polynomu f nad télesem Z, a zarovetl je F,(a) kofenem
polynomu f nad télesem Z,. Protoze mé f nad télesem Z,, i nad télesem
nad télesem Z, pravé 3 kofeny a kazdé4 dvojice téchto kofenti odpovida
pravé jednomu kofenu nad Z,,, mé f nad okruhem Z,, pravé 3-3 =9
kofenii.

(b) Ne. Podle predchozi iivahy by musel mit polynom z? + ax + b nad
télesem Z, nebo Z, pravé 3 kofeny (a nad druhym télesem nutné pravé
jeden), coZ pro polynom stupné dva nad zadnym télesem neni mozné.



5.

6.

9. cviceni

Ve skole:
. Najdéte vSechny polynomy f € R[z|, pro které plati:
(a) f(0) =2, f(1) =1, f(-1) =3,
(b) f(0) =2, f(1) =1, f(—1) =3, f(2) =6,
(d) f(0)=1, f(1) =2, f(-1) =3, f(2) =6,

. Najdéte vSechny polynomy f € Zs|x], pro které plati:

(a) f=2+2 (mod 2> +1)a f=1 (mod 2% +z + 1),
(b) f=2 (mod 22+ 1) a f =2z (mod 2* + z + 1).

. Overte ze je Zsla]/(a® + 1) téleso a spocitejte

(a) a7, (b) (a+1)7 (¢) 2a- (2a+1), (d) a ! (a+2).

. Zkonstruujte Sestnactiprvkové téleso.

Ulohy pro samostatné pocitdni:
Dokazte, ze existuje izomorfismus mezi okruhy Zs[z]/(z* — 1) a Z3.

Oveite, Ze je Zs[a]/(a® + a + 1) téleso a najdéte v ném vsechny kofeny

polynomu z7 + 1.
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(a) Napriklad pomoci Lagrangeova interpola¢niho polynomu dosta-
neme —x +2 = 2 - (”1)(1 . I(x;l) +3- x(x Y proto f € {—z +
2+g(2° — )| g € Rlzl]}.

(b) Resime kongruence f = —x +2 (mod z° — ), f =6 (mod x — 2),
proto

fe{r?—2v+2+g(2®—2z)(x—2)| g€ Rz]}.

(c) 33: sx+1=1- —(le(f_l) +2. x(w;l) +3- x(z;l), proto
f=3a2— ;aﬂ—l(modx?’—x)

(d) f=32—3z+1 (mod (z* — z)(z — 2)).

Postupujeme obdobné jako pii feseni kongruenci v Z:

(a) f=22°+2 (mod (22 +x + 1)(2® + 1)), tj.

fef{er® +2+g(x? +x+1)(2® +1)| g € Zs[z]}.

(b) f=a®+ 222 +x+1 (mod (22 +x + 1)(z% + 1)), tj.
fe{?+22%+z+1+g@®+x+1)(2*+1)| g € Zs[z]}.

Protoze polynom 22 + 1 nemd v Zs kofen, neni soucinem kofenovych
¢initelt (tedy polynomi stupné 1), a proto je ireducibilni. Tudiz je
podle pozorovéani z pfednasky okruh Zs[a]/(a? + 1) téleso.

(a) Resime kongruenci af =1 (mod o? + 1) (vSimnéme si, 7e o = —1
(mod a? + 1)) a dostavdme o~ ! = 2a,

(b) (a+1)7'=a+2, (c) 2a-(2a+1) = 2a+2, (d) a™' (a+2) = a+1.

. Stac¢i najit ireducubilni polynom stupné 4 nad télesem Z,, takovy po-

lynom nesmi mit kofen 0 ani 1, coz znamend, ze mé absolutni ¢len 1
a lichy pocet clenti a dale nemize byt soucinem dvou ireducibilnich
polynomt stupné 2. Protoze jediny ireducibilni polynom stupné 2 nad
télesem Z, je polynom 22 +x + 1 a (22 + 2+ 1)? = 2* + 22 + 1 je
ireducibilni napiiklad polynom x* + z + 1. Tudiz Z,[x]/(z* + x + 1) je
Sestnactiprvkové téleso.

Definujeme-li ¢(g) = (9(1), 9(2), 9(3), 9(4)) pro kazdé g € Zs[x]/(z*~1)
a v&imneme-li si, ze 2! — 1 = (v — 1)(x — 2)(z — 3)(x — 4), je zobrazeni
¢ : Zs|x]/(z* — 1) — Z3 podle Cinské véty o zbytcich izomorfismus.

Protoze polynom 23 + x + 1 nemé v Z, koien, neni nasobkem kofe-
nového cinitele, tedy soucinem tedy polynomu stupné 1 a 2. Proto je
ireducibilni a okruh T' = Zy[a]/(a® + a+1) je télesem. Korenem z7 + 1
jsou vSechny nenulové prvky télesa T' (ovéfeni je bez dalSich znalosti
teorie ponékud pracné), tedy z7 + 1 = [Licr oy (z — 1)



10. cviceni
Ve skole:

1. Dokazte, Ze algoritmus déleni se zbytkem v oboru Z[i|, ktery pro u,v €
U

Z[i] \ 0 nejprve najde a,b € Q splijici * = a + bi a na vystupu piedlozi
hodnoty ¢ = [a] + [b]i € Z[i] a z = u — qv, spliiuje podminku v(z) < v(v).

2. Vydélte v oboru Zl[i] se zbytkem
(@) (54+71):(3—1), (b) (3+2i):(1—2i), (c) (3+24):(1+1).

3. Dokazte, Ze je prvocislo p spliiujici p = 3 (mod 4) ireducibilnim prvkem
oboru Z[i].

4. Spocitejte v oboru Z[i] ireducibilni rozklady 3, 5, 6, 7, 10 — 67, 9 4 31 ,

Ulohy pro samostatné pocitani:

5. Spocitejte v oborech Clz], R[x], Q[z], Z3[x], Zs|x] ireducibilni rozklady po-
lynomi (a) 2 —2 a (b) 2t — 22 — 2.

6. Dokazte, ze v oborech Z[\/s] pro s = —2,2,3 funguje obdoba algoritmu
déleni se zbytkem z 1.tlohy. Pro¢ totéz nemiize fungovat pro s = —3, 57
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B = U207 = 12207 = 0 — gl = (o — [a)* + (b= [b])? <

=
+

=
VAN

N[

= v(2) = [|l2]* < 5l0l* = 3v(v) = v(2) < v(v).

a) (b+7i)=(1+3i)-3—1)—1—1,
b) (34 2i)=2i-(1—2i)—1
(

(
(
(©) B+2) =2-(1+D)+1=3-(1+i) —i=(2—0)- (1+i)+i=
B—id)-(1+1i)—1

Je-li p liché prvocislo, které neni ireducibilni v Z[i], pak lze napsat
jako soudin p = (a — bi)(c + di) pro a + bi,c + di € Z][i], které nejsou
invertibilni, tedy v(a — bi) # 1 # v(c + di). Protoze p* = v(p) =
v(a—bi)v(c+di) = (a®> + b*) (A + d?), plati, ze p = a®> + 1> = > + d?, a
tudiz a = ¢ a b = d. Protoze je p liché, je pravé jedno z ¢isel a, b liché,
tedy existuji celd k,[, pro n&z p = (2k)?* + (2l + 1)>* =1 (mod 4).

To znamen4, ze pokud p = 3 (mod 4), je p ireducibilni.
3,5=(2+0)(2—1), 6 = (1+i)(1—1)-3,7, 10— 6i = —(1+i)?- (4 +1),
0+3i=3-(1+i)-(2—1i),

(a) 2* =2 = (¢ = V2)(x — V23 )(z + V2e5) v Cla],

2% —2 = (v — V/2) (2% + V22 + V4) v R[z] 2° — 2 je ireducibilni v Q[z],

P -2=+1=(@+13vZx]az®—-2=(x+2)(2?+3z+4) v
Z5[I]

(b) 2 — 2 =2 = (z +i)(z — i) (z + V2)(z — v2) v Cla],
a9 = (a4 )+ V) — VE) v R,

ot —2? 2= (22 4+ 1)(2* - 2) v Q[z],

ot — 2% -2 = (22 + 1)* v Zs3|x],

ot —a2? —2= (2 +2)(x —2)(2? — 2) v Zs[z].

. Obdobnym vypoctem zjistime, ze v(r) < 3v(v), 1v(v), 3v(v), a proto

v(r) <v(v) pro ¢isla s = —2,2,3 .
Pro s = —3,5 podobny odhad provést nelze.



11. cviceni
Ve skole:

1. Spocitejte ireducibilni rozklady:
(a) 17, 11 + 2¢ v Z]1],
(b) 2* — 4 v Z[z], R[], Clx],
(c) 3—iv2,1—2iv2,2 v Z[iv/?2]

2. Spocitejte v Z[i] (pomoci Eukleidova algoritmu nebo normy)
(a) NSD(5 + 74,3 — i), (b) NSD(5,3+ 4i), (c) NSD(8 + 5i,4 + i).

3. Najdéte v Z[i] NSD(6 — 7i,7 + i) a prislusné Bezoutovy koeficienty.

4. V oboru Z[Z\/S] dokazte, ze neexistuje zadny prvek s normou 2 ani 3, a
urcete néjaky ireducibilni rozklad prvku 6. Jednéa se o rozklad na prvocinitele?

Ulohy pro samostatné pocitdani:

5. Najdéte vSechna celociselnd Teseni rovnice 35z + 8y = 7.



Reseni:

1.

(a) 17 =144 = (1 +4i)(1 — 44), 11+ 2i = —(1 + 2i)?,

(b) 2t — 4 = (2? — 2)(2% + 2) v Z[z],

vt —4 = (z+V2)(r —v2)(2* +2) v Rz],

2t —4 = (r +V2)(z — vV2)(z +iv2)(x —iv2) v C[z]

(c) 3 —iv/2 je ireducibilni, 1 — 2iv/2 = —(1 +iv/2)?, 2 = —(iv/2)%

(a) 1414, (b) 2+14, (c) 1.

CNSD(6 —7i,7T+i) = —2—i=(6—7i)+ (=1 +1)(7T +1).

Kdyby v(a + biv/5) = a® + 50> = 2,3, pak by b = 0 a tedy 2 & 3 by
byla druh& mocnina, coz neplati.

Napiiklad 6 = 2-3 = (1+14v/5)(1 —iy/5) jsou ireducibilni rozklady, kde
zadny z ¢lentd rozkladu neni prvocinitel.

(z,y) € {(21—8k, —91+35k) | k € Z} = {(—3—8k, 144+ 35k) | k € Z}.



12. cviceni
Ve skole:

1. (Eisensteinovo kriterium) Necht a = > | ;2" € Z[x] spliiuje podminku
NSD(ay, . .., a,) = 1 a necht prvoéislo p déli a; pro vSechna i =0,...,n—1
a p? nedéli ag. Dokazte, Ze je polynom a v Z[x] ireducibilni.

2. Dokazte, ze jsou v Z[z| ireducibilni polynomy
(a) 28 — 12, (b) 22° + 923 — 6, (c) 2% + 102° — 423 + 8z — 2.

3. Bud R obor, f € R[z| a a € R. Dokaite, Ze je f ireducibilni v R[x] pravé
tehdy, kdyz je f(x + a) ireducibilni v R[z].

4. Dokazte, ze jsou v Z[z| ireducibilni polynomy
(a) 28+ 2% + 1, (b) 2Pt + 2P 2 4+ ... + 2+ 1 = Z=L pro prvodislo p.

z—1

Ulohy pro samostatné pocitdni:

5. Najdéte generator u vSech idealt, které jsou hlavni:
(a) 15Z + 247 v Z,

(b) 15Z N 247 v Z,

(c) 3Z[x] + 2Z[x] v Z[z],

(d) 3Z[x] NxZ[x] v Z[z].

6. Pro kazdé a,b € Z dokazte, ze NSD(a, b)Z je vzhledem k inkluzi nejmensi
ideal okruhu celych ¢isel Z obsahujici idedly aZ i bZ a ze NSN(a,b)Z je
nejvetsi ideal okruhu Z obsazeny v idedlech aZ i bZ. Plati obdobné tvrzeni
v kazdém eukleidovském oboru?



Reseni:

1. Necht a =b-c,kde b=>""_ ba',c=> " ¢;z' € Z[x]. Pokud degb =
0, pak b = bpz" a a = >_; | boc;a’, proto by déli NSD(aq, ..., a,) = 1,
tedy b = £1 je invertibilni polynom (symetricky pro c).
Predpokladejme, ze degb > 0 a degc > 0. Potom degec < n a degb <
n, a protoze p déli ay = bocy a p? nedéli ag = bycy plati, ze bud p
déli by a nedéli ¢y nebo p déli ¢y a nedéli by, bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, ze p déli by a nedéli ¢y. Indukei dokézeme, ze p déli b;
pro vSechna i = 0,...,7 < n. Pro i = 0 tvrzeni pfedpokladame. Necht
t <mnapdeli b; pro vSechna j =0,...,7— 1. Protoze a; = Z;’:o bjci—;
a p déli a; podle predpokladu, plati, ze

i—1
P deéli (CLZ' — ijc,-_j) = biCQ.
j=0

Protoze p podle predpokladu nedéli ¢y, musi délit b;. Protoze p déli
vSechy koeficienty b, déli i vSechny koeficienty a = b - ¢, coz je spor s
pfedpokladem NSD(ay,...,a,) = 1.

2. Pouzijeme Eisensteinovo kriterium pro (a),(b) p =3, (¢) p =2

3. Dokazujeme neptimo: necht f(x) = g(z)h(z) pro neinvertibilni poly-
nomy ¢ a h, pak f(z + a) = g(x + a)h(x + a). Obracenou implikaci
dostaneme pouzitim dokézaného tvrzeni pro polynom g(z) := f(z +a)
a g(r + (—a)).

4. (a) Pouzijeme Eisensteinovo kriterium pro (z + 1)¢ + (z +1)> +1 =
28 + 62° + 152 + 2123 4 1822 + 92 + 3 a prvocislo 3,

(z+1)P—-1 _ (p)l,i—l a

(b) pouzijeme Eisensteinovo kriterium pro T = 2uiet

prvocislo p,

5. (a) 3= NSD(15, 24),
(b) 120 = NSN(15, 24),
(c¢) Neni hlavni: pfipadny generator hlavniho idedlu by byl spole¢ny
délitel 3 a = v oboru Z[z], tedy 1 nebo —1, ovSem +1 ¢ 37Z[z] 4+ xZ]x],
(d) 3.

6. Nejprve si vSimnéme, Ze u/v < vZ C uZ. Je-li ¢ := NSD(a,b) a dZ
idedl obsahujici aZUbZ (Z je obor hlavnich ideéld), pak d/a, b, a protoze
je d nejvétsi spoleény délitel, dostavame, zZe d/c, a proto ¢Z C dZ.
Duélné, jestlize g := NSN(a,b) a hZ C aZ N bZ, pak a,b/g, a protoze
je h nejmensi spoleény nasobek, dostavame, ze g/h a hZ C gZ.

Uvaha projde v jakémkoli Eukleidovském oboru (dokonce i v OIHI).



13. cviceni
Ve skole:

1. Najdéte generator u vsech ideali, které jsou hlavni:
(a) 15Z + 247 v Z,

(b) 156Z N 247Z v Z,

(c) 3Z|x] + zZ[z] v Z][z],

(d) 3Z[z] NxZ|x] v Z[z].

2. Pro p(y) € Cly| dokazte, ze  — p(y) je ireducibilni v C|x, y].

3. Urcete v oborech Z[z,y|, R[z,y|, Clz,y] ireducibilni rozklad polynomi
(a) 22 —y + 2, (b) 222 — 432, (c) 2% + ¢2, (d) 22 + 29>

4. Uréete v Z[iv/2] ireducibilni rozklady prvki (a) 3, (b) 5 — iv/2.

Ulohy pro samostatné pocitdni:

5. Musi v Z[iy/2] ireducibilni rozklady existovat a do jaké miry jsou uréeny
jednoznacné?

6. Urcete v oborech Z[z,y|, R[z,y|, Clz,y] ireducibilni rozklad polynomi
(a) 2* =%, (b) 2 +ay+y—1, (c) 20° + v’z +ya? + 2> + Ty* + Ty —x +2.



Reseni:

1.

(a) 3 = NSD(15,24),
(b) 120 = NSN(15, 24),

(c) Neni hlavni: pfipadny generator hlavniho idedlu by byl spoleény
délitel 3 a = v oboru Z[z], tedy 1 nebo —1, ovSem =+1 ¢ 3Z[z] 4+ xZ|x],
(d) 3

. Je-lia-b=z—p(y), pak BUNO b € C[y] a existuji ¢, d € C[y] a = cx+d

=z —p(y) = bex +bd = b € C*.

(a) z* —y+2 je ireducibilni dle 2(b) v Clz,y] a tedy i v Z|x, y], Rz, y],

ES
(b) 202 —4y? = 2-(22—2y) v Z[z,y] a 22° —4y> = (20—2v/2y)(z+/2y)
v Rz, y] a Clz, y],

Céj[x —I—]y je ireducibilni v Z[z, y], Rlz,y] a 2* + y* = (x + 1y)(z — iy)

d) 224-2y? je ireducibilni v Z[z, y] a v R[z, y], 22+2y% = (z+iv2y)(z—
iv/2y) v Clz, y].

S 3=(1+ivV2)(1-iv2),5—ivV2 = —(1+iV2)%

Jedné se Eukleidiv obor, nebot norma je zde Eukleidova, tedy je to
Gaussiv obor. V ném jsou ireducibilni rozklady urceny jednoznacéné
az na poradi a nasobek invertibilnim prvkem. Protoze jsou invertibilni
prvky Z[iv/2] jen £1, jsou ireducibilni rozklady uréeny jednoznaéné az
na poradi a znaménko.

(a) 22 — y? je ireducibilni v C[z, y| a tedy i v Z[x, y], Rlx, ],
(b)2? +ay+y—1=(z+1)(z+y—1),
()2 +y’r+yx* + 22+ Ty +3y—x— 2=

= (y+ D>+ (* — Do+ (20 + 79* + 3y — 2)

= (y+1(@®+ (y— Dz + (2y° + 5y — 2))
=y+)(@—-—y—-2)(z+2y+1)



