27.2.

1 Hammingovy perfektni kody

1.1 Binarni kody

0001111
1.1. Oznaéme H linedrni kdd s kontrolnimatici Hs= (0 1 1 0 0 1 1
1010101

(a) Najdéte generujici matici kédu H ve standardnim tvaru,
(b) urcete vzdélenost kédu H a rozhodnéte, zda je kéd perfektni,

(¢) rozhodnéte, zda je v = 1000101 kédové slovo a pripadné které je nej-
blizsi kédové slovo ke slovu v.

(a) Najdeme bazi KerH3 = H a sefadime ji do néjaké generujici matice a
tu upravime pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace na odstupnovanou ma-
tici s kanonickymi bazickymi vektory (v této podobé ji mizeme rovnou hledat
bézi):

C:

oo O
[N el )]
[N e Ne)
_ o O O
T e
_ = O =
— O =

(b) Stadi si vSimnout, ze zadny sloupec kontrolni matice H3 neni nulovy
ani neni nasobkem jiného sloupce, proto ma kéd vzdalenost aspon 3. Naopak
soucet dokonce kazdych dvou sloupci je opét sloupcem matice, tedy nas kéd
ma vzdalenost pravé 3, a proto opravi pravé jednu chybu.

Nyni snadno ovétime, ze 1 + 7 = 2774, tedy se jedna o 1-perfektni kéd.

4.3.

(c) Staci spocitat (HvT)T = 011 # 000, coz znamena, Ze v = 1000101
kédové slovo neni. Proto 3. sloupec kontrolni matice H obsahuje pravé vektor
Hv™ sta¢ zménit 3. soutadnici slova v na slovo ¢ = 1010101, aby (Hc!)? =
000. [

Pro [ € N sefadme vSechna nenulové slova mnoziny F, do sloupci Hj,
polozme n := 2! — 1 a definujme linedrni kéd H,; := {c € F} | HcT = 0T}

1.2. Prol €N



(a) ovéite, ze je H; kontrolni matice kédu H;,
(b) urcete vzdélenost a dimenzi H; a rozhodnéte, zda je kéd perfektni,
(c) navrhnéte algoritmus, jak opravit jednu chybu pfijatého slova.

(a) Staci si vS§imnout, Ze ve sloupcich matice H; méame kanonickou bazi
vektorového prostoru Fl, a tudiz méa hodnost rovnu poc¢tu radki.

(b) Provedeme-li stejnou ivahu jako v bodu (c¢) pfedchozi tlohy, vidime,
7e vzdalenost kédu je 3, jedné se tedy o [2!—1, 2! —1—1, 3]y-kéd, ktery opravuje
1 chybu. Snadno tedy zjistime, Ze leva strana Hammingovy nerovnosti je
rovna 1 + 2/ — 1 = 2! a prava strana ma hodnotu 2% ~1-2'-I=1) = 2l To
znamena, ze H; je o 1-perfektni kéd.

(c) Kéd je 1-perfektni, tedy pro kazdé nekédové slovo existuje ve vzdéle-
nosti 1 pravé jedno kédové slovo. Necht v je ptijaté slovo. Pokud H;v? = 07,
pak v € H;. Pokud Hppv? # 07 pak existuje 4, pro nez je Hyv? pravé i-tym
sloupcem. Nyni staci vzit slovo ¢ = v + ¢;, pro néz plati, ze d(v,c) =1 a

cH! = (v+e)H =vHl +hij=h;+h; =0

tedy ¢ € H, je opravené slovo.

Oznagfme-li  : T, \ {0} — {1,...,2" — 1} zobrazeni dané pfedpisem
aler...q) = S, 271 tj. a7 l(i) je pravé binarni zapis hodnoty i €
{1,...,2!—1} (doplnény nulami). Pfedpokladejme, 7e v i-tém sloupci matice
H, je pravé a~'(i)". Potom kazdé slovo ¢ € Fy \ H, plati, Ze ¢ + ey ety €

H;. [l

1.2 g-arni kody

1.3. Nad kone¢nym télesem [, sestrojte obdobnym zptisobem jako v pied-
chozi 1loze kontrolni matici perfektniho kédu délky n := i - Zl_l q

q—1 1=0
dimenze n — [. Jaké je jeho Hammingova vzdalenost?

Vezmeme mnozZinu v8ech piimek (tj. projektivni prostor) ve vektorovém
prostoru dimenze [, kterych je pravé n := ’f;_;ll = Zé;é q' a z kazdé primky
vezmeme jeden nenulovy vektor h;. Tyto vektory sestavime do matice M
typu [ X n, ktera je jisté hodnosti [. Kazdé dva sloupce jsou pfitom linearné
nezavislé, nebot nelezi na stejné primce, ale kazda dvojice urcuje rovinu,
ktera obsahuje jiny sloupcovy vektor, proto je vzdalenost kédu 3. Mame
tedy [n,n — [, 3],-kéd.

Zbyva zjistit, ze levd strana Hammingovy nerovnosti je 1 + n(qg — 1) =
1+ ‘;l_;ll(q —1) = ¢, zatimco pravé strana je ¢"~ "V = ¢!, tudiz je kéd opét
1-perfektni. ]



1.4. Nad koneénym télesem FF, spocitejte velikost koule V,(n, 7).

Nejprve spocitame velikost mnoziny A; vSech slov vahy i:
[Ail = {e e Fgl w(c) = n}| = [{T S{L,...n}I| = i}|-|(Fy)"| = (Z)(q—l) :
Potom dostavame V,(n,r) = >"7_; (%) (g — 1)’ O

13.3.

2 Samodualni kédy

2.1. Urcete vSechny prametry a rozhodnéte, zda je samoduélni linedrni kod
nad F3 s generujici matici

10001100
0201001200
001000171
0001O0O0T12

Protoze je C' hodnosti 4, jedna se o kéd délky 8 a dimenze 4. Snadno
spocitame, ze CCT = 0, proto C' generuje samodudlni linedrni kéd. To zna-
mena, ze C' je kontrolni matice kédu a z ni snadno zjistime, ze zadné dva
sloupce nejsou linearné nezavislé, zatimco tii sloupce uz jsou linearné zavislé.
Proto mé kéd vzdélenost 3. Jeho parametry tedy jsou [8, 4, 3]s. O

2.2. Dokazte, ze neexistuje samoduélni linearni kéd s parametry [6, 3]3.

Predpokladejme, ze takovy kdd exsituje, tedy musi podle véty z prednasky
existovat néjaky samodudlni linearni kéd s parametry [6, 3]5 s generujici ma-
tici ve standardnim tvaru (I3|A), kde A € F3*3. ProtoZe jde o samodudlni

kéd musi platit
0 = (L]A)(I3|A)" = I; + AAT,

a proto AA”T = —I;. Protoze
—1 = det(—1I3) = det(AA") = (det A)2.
dostavdme spor s vlastosti télesa F3 v ném# a* # —1 pro 74dné a € F3. [

2.3. Dokaite, Ze matice ve standardnim tvaru (I|A), kde A € FF** je matici
samodualniho kédu, pravé kdyz AAT = —1I,.



Staci zopakovat tivahu predchozi tlohy podle niz je linearni kéd genero-
vany matici (Ix|A) samoduélni , pravé kdyz

0= (It|A) (] AT = I, + AAT & AAT = -1,
O

2.4. Najdéte n¢jaky samodualni kéd délky 14 a 16 nad télesem F5 vzdalenosti
aspon 3.

Protoze v 5 plati, Zze 22 = 32 = —1 snadno nahlédneme, Ze matice
(Ix|2Ix) generuje linearni samodudlni kéd s parametry [2k, k, 2]5; pro kazdé
k. Ten ovSsem nesplnuje pozadavek na vzdalenost. S vyuzitim ptredchozi cha-
rakterizace najdeme matici A, aby AAT = —1I; pro k = 7,8. Generujici (a
zéroven kontrolni) matice samoduélnich kédu jsou naptiklad matice (17| A7)
a (Is|As) pro

»
|
NN NDNDNDO
NN NN OND
NN DN ONDND
NN ON NN
NN ONDNDNDDN
N ODNDDNDDNDNDDND
OO NN NN DN DN
&
|

DN DD DN N
DN DD DN =N
DO DN DD N =D
DO DN DD =N
DO DN BN =N N
DO DN = DN N
DN = D DN NN NN
= DNDDNDDND NN NN

Vzdalenost obou kédt je 4. O]

3 Cyklické kody
Piipomenme, ze kod C C Fy je cyklicky, jestlize
CoCp -+ . Cp—9Cp_1 €C = ¢p_1Co...Cp_3Cn_2 € C.

Symbolem F [z], oznac¢ime FF -algebru (tedy vektorovy prostor nad F,
se strukturou okruhu) s nosnou mnozinou [/, operacemi +, — aritmetického
vektorového prostoru. Nasobeni je urceno vztahem

0a0...0-cocq...Cpr9Ch_1 =CoC1...Cpn9Cn_1-0a0...0 =a-c,_1¢q...Cph_3Cpn_os,

kde néasobeni vpravo je nasobeni skalarem a na aritmetickém vektorovém
prostoru . Je snadné si uvédomit, ze nasobenti je timto vztahem a distribu-
tivitou jednoznac¢né urceno, tak aby F,[x],, byl komutativni okruh s jednotkou
1=10...00.



Definujme v : F; — Fy[z]/(2" — 1) vztahem

v(cocr ... CnoCu1) = [y cia'],
kde hranaté zavorky vpravo oznacuji rozkladovou tiidu faktorového okruhu
F,[z]/(z™ — 1) modulo hlavni ideal (z" — 1).
3.1. Dokazte, ze v predstavuje izomorfismus okruhi F,[z], a F,[z]/(z" —1).

Nejprve si uvédomime, ze pro kazdé dva polynomy p, g € F,[x] se shoduji
jim prislusné rozkaldové tridy

Pl = p+(a"=1) = {p+a-(2"-1)]a € Fyfz]} = {g+a-(z"=1)[ a € Fyfz]} = ¢+ (2" 1) = [q],

pravé kdyz p = q(modz™ — 1), coz plati, pravé kdyz p — g € (¢ — 1). Proto
([p]) = ([(p)modz™ — 1]). Odtud dostavame jednak

(a) 7e [p] = [(p)moda"—1], tedy pro v(cocy . . . Ca_2¢n_1) = [p] Pro Sy c;ia’ =
(p)modz™ — 1 a v je na

(b) a déle ze pokud v(-coc ... cn9ca 1) = [0], pak 2™ — 1 d&li 1 e,
proto cocy ... cp_9¢,—1 = 0 a tedy v je prosté.

Z definice vidime, Ze zobrazeni v je linearni zobrazeni a protoze

n—1 n—1
v(0a0...00) - v(coey - . - CraCn_1) = [az] - [Z cix'] = [Z ac;x™] =
i=0 i=0

n—2
= lac,_12° + Z ac;r'] = v(0a0...0-cocy ... CpooCp_y).
=0

zobrazeni v je okruhovy homomorfismus. O]

3.2. Dokazte, Ze linearni kéd C C T} je cyklicky, pravé kdyz jde o idedl
okruhu F,[z],,.

Protoze v je izomorfismus, staci dokazat, ze C C Fy je cyklicky linedrni
kéd, pravé kdyz v(C) je ideal okruhu F,[z]/(2™ — 1).

Necht C je cyklicky linedrni kéd. Protoze je C lineérni, je v(C) je podpro-
stor F,-vektorového prostoru F,[z]/(z™ —1) Protoze je C uzavfeno na cyklické
posunuti, tj. na v(C) je uzavieno na nasobeni monomem [z], indukci zjistime,



7e pro kazdé i < 1 a [p] € v(C) plati, Ze [z'] - [p| = [z] - [v"7'] - [p] € v(C), a
proto pro kazdé > a;z' € F[]

[Z a;z'] - [p] = Z%’[S‘?i -p] € v(C).

Je-li naopak v(C) ideal okruhu F,[z]/(z" — 1), pak C je linedrni kdd,
protoZe v je izomorfismus vektorovych prostort a v(C) podprostor. Podminka
cykli¢nosti plyne z uzavienosti #(C) na nasobeni prvkem [z]. [

Pripomenme, ze I, [z] i F,[z] /(2" —1) jsou okruhy hlavnich ideald. Protoze
([a]) = ([NSD(a, 2™ — 1)]), jsou idedly F,[z]/(«™ — 1) pravé tvaru ([f]) pro
takova f, ktera déli polynom x" — 1.

Pro libovolné f/z™ — 1 definujme mnozinu

C(f) = A{cocr...cn1 € Fy| 3g € Fylz] :degg<n—degf,zc;:g-f},

7

3.3. Dokazte, Ze linearni kéd C C Fy je cyklicky, pravé kdyz existuje polynom
f € F,[z], pro ktery f/z™ — 1.

Diky pfedchozim tloham a charakterizaci idealt okruhu F,[z]/(z"™ — 1)
staci oveérit, ze pro kazdé f/x" — 1 je v(C) = ([f]). Z definice C(f) pfitom

plati, ze v(C) C ([f]). Naopak necht [h] € ([f]) a oznacme g := £ ]71 Potom

existuje a € [Fy[z], pro které
[h] = [a] - [f] = [(af)modz™ — 1] = [(a)modyg - f] € ¥(C),
tedy ([f]) € v(C). O

18.3.

Necht pro f = Y, fiz',g = >, giz" € Fylx] plati, ze 2" —1 = f-g a
ozna¢me k := degg a m := deg f = n — k. Pfipomenme, Ze generujici matici
kédu C(f) lze zapsat ve tvaru

go 91 .-  Om 0 0o ... 0 0
0 g --- Gm-1 9gm 0O ... 0 0

G _ M : “ .. M M “ .. “ .. M M e ]Fkxn
0 O gm—l gm



a kontrolni matici kédu C(f) lze zapsat ve tvaru H € Fy"™*"

hi hor ... hg O O ... 0 0O
0 hy ... hi hg O ... 0 0
H=1_ . . | eRT
0 0 ... - « ... ... h O
0 0 ... - - ... ... h h

3.4. Najdéte vSechny binarni linearni cyklické kédy délky b5, vite-li, ze
2’ —1=(x+1)(1+x+2°+2°+2%)

je ireducibilni rozklad v Fy[x]. Pro netrividlni urcete jejich generujici a kon-
trolni matici a jejich parametry.

Snadno uréime vSechny délitele 2° — 1 a najdeme ¢ty¥i kédy:

C(1)=F;, C(="—1)=0, Clz+1), C(D_ ).

Oznacime-li

11000
001100

A=y 011 0lB=01111),
00011

pak A tvori generujici matici kédu C(z+1) a kontrolni matici kédu C (Z?:o %)
a B tvoii kontrolni matici kédu C(z+1) a generujici matici kédu C(3>5_, 2*). Z
kontrolnich matice snadno uré¢ime vzdalenost kéda, proto je C(z+1) [5, 4, 2]o-
kéd a C(3 1, 77) je [5,1, 5]p-kéd O

3.5. Nechf zndme ireducibilni rozklad 2" —1 = (z+1)(z3+z+1) (2> + 22 +1)
v oboru Zs|x] .

(a) Najdéte generujici a kontrolni matici kédu C(x® + = + 1).
(b) Kolik rtiznych binarnich cyklickych kédt délky 7 existuje?

(c) Oveite, Ze je kéd H z tlohy 1.1 permutacné ekvivalentni s kédy C(x® +
r+1)al(z®+2%+1).



(a) Okamzité ze znalosti koeficientt polynomu 3 + x + 1 dostdvame
generujici matici

1101000
G 0110100
10011010
0001101
Pro kontrolni matici ndm staci spoéitat (x +1)(2® +22+1) = 2t + 2%+ +1
a kontrolni matici tedy dostaneme obdobnou konstrukci
101 1100
H=10 101110
0010111

(b) Riiznych binarnich cyklickych kédi délky 7 mame pravé tolik kolik je
(neasociovanych) délitelt polynomu f, tedy

{(z+ 1) (2® + 2+ 1) (2® + 27 + 1) iy, 4a, i3 € Zo}| = 8.

(c) Nejprve stejné jako v tloze (a) spocitdme kontrolni matici cyklického
kédu C(z% + x? +1). Protoze %ﬁjﬂ =(z+1) (¥ +r+1) =2+ 23+ 22+ 1,
dostavame

1110100
K=[(0111010
0011101
kontrolni matici kédu C(z® + z* 4+ 1). ProtoZe pravé permutace (246)(35)

sloupctl prevede matici K na matici H, jedna se o permutaci zprostiedkujici
permutacni ekvivalenci kédt C(z3 + 22 + 1) a C(z® + = + 1). O

3.6. Rozhodnéte, pro ktera ¢ existuje né&jaky cyklicky [10, i]3 kéd, vime-li, Ze
ireducibilni rozklad polynomu z'° — 1 € Zs[z] je tvaru (z — 1)(z + 1)Q5Q10,
kde @5 a (1o jsou ireducibilni (cyklotomické) polynomy stupné 4.

Z ireducibilniho rozkladu vidime, Ze délitelé polynomu z'° — 1 jsou v
Zs|x] pravé stupné 0,1,2,4,5,6,8,9,10. Protoze kazdy cyklicky kéd je tvaru
C(f) pro né&jaké polynomy g, h spliujici ' — 1 = gh a dimC(f) = n —
deg f = degg, existuji ternarni linearni cyklicky kéd déky 10 a dimenze
1=20,1,...,10 s vyjimkou dimeneze 3 a 7. ]



4 GRS a BCH kédy

4.1 Kontrolni matice GRS-kodu

4.1. Necht a, ..., , jsou po dvou rtzné prvky télesa [, a k < n. Ukazte,
1 ... 1
o . . aq (6) s, ., ,
ze je matice G = . ' generujici matici GRS-kédu s
ot okt okt

lokatory oy, ..., a,. Jak spocitat jeho multiplikatory?

PoloZme

Hledame takovy vektor x = 21 ...z, € (IF})", Ze
0=G(Hx)" =Gx"HT.

Prostym roznésobenim zjistime, ze pocitame feSeni soustavy rovnic
n
E i, j=0,...n—k—2.
i=1

1 1 1

aq (0D Ce (7%

Matice této soustavy ma tvar , je typun—

a2 qnk2 an—k=2
1 x n a kazda matice, ktera z ni vznikne vypusténim jednoho sloupce je
regularni ¢tvercovou Vandermondtovou matici stupné n — 1. To znamena, ze
libovolné netrivialni linearni kombinaci méné nez n sloupt matice je nenulovy
vektor, nebot jsou linedrné nezéavislé. Proto existuje netrividlni feseni a jeho

vsechny soutradnice jsou nutné nenulové. O

25.3.

4.2 Konstrukce GRS a RS kédu
4.2. Najdéte MDS kdd s parametry [n, k, d]

9



(a) pro dand 0 < k < n,
(b) pro dand 0 < d < n,
(c) pro dand 0 < d, k.

Ve vsech pfipadech vyuzijeme vztahu d = n — k + 1 a konstrukce G RS-
kédu.
(a), (b) zvolime téleso F, pro ¢ > n a a jeho po dvou rtzné prvky
Apy...,0p.
(c) Polozime n = k + d — 1 a pokracujeme jako v (a)
1 1 - 1

aq (6] c. (7%

Nyni je H = kontrolni matice hleda-

Oé?_k_l ag—k—l o an—k—l

ného kodu.

4.3. Najdéte generujici a kontrolni matici néjakého MDS kédu s parametry
[5,3,3] a [5,2,4]

Zvolime naprtiklad téleso F.
11111

1 2 3 45
metry [5,3, 3]7 a generujici matici GRS kédu s parame

Pak je matice H = kontrolni matici GRS kédu s para-

74]7

—+

ry [5,

Snadno dopocitame, ze naptiklad matice G = je odpo-

W N =
W =~ Ut
S = O o

1 0
0 0
0 1
a

W

vidajici generujici matice GRS kédu s parametry [5,2,4]; a kontrolni matice
GRS kédu s parametry [5, 3, 3]7. ]

4.4. Najdéte RS-kdd s parametry (a) [5,3,3],, (b) [7,5,3],, (¢) [7,4,4],.

(a) Hleddme ¢, pro které 5 déli ¢ — 1. Vime, Ze ¢ musi byt mocni-
nou prvocisla a snadno tedy nahlédneme, Ze nejmensi pripustné ¢ = 11.
Nyni musime zvolit prvek fadu 5 v Fy;. Protoze 2° = —1 v [Fy;, vidime,
ze vyhovuje naptiklad prvek 4, tedy kontrolni matice RS [5, 3, 3]1; je tvaru
g1 1111

1 45 9 3)

(b) Tentokrat hledame g, pro které 7 déli ¢ — 1, zfejmé je to pravé g = 23.
Reprezentujme si prvky télesa Fg pomoci kofenu « polynomu 2 + = + 1
ireducibilniho nad Fy, tedy Fg = Fyla] = {ag+a1a+axa? | a; € Fy}. Protoze

10



je grupa F§ cyklicka, je kazdy nejednotkovy prvek radu 7. Nyni dopocitame,
ze napiiklad matice
I 11 1 1 1 1 1
"\l a a® a+l o*4+a 2+ a+l a®+1)°

je kontrolni matici RS [7, 5, 3]s-kédu
(c) Postupujeme stejné jako v (b) a dostavame nejmensi ¢ = 8 a kontrolni

1 1 1 1 1 1 1
matici [1 « o? a+1l a®>4+a o?+a+1 o?+1 . ]
1 o2 a®>’+a o?+1 a a?+1 a?4+a+1

4.3 Konstrukce BCH kodu

4.5. Najdéte kontrolni matici a urcete parametry binarntho BCH-kédu urce-
ného RS kédem s parametry 7,5, 3|s.

Budeme pracovat se stejnou prezentaci Fg = Fy[a] pro o®+a+1. Hleddme
binarni slova délky 7, kterd jsou feSenim homogenni soustavy rovnic s matici

g (111 1 1 1
T\l a a® a4+l &?+a a?+a+1 a?+1)°

Tj. fesime pro ¢ € F} vektorovou rovnici He! = 07. Kdy?Z si soustavu roze-

piseme pro o, a! a a? dostavame matici:

1111111
1001011 1001011
000O0O0O 0O O 0101110
0101110 ]lo010111
000O0O0O0® O 0001101
0010111
1000110
A L s , . ..10 1.0 0 0 11 ..
Nyni vidime, Ze nas kéd ma kontrolni matici 0010 1 1 1| 27wz
0001101
urc¢ime parametry [7,3,4]s. O]

Pripomenime, ze RS -kdéd urcéeny prvkem o € F, fddu n dimenze k je
cyklicky kéd s generujicim polynomem H;.:éc Nz — o) a jim vytvofeny r-
arni BCH-k4d je rovnéz cyklicky s generujicim polynomem nsn{m,;,j =

0,....,n—k—1}.

11



4.6. Urcete parametry binarnitho BCH-kédu urcéeného RS kédem s parametry
[7,4,4]s.

Opét pracujeme se stejnou prezentaci Fg = Fy[a] pro o + a + 1.

Vyuzijeme popis BCH-kédu jako cyklického kédu, tj., Ze je jeho generujici
polynom je pravé nsn{my, mq, my2 }. Nyni si sta¢i véimnout, Ze je o kofenem
polynomu 23 +x +1, tedy my2 = 23+ 2 +1 = m,, coz znamend, %e nas BCH-
kéd je tyz jako BCH-kéd uréeny RS kédem s parametry [7, 5, 3]s z pfedchozi
tlohy, a tudiz ma stejné parametry [7, 3, 4]5. ]

8.4.

5 Kodovani zdroje

5.1 Shannon-Fanovo kédovani
5.1. Uvazujme zdroj X : Q@ — S = {0,1,2,3,4}, s pravdépodobnostmi
Po=D1= 15, P2 =D3 =3, pa = 2, kde p; = P[X =1].

(a) Spocitejte bindrni a ternarni entropii zdroje X,

(b) najdéte Shannon-Fanovo binarni kédovani zdroje X a jeho prumérnou
délku,

(¢) najdéte Shannon-Fanovo ternarni kédovani zdroje X a jeho pramérnou

délku,
a) Pfimo spoc¢teme

(
Hy = 1% log,(10) + glogQ( )+ g10g2 ) = log,(5) — % ~ 2,12.
Hj = 5 1ogs(10) + £ logs(5) 4 £logs(5) = logs(5) — £ logs(2) ~ 1,34.

(b) Nejprve uréime délky I; == 1(Cy(i)) = [bg2 p—j obrazit jednotlivich

(3
(3

slov Shannon-Fanovo binarni kédovani kédovani Cs:
5

Nyni snadno uréme primérnou délku kédovéni Ly (Co) = &-4+2-342.2 =

% = 2,8 i samotné kédovéani (nasledujici slovo je voleno tak, aby pfedchozi

nebyly jeho prefixem):

Ca(4) =00, C5(3) =100, Cy(2) =010, Cs(1) = 1100, Cs(0) = 1010.
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(c) Postupujeme obdobné jako v (b). Opét uré¢ime délky I; := I(C5(i)) =
{log3 piw obrazl jednotlivych slov Shannon-Fanovo binarni kédovani kédo-

vani 03
5
lo=1 = [log3 10] = 3,1 = I3 = [log3 5] = 2,1, = [108‘3 5—‘ =1,

déle spocitéme primérnou délku kédovéni Lx(Cs) = &% -3+ 2-2+2-1 =
% = 1,8 a mozné kédovani:

O

10.4.

5.2. Pro informac¢ni zdroj X z predchoziho piikladu spocitejte primérnou
délku Shannon-Fanova binarniho kédovani zdroje X bloky délky 2.

Nejprve spocitame pravdépodobnosti, délky slov a jejich pocty:
Pro pravdépodobnost 75 méme 4 slova délky [log, 100] = 7.
Pro pravdépodobnost -5 méame 8 slov délky [log, 50] = 6.
Pro pravdépodobnost % mame 8 slov délky [log, 25] = 5.
Pro pravdépodobnost % mame 4 slova délky |log, % =4.
Pro pravdépodobnost % mame 1 slovo délky |log, % =3.
Nyni spoc¢itdme priimérnou délku kédovani zdroje S>

28 48 40 32 12 115

to

L= ==,
100 50 25 25 25 25

coz znamena, ze prumérna délku Shannon-Fanova binarniho kédovani bloky

4 < Ly2(C) _ 115 _
délky 2 je 25— = 2 =2,3. O

15.4.

5.2 Huffmanovo kodovani

5.3. Pro zdroj S = {0,1,2,3,4}, s pravdépodobnostmi py = p; = %7 Py =
p3 = %, Py = %, kde p; = P[S = i] najdéte bindrni Huffmanovo kédovéani
zdroje S a urcete jeho priumérnou délku.

13



Y Oviv2v3 2v3 0OVl 0 1 2 3 4
50 I 1 1 1 2
(1) 1 w105 9 3
p . 1 5
e 3 ° ° 3
5 5
SW |1
Y 0OVIiV2Vv3 2v3 0Vl 0 1 2 3 4
CcO 010 011 000 001 1
oW 01 000 001 1
c® 00 01 1
B 0 1
CW | ¢

Zkonstruovali jsme Huffmanovo kédovani
C(4)=1, C(3)=001, C(2)=000, C(1)=011, C(0)=010.

Vidime, ze prumérnou délka kédovani binarniho Huffmanova kédu je L(C) =
2.142.3=4=22 O

5.4. Jsou délky slov Huffmanova kédovani urceny az na poradi jednoznacné?

Budeme-li kédovat tentyz zdroj jako v pfedchozi tloze, mtizeme v redukci
SM — 8@ postupovat odlisné:

V 0Ovliv2v3 0viv2 0vl 0 1 2 3 4
S0 T 1 I I 2
) I
%) 2 ° 13
SG) e ’ b g
S@W1

Ziskdme tak kédovani s jinymi délkami slov:

vV 0Ov1iv2v3 0v1iv2 0Vl 0 1 2 3 4
cO 0000 0001 000 01 1
cm 000 001 01 1
c® 00 01 1
c® 0 1
CW | ¢
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Zkonstruovali jsme tedy Huffmanovo kédovani stejného zdroje s jinymi dél-
kami nez v predchozi tloze

C(4)=1, C(3)=01, C(2) =000, C(1)=0001, C(0)= 0000,

prameérna délka kédovani ovsem pro optimalni kédovani musela ztstat stejna
(a tedy mezi prefixovymi kédovanimi nejmensi moima): L(C) = 2+ 2+ 2 +
4,4 _11_99 [
010 5 4

5.5. Popiste Huffmanovo kédovani zdroje velikosti ¢ = 2* s rovnomérnym
rozdélenim pravdépodobnosti a spocitejte jeho primérnou délku slova.

Vsimnéme si, ze pfi redukci zdroje S = S (0)_ s pravdépodobnostmi 2%
mé pro kazdé i = 0, ...,k redukovany zdroj S*~Y rovnomérné rozdéleni s
pravdépodobnosti 27%. To znamen4, Ze pii konstrukci kédovani vyuzijeme
vsechna slova délky k, tedy Huffmanovym kédovanim je libovolna bijekce S
na F} a vislednym kédem je tak tplny binarni blokovy kéd C(S) = F5 délky
k. Délka takového kédovani je samoziejmé k. O

20.5.

6 Reed-Mullerovy kody

6.1. Urcete parametry a generujici matici binarniho Reed-Mullerova kédu
R(3,1). Jaky kéd dostaneme propichnutim R(3,1) v jedné soutadnici?

ProtoZe jsou parametry obecného bindrniho Reed-Mullerova kédu R (m, 1)
pravé [2m, 37 (™), 2™7]y, vidime, ze R(3,1) je [8,4, 4]>-kéd. To nutné zna-
mend, ze propichnuti ma dimenzi 4 a vzdélenost 3 (jinak bychom dosli ke
sporu s Hammingovym odhadem), snadno nahlédneme, Ze se jedna pravé o
kéd permutaéné ekvivalentni Hammingovu perfektnimu [7, 4, 3|o-kédu.

Pripomenme, ze ® : BP3 — BJF3 je zobrazeni, které Booleovskému po-
lynomu p ptifadi pravé Booleovskou funkci ¢ — p(c), kterou reprezentujme
slovem p(cp) ...p(c7), kde c; je pravé trojice cifer z [y predstavujici binarni
zapis cisla 7. K nalezeni matice staci spocitat

®(1) = 11111111, ®(x;) = 00001111, B(x5) = 00110011, ®(x3) = 01010101.

11111111
. |00 001111 - . ,
To znamena, ze G = 001 100 1 1| seneryjc matice kdédu
01010101
R(3,1). [
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6.2. Urcete parametry a generujici matici binarniho Reed-Mullerovych kodt
R(3,0) a R(3,2).

Protoze ®(zy) = ®(1) = 1, je generujici matice [8, 1, 8]5-kéd kédu R(3,0)
tvaru (1 111111 1). Tato matice je zaroven kontrolni maticic
8,7, 2]a-kéd R(3,2) = R(3,0)*. To znamena, Ze je R(3,2) paritni kéd jehoZ

11000000
1 01 00O0O0O0
1 0010000
generujici matici je naptiklad |1 0 0 0 1 0 0 Of. O
1 000O01O00
1 000O0O0T10
1 000O0O0O0T1

Ozna¢me P = {I C {1,....m} | |I| < r}ak =[P =X, (7).
Potom existuje bijekce b : {1,...,k} — P, kterd indukuje izomorfismsus
vektorovych prostorit SF¥ — BP,,(r) predpisem B((a;)) = SF, Ap(3) Tp(i) -
Jako zdroj kédovani mizeme uvazovat BP,,(r) (misto SF*) a kédovani po-
tom urcuje dosazovaci zobrazeni ® : BP,,(r) — BF,,.

Pro dekdédovani (po prichodu BSC) prijatého slova (reprezentovaného
booleovskou funkei) na ptivodni booleovsky polynom bude slouzit néasledujici
algoritmus:

VSTUP: g € BF,,

VYSTUP: f € BP,,(r), pro ktery d(®(f),g) <2m !

for d=r downto O do

for all I C{l,...,m}:|I|=d do
ag:=H{Y C{1,...,m}: Y NI=0,¢"(iy) = 0}|;
ap:=2""—qy (={Y C{1,...,m}: YNNI =0,¢"(iy) =1}]);
if ap > oy then a;:=0 else aj:=1, g:=g+ P(zg);
return Zlep;n arxr.

6.3. Pro kédovani pomoci RM-kédu R(3,1) dekédujte prijaté slovo g =
11000100 reprezentujici boolovskou funkci stejné jako v tloze 6.1.

Budeme pouzivat znaceni z algoritmu:

Necht d = 1.

I={1}: g (ip) = ZB:(Z)QBQ{I} 9(ip) =go+gs=1+0=1,
9{1}(1{2}) = ZB:{2}§B§{1,2} 9(ig) = g2+ 96 = 0+ 0 =0,
9 i) = X pusycncps 908) =01 + g5 =1+ 1=0,
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9{1}(1{2,3}> = ZB;{Q,s}ng{l,Q,s} 9(ip) = g3+ 97 =0+0=0.
Tedy ap = 3 > a3 = 1 a volime ayqy := 0.
I={2}: ¢®(ip) = X pocpein 9(iB) =go+ 92 =1+0=1,
g ipy) = > opcpcqiey 9(iB) = g1+ 96 =0+0=0,
g (igay) = dopzcpcpn dlin) =g +g=1+0=1,
9P ipg) = Yopnacacien 9(iB) =g +gr=1+0=1
Tedy ap =1 < a; =3 a volime agp ;=1 a
g =g+ ‘I)(:E{Q}) = 11000100 4+ 00110011 = 11110111.
I={3}: g™ (ip) = X ppcpersy 9(iB) = go+ 1 =1+1=0,
9P i) = d>pmepcnas dlin) =ga+gs=1+0=1,
9 (i) = > pqaycpcpan Ilin) =g+ g3 =1+1=0,
g (ig19y) = dop2ycnciign 9(iB) =gs +gr=1+1=0.
Tedy ap =3 > a; =1 a volime ayzy := 0.

Necht d = 0.

I = : Viimnéme si, ze ¢°(iy) = g(iy), proto
Pigy) =g =0a
g°(i;) = 1 pro viechny zbylé mnoziny I # {1}.
Tudiz ag =1 < @y = 7 a volime qp := 1.

Nasli jsme booleovsky polynom wxy + 29 = 3 + 1, pro ktery snadno
ovéfime, ze d(g, P(z2 + 1)) = d(11000100,11001100) = 1. O
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