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Pøedná¹ka Algebra II navazuje na pøedná¹ku Algebra I, která probìhla v zimním
semestru. Jejím cílem je pøedev¹ím prohloubit znalosti o komutativních okruzích
vèetnì úvodu do Galoisovy teorie a strukturální teorie koneèných tìles. Poslední
pøedná¹ka bude vìnována základùm univerzální algebry.

1. Booleovy okruhy

V následující kapitole aplikujeme znalosti komutativních okruhù získané minulý
semestr pro algebraický popis Booleových algeber. Podstatou úvahy je pozorování,
¾e ka¾dou Booleovu algebru lze chápat jako jistý komutativní okruh. Pro koneèné
Booleovy algebry tak získáme popis v¹ech kongruencí i podalgeber.

De�nice. O okruhu R(+; �;�; 0; 1) øekneme, ¾e je Booleùv, je-li to komutativní
okruh a pro ka¾dé r 2 R platí, ¾e r � r = r a r + r = 0.

Pøíklad 1.1. Algebra P(X)(�;\; IdP(X); ;; X), kde � znaèí symetrickou diferenci,
je pro ka¾dou neprázdnou mno¾inu X Booleùv okruh. Je-li Y � X, potom je zjevnì
P(Y ) ideálem okruhu P(X)(�;\; IdP(X); ;; X). Je-li naopak I ideál, v¹imnìme si,
¾e je uzavøen na koneèná sjednocení svých prvkù. Díky indukènímu argumentu nám
staèí ovìøit, ¾e A[B 2 I pro ka¾dé A;B 2 I. Ov¹em A[B = (A�B)�(A\B) 2 I,
proto¾e A�B;A \B 2 I.

Uva¾ujme X koneènou mno¾inu a buï I ideál. Pak je I koneèný, a proto Y =S
I 2 I. Tudí¾ I = P(Y ) = Y \ P(X) a v okruhu P(X)(�;\; IdP(X); ;; X) jsou

v¹echny ideály hlavní.
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Vìta 1.2. (1) Nech» SA = S(_;^;0;1; 0) je Booleova algebra. De�nujeme-li na S
binární operaci + pøedpisem a+ b = (a ^ b0) _ (a0 ^ b), pak S0 = S(+;^; IdS ;0;1)
je Booleùv okruh. Navíc P je podalgebra resp. � kongruence SA, právì kdy¾ je P
podalgebra resp. � kongruence S0.

(2) Nech» S0 = S(+; �;�; 0; 1) je Booleùv okruh. De�nujeme-li na S binární
operaci _ pøedpisem a_b = a+b+a �b a unární operaci 0 pøedpisem a0 = 1+a, pak
SA = S(_; �; 0; 1; 0) je Booleova algebra. Navíc P je podokruh resp. � kongruence
SO, právì kdy¾ je P podalgebra resp. � kongruence SA.

(3) Je-li SA = S(_;^;0;1; 0) Booleova algebra a slo¾ením konstrukcí (1) a (2)

vytvoøíme Booleovu algebru fSA = S(e_;^;0;1;e0) pak SA = fSA.
(4) Je-li S0 = S(+; �;�; 0; 1) Booleùv okruh a slo¾ením konstrukcí (2) a (1)

vytvoøíme Booleùv okruh fS0 = S(e+; �; IdS ; 0; 1) pak S0 = fS0.
Dùkaz. Nejprve si v¹imnìme, ¾e jakmile obìma smìry slo¾íme konstrukci operací
Booleova okruhu a Booleovy algebry, dostaneme se k pùvodní struktuøe. Oznaèíme-
li e_ spojení na Booleovì algebøe de�novaný pomocí operací Booleova okruhu a
operace na Booleovì okruhu jsou naopak de�novány pomocí struktury pùvodní
Booleovy algebry spoèítáme

ae_b = a+ b+ a � b = (a ^ b0) _ (a0 ^ b) + a ^ b =
= ([(a ^ b0) _ (a0 ^ b)] ^ [a0 _ b0]) _ ([(a0 _ b) ^ (a _ b0)] ^ [a ^ b]) =

= (a0 ^ b) _ (a ^ b0) _ (a ^ b) _ (a ^ b) = a _ b:
Výpoèet pro komplement je snadný a podobnì jako v pøedchozí úvaze, oznaèíme-li e+
sèítání na Booleovì okruhu de�nované pomocí operací Booleovy algebry, dostaneme:

ae+b = (a ^ b0) _ (a0 ^ b) = a � (1 + b) + (1 + a) � b+ a � (1 + b) � (1 + a) � b
= a+ a � b+ b+ a � b+ a � b+ a � a � b+ a � b � b+ a � b � a � b = a+ b:

Proto staèí, abychom u obou ekvivalencí ztoto¾òující podalgebry a kongruence
dokázali jen pøímou implikaci.

(1) Pøímo z de�nice vidíme, ¾e jsou operace + resp. ^ komutativní s neutrálními
prvky 0 resp. 1. Dále ^ je asociativní, a^a = a a a+a = (a^a0)_(a0^a) = 0_0 = 0,
tedy ka¾dý prvek a 2 S je sám k sobì opaèný. Zbývá ovìøit asociativitu operace
+ a distributivitu ^ vzhledem k +. Vezmìme libovolné a; b; c 2 S. Potom díky
distributivitì Booleovy algebry

(a+ b) + c = ([(a ^ b0) _ (a0 ^ b)] ^ c0) _ ((a0 _ b) ^ (a _ b0) ^ c) =
= (a ^ b0 ^ c0) _ (a0 ^ b ^ c0) _ (a0 ^ a ^ c) _ (a0 ^ b0 ^ c) _ (b ^ a ^ c) _ (b ^ b0 ^ c) =

= (a ^ b0 ^ c0) _ (a0 ^ b ^ c0) _ (a0 ^ b0 ^ c) _ (b ^ a ^ c):
Proto¾e a+ (b+ c) = (c+ b) + a, dostáváme z pøedchozího výpoètu

(b+ c) + a = (c ^ b0 ^ a0) _ (c0 ^ b ^ a0) _ (c0 ^ b0 ^ a) _ (b ^ c ^ a) = (a+ b) + c:

Koneènì
a ^ c+ b ^ c = (a ^ c ^ (b0 _ c0)) _ ((a0 _ c0) ^ b ^ c) =

= (a ^ c ^ b0) _ (a0 ^ b ^ c) = [(a ^ b0) _ (a0 ^ b)] ^ c = (a+ b) ^ c:
Vezmìme nyní podalgebru P a kongruenci � Booleovy algebry S(_;^;0;1; 0).

Potom pro ka¾dé a; b 2 P a (ci; di) 2 �, i = 1; 2máme a0; b0; a+b = (a^b0)_(a0^b) 2
P a podobnì (c0i; d

0
i); (c1^c02; d1^d02); (c01^c2; d01^d2); (c1+c2; d1+d2) 2 �. Uzavøenost

a sluèitelnost s dal¹ími operacemi je zøejmá.
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(2) Doká¾eme, ¾e je S(�;_) distributivní svaz. Zvolme libovolnì a; b; c 2 S. Ko-
mutativita � je zaruèena pøedpoklady a komutativita _ plyne okam¾itì z de�nice.
Dále a � a = a podle pøedpokladu a a _ a = a + a + a � a = 0 + a = a. Asocia-
tivita operace � opìt plyne z pøedpokladu, ¾e S(+; �;�; 0; 1) je (Booleùv) okruh a
a_(b_c) = a+(b+c+b�c)+a�(b+c+b�c) = a+b+c+a�b+a�c+b�c+a�b�c = (a_b)_c.
Dále ovìøíme axiom (S4):

a _ (b � a) = a+ b � a+ a � b � a = a+ a � b+ a � b = a;

a � (b _ a) = a � (b+ a+ b � a) = a � b+ a � a+ a � b � a = a:

Zbývá ovìøit jednu distributivitu:

a � (b _ c) = a � (b+ c+ b � c) = a � b+ a � c+ a � b � c = (a � b) _ (a � c):

Koneènì a _ 0 = a � 1 = a, a _ a0 = a + (1 + a) + a � (1 + a) = 1 + a + a � a = 1 a
a � a0 = a � (1 + a) = a+ a = 0, tedy S(_; �; 0; 1; 0) je Booleova algebra.

Vezmeme-li nyní podalgebru a kongruenci Booleova okruhu S(+; �;�; 0; 1), po-
tom díky tomu, ¾e jsou nové operace de�nováni výluènì pomocí operací pùvodních,
stejnì pøímoèarou argumentací jako v (1) dokazuje, ¾e se jedná o podalgebru a
kongruenci pøíslu¹né Booleovy algebry S(_; �; 0; 1; 0). �

Dùsledek 1.3. Svaz v¹ech kongruencí koneèné Booleovy algebry S(_;^;0;1; 0) je
izomorfní svazu v¹ech podmno¾in P(A)(\;[), kde A je mno¾ina v¹ech atomù S.

Dùkaz. Podle Vìty 13.7 z minulého semestru je Booleova algebra S(_;^;0;1; 0)
izomorfní Booleovì algebøe P(A)([;\; ;; A;0 ) a díky popisu kongruencí okruhu
pomocí ideálù (Vìta 13.9) staèí popsat svaz ideálù pøíslu¹ného Booleova okruhu
P(A)(�;\; IdP(A); ;; A). V pøíkladu 1.1 jsme zjistili, ¾e ideály jsou právì tvaru
P(Y ) pro Y 2 P(A). Koneènì snadno nahlédneme, ¾e P(Y ) _ P(Z) = P(Y [ Z)
a P(Y ) ^ P(Z) = P(Y \ Z), tedy svaz ideálù (a tedy i svaz kongruencí pùvodní
Booleovy algebry) je izomorfní svazu P(A)(\;[). �

Pøíklad 1.4. (1) Buï S(_;^;0;1; 0) koneèná Booleova algebra. Víme, ¾e je S
izomorfní potenèní Booleovì algebøe nad mno¾inou v¹ech atomù A. To mimo jiné
znamená, ¾e jSj = jP(A)j = 2jAj. Podle 1.3 existuje na S(_;^;0;1; 0) právì 2jAj =
jSj kongruencí.

(2) Buï X koneèná mno¾ina a P(X)([;\; ;; X;0 ) Booleova algebra v¹ech pod-
mno¾in mno¾iny X a uva¾ujme na ní nìjakou kongruenci �. Tato kongruence je
podle 1.2 kongruencí na okruhu P(X)(�;\; IdP(X); ;; X). 0znaème Y =

S
[;]�.

Vyu¾ijeme-li popis kongruencí na okruzích pomocí ideálù a pøipomeneme, ¾e podle
1.1 je ideál [;]� = P(Y ), vidíme, ¾e (A;B) 2 �, právì kdy¾ A�B � Y .

Cvièení:

(1) Popi¹te v¹echny podalgebry koneèné Booleovy algebry.
(2) Je faktor Booleova okruhu (Booleovy algebry) opìt Booleùv okruh (Booleova

algebra)?
(3) Najdìte nekoneènou Booleovu algebru, která nemá ¾ádné atomy.
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2. Dìlitelnost

V¹imnìme si, ¾e de�nitorická podmínka Booleova okruhu a �a = a je ekvivalentní
podmínce (1�a) �a = 0. To znamená, ¾e Booleùv okruh obsahující více ne¾ prvky 0
a 1 má netriviální dìlitele nuly a není tedy oborem. V následujících nìkolika kapi-
tolách se budeme zabývat obecnou dìlitelností, která je zajímavá právì nad obory,
tedy nad zcela jiným typem komutativního okruhu ne¾ tvoøí Booleovy okruhy.

Nejprve prozkoumáme základní pojmy, které známe z kontextu dìlitelnosti v pøi-
rozených èíslech.

De�nice. Øekneme, ¾e S(�) je komutativní monoid s krácením, je-li S(�) monoid s
komutativní operací � splòující pro ka¾dé a; b; c 2 S podmínku a �c = b �c ) a = b.

Pøíklad 2.1. (1) N(�) a Z n f0g(�) jsou zøejmì komutativní monoidy s krácením.
(2) Je-li R(+; �;�; 0; 1) obor , pak je R n f0g(�) komutativní monoid s krácením.

Vezmeme-li toti¾ prvky a; b; c 2 Rnf0g, pro nì¾ a�c = b�c, potom díky distributivitì
dostáváme 0 = a � c� b � c = (a� b) � c, a proto a� b = 0.

(3) Je-li G(�) komutativní grupa. pak jde zøejmì o komutativní monoid s kráce-
ním.

(4) Je-li X alespoò dvouprvková mno¾ina, pak monoid P (X)(\) není komuta-
tivní monoid s krácením.

Poznamenejme, ¾e komutativní monoid s krácenímRnf0g(�) oboruR(+; �;�; 0; 1)
bude v následujícím nejvýznamnìj¹ím pøíkladem tohoto pojmu.

De�nice. Buï S(�) komutativní monoid s krácením (nebo S(+; �;�; 0; 1) obor) a
nech» a; b 2 S. Øekneme, ¾e a dìlí b (pí¹eme a=b), pokud existuje takové c 2 S, ¾e
b = a � c. Øekneme ¾e a je asociován s b (pí¹eme akb), pokud a=b a zároveò b=a.

V¹imnìme si, ¾e prvek komutativního monoidu s krácením je asociován s 1, právì
kdy¾ je invertibilní.

Poznámka 2.2. Buï R(+; �;�; 0; 1) obor. Pak a=b právì kdy¾ bR � aR a akb právì
kdy¾ bR = aR.

Dùkaz. Jestli¾e b = a � r pro r 2 R, pak b 2 aR a proto bs 2 aR pro ka¾dé s 2 R.
Platí-li bR � aR, pak i b = b1 2 aR, proto a=b.
Druhou ekvivalenci dostaneme dvojím pou¾itím první ekvivalence právì dokáza-

ného kritéria. �

Poznámka 2.3. Nech» S(�) je komutativní monoid s krácením.

(1) Pro ka¾dé a; b 2 S existuje nejvý¹e jeden takový prvek c 2 S, ¾e a = b � c.
(2) Nech» a; b 2 S. Pak akb právì tehdy, kdy¾ existuje invertibilní prvek u 2 S

tak, ¾e a = b � u.
(3) k je kongruence na S(�).
(4) S=k(�) je komutativní monoid s krácením a relace dìlení na nìm tvoøí

uspoøádání.

Dùkaz. (1) Jestli¾e (a =)b � c0 = b � c1, pak staèí krátit hodnotou b, abychom dostali
c0 = c1.

(2) Pro dvojici asociovaných prvkù akb existuje dvojice prvkù u; v 2 S, pro nì¾
a = b � u a b = a � v. Dosadíme-li do prvního vztahu za b, máme a = a � v � u, a
krátíme-li prvkem a dostáváme, ¾e 1 = v � u, tj. u a v jsou vzájemnì inverzní.

Naopak je-li a = b � u pro invertibilní u 2 S, je b = a � u�1, tedy a=b i b=a.



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 5

(3) Zøejmì je k re
exivní a symetrická relace. Jestli¾e a=b a b=c, existují x a y,
pro nì¾ b = a �x a c = b �y, proto c = a � (x �y), tedy a=c a odtud vidíme, ¾e relace =
i k jsou ekvivalence. Mìjme a0kb0 a a1kb1. Pak podle (2) existují invertibilní prvky
u0; u1 pro které ai = bi �ui, kde i = 1; 2. Nyní a0 �a1 = (b0 � b1) � (u0 �u1), kde u0 �u1
je opìt invertibilní prvek. Tedy (a0 � a1)k(b0 � b1) podle (2).

(4) Je zjevné, ¾e S=k(�) je komutativní monoid. Mìjme [a]k � [b]k = [a]k � [c]k,
potom [a � b]k = [a � c]k, tedy podle (2) existuje invertibilní prvek u 2 S, pro který
a � b = a � c �u. Nyní mù¾eme krátit, tudí¾ b = c �u a opìtovným pou¾itím (2) máme
[b]k = [c]k.

Uvá¾íme-li, ¾e re
exivita relace "dìlí"na faktorovém monoidu plyne okam¾itì z
de�nice faktorové operace, zbývá ovìøit tranzitivitu a slabou antisymetrii. Nech»
[a]k � [x]k = [b]k a [b]k � [y]k = [c]k. Potom existují takové invertibilní prvky u a v,
pro nì¾ a �x �u = b a b �y �v = c, a proto (a �x �y) � (u �v) = a �x �u �y �v = c. Proto¾e
u � v je invertibilní prvek dokázali jsme, ¾e [a]k � [x � y]k = [c]k. Koneènì jestli¾e
[a]k � [x]k = [b]k a [b]k � [y]k = [a]k, pak máme invertibilní w, pro které a �x �y �w = a,
tedy x � y � w = 1 a x (stejnì jako y) je invertibilní prvek. Tím jsme ovìøili, ¾e
[a]k = [b]k.

�

Pøíklad 2.4. (1) Komutativní monoidy N(�) a Z n f0g=k(�) jsou izomorfní.
(2) Je-li T [x](+; �;�; 0; 1) obor polynomù nad tìlesem T a p nenulový polynom,

pak [p]k = ft � p j t 2 T �g a [0]k = f0g. To znamená, ¾e k = id právì kdy¾ jT j = 2.
(3) Pro komutativní grupu G(�) máme k = G�G.

De�nice. Buï S(�) komutativní monoid s krácením (nebo S(+; �;�; 0; 1) obor)
a nech» a; b; c; a1; : : : ; an 2 S. Prvek c nazveme nejvìt¹í spoleèný dìlitel prvkù
a1; : : : ; an (pí¹eme GCD(a1; : : : ; an)), jestli¾e c=ai pro v¹echna i, a ka¾dý prvek
d 2 S, který dìlí v¹echna ai, dìlí i prvek c. Prvek c nazveme ireducibilním prvkem,
jestli¾e c není invertibilní (ani nulový v oboru) a c = a � b ) cka nebo ckb. Prvek
c nazveme prvoèinitelem, jestli¾e c není invertibilní (ani nulový) a c=a � b ) c=a
nebo c=b.

Poznamenejme, ¾e prvoèísla jsou právì ireducibilní prvky v oboru celých èísel.
Nyní nahlédneme v jakém vztahu jsou pojmy prvoèinitel a ireducibilní prvek v
obecné situaci. Nejprve vyslovíme technické tvrzení, které nám umo¾ní dokázat, ¾e
za pøedpokladu existence jistých nejvìt¹ích spoleèných dìlitelù ireducibilní prvky a
prvoèinitele splývají.

Poznámka 2.5. Nech» S(�) je komutativní monoid s krácením a a; b; d; e; p 2 S.
(1) Nech» d je GCD(p; a) a e je GCD(p � b; a � b). Potom (d � b)ke
(2) Nech» 1 je GCD(p; a) a p=a � b. Existuje-li GCD(p � b; a � b), pak p=b.

Dùkaz. (1) Proto¾e db=pb, db=ab a e je GCD(p � b; a � b), db=e, tj. existuje u, pro nì¾
e = dbu. To znamená, ¾e dbu=pb a dbu=ab a krátíme-li du=p a du=a, a proto du=d,
tudí¾ uk1 a (d � b)ke podle 2.3.

(2) Nech» e je GCD(p � b; a � b), pak je (1 � b)ke podle (1), tedy b je GCD(p � b; a � b).
Proto¾e je p spoleèný dìlitel p � b, a � b, dostáváme, ¾e p=b. �

Vìta 2.6. Mìjme S(�) komutativní monoid s krácením. Potom je ka¾dý prvoèi-
nitel ireducibilní. Pokud navíc pro ka¾dé a; b 2 S existuje GCD(a; b) pak je ka¾dý
ireducibilní prvek prvoèinitelem.
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Dùkaz. Je-li p prvoèinitel a p = a � b, pak p=a � b, a=p, b=p a platí, ¾e p=a (tedy pka)
nebo p=b (tedy pkb).

Pøedpokládejme, ¾e je p ireducibilní, p dìlí souèin a � b a nedìlí prvek a. Proto¾e
existuje GCD(p; a), který není asociován s prvkem p, plyne z ireducibility p, ¾e 1
je GCD(p; a). Navíc p=a � b a existuje GCD(p � b; a � b), proto podle 2.5(2) p=b. �

Jak ukazuje následující konstrukce oboru, pro který neexistují v¹echny nejvìt¹í
spoleèné dìlitele, je podmínka de�nující prvoèinitel obecnì silnìj¹í ne¾ podmínka
ireducibilního prvku.

Pøíklad 2.7. Uva¾ujme podokruh Z[
p
5] = fa + p

5bj a; b 2 Zg okruhu reálných
èísel. Zøejmì se jedná o obor, tedy Z[

p
5] n f0g(�) je komutativního monoidu s

krácením. Lze ukázat, ¾e prvky 2,
p
5 + 1 a

p
5 � 1 jsou ireducibilní, ale nejde o

prvoèinitele, proto¾e 2 dìlí 4 = (
p
5+ 1) � (p5� 1), ale 2 nedìlí

p
5+ 1, ani

p
5� 1

(podobnì pro
p
5 + 1 a

p
5� 1).

To tedy podle 2.6 nutnì znamená, ¾e tento obor nemù¾e mít nejvìt¹ího spoleè-
ného dìlitele pro ka¾dou dvojici prvkù. Svìdkem tohoto faktu je napøíklad dvojice
4 a

p
5 + 1.

Cvièení:

(1) Doka¾te, ¾e jsou dva nejvìt¹í spoleèní dìlitelé tých¾ prvkù asociovány.
(2) Kdy je relace dìlení uspoøádáním?

3. Eukleidovy a Gaussovy obory

V Pøíkladu 2.1 jsme si v¹imli, ¾e monoidy nenulových prvkù oboru splòují pod-
mínky komutativního monoidu s krácením. V následující kapitole omezíme svou
pozornost na obory hlavních ideálù, pro ne¾ díky Vìtì 2.6 nahlédneme, ¾e jejich
prvoèinitele a ireducibilní prvky splývají. Pro obory hlavních ideálù se nám proto
podaøí zobecnit Základní vìtu aritmetiky. Na závìr kapitoly se soustøedíme na obory
umo¾òující algoritmické získání nejvìt¹ího spoleèného dìlitele prvkù.

De�nice. Øekneme, ¾e je R obor hlavních ideálù, jestli¾e je ka¾dý jeho ideál hlavní.
Øekneme, ¾e obor R je UFD (nebo Gaussùv), splòuje-li dvì podmínky:

(1) pro ka¾dý nenulový neinvertibilní prvek a 2 R existují ireducibilní prvky
p1; : : : ; pn 2 R n f0g, pro nì¾ a = p1 � � � � � pn

(2) je-li navíc a = q1 � � � � � qk pro ireducibilní prvky q1; : : : ; qk, pak n = k a
existuje bijekce � tak, ¾e pikq�(i) pro v¹echna i = 1; : : : ; n.

Nejprve si v¹imnìme, ¾e pøíklad oboru, v nìm¾ nesplývají prvoèinitelé a iredu-
cibilní prvky, není UFD.

Pøíklad 3.1. V oboru Z[
p
5] z Pøíkladu 2.7 máme 4 = (

p
5 + 1) � (p5� 1) = 2 � 2

dva neasociované ireducibilní rozklady èísla 4, tudí¾ obor Z[
p
5] není UFD.

Poznámka 3.2. Buï R(+; �;�; 0; 1) obor hlavních ideálù a a1; : : : ; an 2 R. Pak
existují takové prvky u1; : : : ; un, pro nì¾

Pn
i=1 ai � ui je GCD(a1; : : : ; an).

Dùkaz. Pøímoèaøe nahlédneme, ¾e mno¾ina I = fPn
i=1 aiui j ui 2 Rg je ideál

oboru hlavních ideálù R, tedy existuje prvek c 2 I, pro nìj¾ cR = I. Proto¾e
aiR � cR, je c spoleèný dìlitel a1; : : : ; an a zvolíme-li jiného spoleèného dìlitele d
tìchto prvkù, dostáváme, ¾e cR = I � dR, tedy d=c. �
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Nyní vyslovíme obdobu Základní vìty aritmetiky pro obecný obor hlavních ide-
álù.

Vìta 3.3. Buï R(+; �;�; 0; 1) obor hlavních ideálù. Pak platí:

(1) Ka¾dý ireducibilní prvek R(+; �;�; 0; 1) je prvoèinitelem.
(2) R(+; �;�; 0; 1) je UFD.

Dùkaz. (1) Podle 3.2 jsou splnìny pøedpoklady 2.6, které implikují závìr.
(2) Nejprve doká¾eme indukcí podle r jednoznaènost ireducibilního rozkladu.
Jestli¾e r = 1 máme p1 = u � q1 � q2 � � � � � qs pro nìjaký invertibilní prvek u podle

2.3(2) a proto¾e je p1 ireducibilní máme podle stejného tvrzení s = 1 (ostatní qi by
musely být invertibilní, co¾ je v rozporu s de�nicí ireducibilního prvku).

Nech» tvrzení platí pro r � 1. Proto¾e pr=q1 � q2 � � � � � qs a díky 1 je (1) pr
prvoèinitel, najdeme indukèním roz¹íøením de�nice prvoèinitele takové i � s, pro
které pr=qi, bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e i = s. Z ireducibility
prvkù pr i qs plyne, ¾e jsou nutnì asociovány, proto mù¾eme krátit a dostaneme
p1 � p2 � � � � � pr�1kq1 � q2 � � � � � qs�1. Nyní podle indukèního pøedpokladu r� 1 = s� 1
a dostáváme hledanou permutaci � na mno¾inì f1; : : : ; r� 1g, kterou dode�nujeme
�(r) = s = r (skuteèná permutace je schována v na¹em pøedpokladu "bez újmy na
obecnosti"i = s).

Nyní zbývá dokázat existenci ireducibilního rozkladu.
Pøedpokládejme ke sporu, ¾e nìjaký neinvertibilní prvek a 2 R nemá ireducibilní

rozklad (tj. neexistuje posloupnost ireducibilních prvkù c1; : : : ; ck, pro které a =
c1 � � � � � ck), a budeme induktivnì vytváøet takovou posloupnost prvkù ai a bi, ¾e
ai nemá ireducibilní rozklad bi není invertibilní a ai = ai+1bi+1. Nejprve polo¾íme
a0 = a.

Jestli¾e ai nemá ireducibilní rozklad a není invertibilní, musí existovat dva nein-
vertibilní prvky x a y, z nich¾ aspoò jeden, napøíklad x, nemá ireducibilní rozklad a
ai = x � y (kdyby ho mìly oba, tvoøil by jejich souèin ireducibilní rozklad ai). Staèí
tedy polo¾it ai+1 = x a bi+1 = y.

Nyní z 2.2 a 2.3 plyne, ¾e aiR � ai+1R a aiR 6= ai+1R. Snadno nahlédneme, ¾e
je I =

S
i aiR ideál, který je podle pøedpokladu hlavní, tj. existuje takové c 2 I,

¾e cR = I. Proto¾e c 2 aiR pro dostateènì velké i, dostáváme, ¾e cR � aiR �
ai+1R � cR, tedy cR 6= cR, co¾ je spor. �

Formulace i my¹lenky dùkazu pøedchozího tvrzení jsme potkali pøi dùkazu Zá-
kladní vìty aritmetiky minulý semestr a tu lze chápat jako dùsledek obecné Vìty
3.3. Konkrétnì, proto¾e je okruh Z(+; �;�; 0; 1) obor hlavních ideálù, existují v
monoidech N n f0g(�) a Z n f0g(�) nejvìt¹í spoleèné dìlitele, tedy existují rozklady
na ireducibilní prvky, a proto jsou v N ireducibilní rozklady urèeny a¾ na poøadí
jednoznaènì, v Z jsou jednoznaèné a¾ na poøadí a znaménko.

De�nice. Buï R(+; �;�; 0; 1) obor. Øekneme, ¾e R je eukleidovský obor, existuje-li
zobrazení � : R! N0[f�1g (tzv. eukleidovská funkce) splòující pro ka¾dé a; b 2 R,
b 6= 0 podmínky:

(1) jestli¾e a=b, pak �(a) � �(b),
(2) existuje q; r 2 R takové, ¾e a = b � q + r a �(r) < �(b).

Pøíklad 3.4. (1) Okruh celých èísel je eukleidovským oborem s eukleidovskou
funkcí absolutní hodnotou j � j. První podmínka de�nice platí zøejmì, druhá plyne
z toho, ¾e i v celých èísel umíme dìlit se zbytkem.
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(2) Pøipomeòme
Algoritmus dìlení se zbytkem

VSTUP: a; b 2 R[x], vedoucí koeficient b je invertibilní
VÝSTUP: q; r 2 R[x], pro které a = q � b+ r, deg r < deg b

0. m := deg b; n := deg a�m;
1. if n < 0 then return 0; a else r := a;
2. for i := n downto 0 do fqi := ri+mb

�1
m ; r := r � qix

ib; g
3. return

P
i qix

i; r.

Nyní si snadno rozmyslíme, ¾e funkce, která ka¾dému polynomu s koe�cienty
v tìlese pøiøadí jeho stupeò splòuje podmínky eukleidovské funkce, proto je obor
polynomù nad tìlesem eukleidovským oborem.

(3) Podokruh Z[i] = fa + bi j a; b 2 Zg (tzv. Gaussova celá èísla) okruhu
komplexních èísel je eukleidovským oborem s eukleidovskou funkcí �(a + bi) =
a2 + b2. Pøipomeòme, ¾e jc1 � c2j = jc1j � jc2j pro ka¾dou dvojici komplexních èísel
c1 a c2, proto �(� � �) = j� � �j2 = j�j2 � j�j2 = �(�) � �(�) pro v¹echna �; � 2 Z[i].
Jestli¾e �=� a � 6= 0, existuje 
 2 Z[i], pro které � � 
 = �, proto �(�) = �(� � 
) =
�(�) � �(
) � �(�), nebo» �(
) � 0.

Chceme-li vydìlit se zbytkem Gaussovo celé èíslo � nenulovým èíslem �, najdeme
nejprve komplexní x + iy = �

� a poté vezmeme taková x0; y0 2 Z, pro která jx �
x0j � 1

2 a jy � y0j � 1
2 . Polo¾íme-li 
 = x0 + iy0 a � = � � � � 
, pak vidíme, ¾e

�
� = �

� � 
 = x � x0 + i(y � y0), tudí¾
j�j2
j�j2 = (x � x0)

2 + (y � y0)
2 � 1

4 + 1
4 = 1

2 ,

proto �(�) � �(�)
2 < �(�).

(4) Podokruh Z[
p
2] = fa +p

2b j a; b 2 Zg okruhu reálných èísel je eukleidov-
ským oborem s eukleidovskou funkcí �(a + b

p
2) = ja2 � 2b2j. Dùkaz toho, ¾e je �

eukleidovská norma plyne podobnì jako v (2) z faktu, ¾e �(� � �) = �(�) � �(�).
(5) Elementárními prostøedky je mo¾né dokázat, ¾e je okruh Z[ 1+

p
19i

2 ] = fa +
1+

p
19i

2 b j a; b 2 Zg obor hlavních ideálù, který není eukleidovský.

Následující dùkaz je analogický dùkazu, ¾e ka¾dá podgrupa cyklické grupy je
cyklická.

Vìta 3.5. Ka¾dý eukleidovský obor je oborem hlavních ideálù.

Dùkaz. Mìjme R(+; �;�; 0; 1) eukleidovský obor s eukleidovskou funkcí � : R !
N0 [ f�1g a vezmìme libovolný nenulový ideál I. V ideálu I zvolíme nenulový
prvek a s minimální hodnotou �(a). Zøejmì aR � I. Nech» i 2 I. Pak podle de�nice
existuje q; r 2 R takové, ¾e i = a � q + r a �(r) < �(a). Proto¾e r = i � a � q 2 I a
�(a) bylo minimální, je nutnì r = 0 a aR = I. Proto¾e nulový ideál f0g = 0R je
v¾dy hlavním ideálem, ukázali jsme, ¾e v¹echny ideály eukleidovského oboru jsou
hlavní. �

Speciálnì nyní víme, ¾e pro komutativní tìleso T (+; �;�; 0; 1) je T [x] dle 3.4(2)
eukleidovský obor s eukleidovskou funkcí danou stupnìm polynomù, tedy jde podle
právì dokázané vìty o obor hlavních ideálù.

Vìta 3.6. Máme-li R(+; �;�; 0; 1) eukleidovským obor s eukleidovskou funkcí � a
a0; a1 2 R n f0g, pak funguje správnì obecný
Eukleidùv algoritmus

VSTUP: a0; a1 2 R n f0g
VÝSTUP: GCD(a0; a1), x; y, pro které xn � a0 + yn � a1 = GCD(a0; a1).
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0. (x0; x1) := (1; 0); (y0; y1) := (0; 1); i := 1
1. while ai 6= 0 do fzvol ai+1; qi 2 R taková, ¾e ai�1 = ai � qi + ai+1 a

�(ai+1) < �(ai); xi+1 := xi�1 � xi � qi; yi+1 := yi�1 � yi � qi; i := i+ 1g
2. return ai�1; xi�1; yi�1.

Dùkaz. Tvrzení 3.5 a 3.2 øíkají, ¾e nejvìt¹í spoleèné dìlitele v¹ech dvojic prvkù
eukleidovského oboru existují. Oznaèíme-li n nejvìt¹í pøirozené èíslo, pro které je
an 6= 0, potom an je zøejmì GCD(an�1; an), a staèí dokázat, ¾e prvky c a d jsou
asociované pro ka¾dé 0 < i < n, kde c je GCD(ai�1; ai) a d je GCD(ai; ai+1).
Proto¾e c=ai a c=ai+1 = ai�1 � ai � qi dostáváme z de�nice nejvìt¹ího spoleèného
dìlitele ¾e c=d. Podobnì d=ai a d=ai�1 = ai � qi + ai+1, tedy d=c.

Platnost formule ai = xi �a0+ yi �a1 doká¾eme indukcí podle i, Triviálnì tvrzení
platí pro i = 0; 1. Nyní staèí dosadit do výrazu ai+1 = ai � qi � ai�1 hodnoty
ai = xi � a0 + yi � a1 a ai�1 = xi�1 � a0 + yi�1 � a1, abychom dostali

ai+1 = (xi � a0 + yi � a1) � qi � xi�1 � a0 + yi�1 � a1 =

= (xi�1 � xi � qi) � a0 + (yi�1 � yi � qi) � a1 = xi+1 � a0 + yi+1 � a1:
�

Pøíklad 3.7. (1) Okruh Z[x] polynomù s celoèíselnými koe�cienty není oborem
hlavních ideálù, proto¾e ideál xZ[x] + 2Z[x] = fPi pix

i 2 Z[x] j 2=p0g není hlavní.
Podle 3.5 tedy nejde o eukleidovský okruh.

(2) V Pøíkladu 3.1 jsme si v¹imli, ¾e obor Z[
p
5] není UFD, tedy podle Vìty 3.3

to není oborem hlavních ideálù, Z Poznámky 3.5 potom plyne, ¾e Z[
p
5] nemù¾e

být eukleidovským oborem.
(3) Najdeme v Z[i](+; �;�; 0; 1) Eukleidovým algoritmem nejvìt¹í spoleèný dìlitel

prvkù a0 = 6� 7i a a1 = 7 + i.
Nejprve spoèítáme 6�7i

7+i = (6�7i)(7�i)
(7+i)(7�i) = 35

50 � 55
50 i, tedy q1 = 1� i a a2 = a0� q1 �

a1 = 6�7i�(1�i)(7+i) = �2�i. V dal¹ím kroku poèítáme 7+i
�2�i =

(7+i)(�2+i)
(�2�i)(�2+i) =

� 15
5 + 5

5 i = �3 + i, tedy vidíme, ¾e q2 = �3 + i a ¾e a2=a1. Zjistili jsme, ¾e �2� i
je nejvìt¹í spoleèný dìlitel prvkù 6� 7i a 7+ i a �2� i = (6� 7i)+ (�1+ i)(7+ i).

Cvièení:

(1) Popi¹te prvoèinitele okruhu reálných polynomù a okruhu komplexních polynomù.
(2) Doka¾te, ¾e v UFD existují nejvìt¹í spoleèné dìlitele ka¾dé dvojice prvkù.

4. Okruhy polynomù

V kapitole se seznámíme se zobecnìním konstrukce polynomù, které nám umo¾ní
asymptoticky efektivnìji dìlit polynomy se zbytkem.

De�nice. Nech» R = R(+; �;�; 0; 1) je okruh. Na mno¾inì formálních Laurento-
vých øad

R((x)) = f
X
n2Z

anx
nj j an 2 R8n; 9z 2 Z : an = 08n < zg
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de�nujme binární operace + a �, unární operaci � a nulární operace 0 a 1 pro
p =

P
n�z pnx

n a q =
P

n2Z qnx
n:

p+ q =
X
n2Z

(pn + qn)x
n; p � q =

X
n2Z

(
X

i+j=n

pi � qj)xn;

�p =
X
n2Z

�pnxn; 0 =
X
n2Z

0xn; 1 = 1x0 +
X
n 6=0

0xn:

Oznaème
R[[x]] = fPn2Z anx

n 2 R((x))j j an = 08n < 0g formální mocninné øady a
R[x] = fPn�z anx

n 2 [[x]]j j 9n0 : an = 08n � n0g formální polynomy nad R.

Proto¾e pro ka¾dý prvek existuje mno¾iny a =
P

n2Z anx
n 2 R((x)) existuje

z 2 Z, pro které an = 08n < z mù¾eme psát a =
P

n�z anx
n.

Poznámka 4.1. Nech» R = (+; �;�; 0; 1) je okruh.

(1) R((x)) = R((x))(+; �;�;0;1) je okruh a mno¾iny R[[x]] a R[x] jeho podo-
kruhy.

(2) Je-li R obor, pak je i R((x)) obor a

R[[x]]� = f
X
n�0

anx
n 2 [[x]]j j a0 2 R�g:

(3) Je-li R tìleso, pak je R((x)) tìleso, R[[x]] i R[x] obory hlavních ideálù.

Dùkaz. (1) Mìjme p =
P

n2Z pnx
n, q =

P
n2Z qnx

n, r =
P

n2Z rnx
n 2 R[x].

V¹imnìme, ¾e jsou operace dobøe de�nované a ¾e jsou zavedené obdobnì jako
operace na okruhu polynomù. Nejprve ovìøíme komutativitu a asociativitu operace
+:

p+ q =
X
n2Z

(pn + qn)x
n =

X
n2Z

(qn + pn)x
n = q + p;

(p+ q) + r =
X
n2Z

((pn + qn) + rn)x
n =

X
n2Z

(pn + (qn + rn))x
n = p+ (q + r):

Proto¾e 0 je zjevnì neutrální prvek operace + a vidíme, ¾e p + (�p) = 0, je
R((x))(+;�; 0) komutativní grupa. Podobnì

r � (p+ q) = r �
X
n2Z

(pn + qn)x
n =

X
n2Z

(
X

i+j=n

ri � (pj + qj))x
n =

=
X
n2Z

(
X

i+j=n

ri � pj)xn +
X
n2Z

(
X

i+j=n

ri � qj)xn = p � r + q � r;

dùkaz druhé distributivity je symetrický. Zøejmì p � 1 = 1 � p = p a bývá ovìøit,
asociativitu operace �:

(p � q) � r =
X
n2Z

(
X

i+j=n

pi � qj)xn) � r =
X
n2Z

(
X

i+j+k=n

pi � qj � rk)xn) = p � (q � r);

Ovìøení uzavøenosti mno¾in R[[x]] a R[x] na operace je elementární.
(2) Vezmeme-li dva nenulové prvky p =

P
n�z pnx

n, q =
P

n�u qnx
n, kde pz 6= 0

a qu 6= 0, pak je koe�cient souèinu pq u xz+u právì pzqu 6= 0.
Zbývá popsat invertibilní prvky podokruhu R[[x]]. Pokud absolutní èlen prvkuP
n�0 anx

n není invertibilní, nemá ¾ádný jeho násobek invertibilní absolutní èlen,
a proto se nemù¾e rovnat jednotce.
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Naopak, de�nujeme-li indukcí pro prvek
P

n�0 anx
n s invertibilním absolutním

èlenem koe�cienty: b0 = a�1
0 a bn = �a�1

0 �Pi=n�1 aibn�i, pak snadno spoèítáme,
¾e
P

n�0 anx
n �Pn�0 bnx

n = 1.
(3) Ka¾dý nenulový prvek oboru R((x)) lze napsat ve tvaru xz

P
n�0 anx

n pro
a0 6= 0. Proto¾e je

P
n�0 anx

n invertibilní v R[[x]] a tedy i v R((x)) podle (2)
a zøejmì xz � x�z = 1, tedy xz invertibilní v R((x)), je i souèin xz

P
n�0 anx

n

invertibilní v R((x)).
Koneènì z (2) okam¾itì také plyne, ¾e ideály oboru R[[x]] jsou generovány právì

monomy xn pro vhodné n � 0, tedy jde o obor. hlavních ideálù a R[x] je oborem
hlavních ideálù podle 3.5. �

De�nice okruh R[x] zøejmì splývá s okruhem polynomù, jak byl zaveden minulý
semestr a pøipomeòme, ¾e pro polynom p =

P
n2N0 an �xn 2 R[x], kde p 6= 0, se nej-

vìt¹í takové n 2 N0, ¾e an 6= 0, nazývá stupnìm polynomu p a ¾e stupeò polynomu
0 je roven �1. Stupeò polynomu p znaèíme deg p. Zopakujme pozorování, které
jsme uèinili minulý semestr, ¾e pro nenulové polynomy p a q z okruhu polynomù
nad oborem platí deg p � q = deg p+ deg q.

V¹imnìme si, ¾e dùkaz bodu (2) obsahuje elementární algoritmus výpoètu prv-
ních n koe�cientù inverzní formální øady a poznamenejme, ¾e existuje jednoduchý
asymptoticky rychlej¹í postup, jak tuté¾ úlohu vyøe¹it (viz Cvièení 1).

Dal¹í pozorování si v¹ímá velmi pøirozené a zároveò u¾iteèné algebraické vlast-
nosti dosazení prvku do polynomu.

Poznámka 4.2. Je-li S(+; �;�; 0; 1) komutativní okruh, R jeho podokruh a � 2 S,
pak zobrazení j� : R[x] ! S dané pøedpisem j�(

P
n2N0 anx

n) =
P

n2N0 an � �n je
okruhový homomor�smus.

Dùkaz. Nejprve snadno spoèítáme, ¾e j�(0) = 0x0, j�(1x0) = 1 a pro libovolné
a; b 2 R[x], kde a =Pn an � xn a b =

P
n bn � xn

j�(a+ b) = j�(
X
n

(an + bn) � xn) =
X
n

(an + bn) � �n = j�(a) + j�(b);

proto je j� homomor�smus grup R(+;�; 0) a S(+;�; 0). Zbývá nahlédnout, ¾e

j�(a � b) = j�(
X
n

nX
k=0

(ak � bn�k) � xn) =
X
n

nX
k=0

(ak � bn�k) � �n = j�(a) � j�(b):

�

Homomor�smu j� z 4.2 øíkáme dosazovací homomor�smus, � nazveme koøenem
polynomu p, jestli¾e j�(p) = 0, a � je vícenásobný koøen polynomu p, pokud (x �
�)2=p.

V následujícím budeme èasto pou¾ívat pro dosazení obvyklý zápis p(�) místo
právì zavedeného zápisu j�(p).

Nyní si v¹imnìme, ¾e

Poznámka 4.3. Nech» R(+; �;�; 0; 1) je obor a f =
Pn

i=0 fix
i 2 R[x] je polynom

stupnì n � 0. Oznaème f� =
Pn

i=0 fn�ix
i. Pak

(1) f� = xn � f(x�1) 2 R[[x]]�,
(2) jestli¾e f = qg + r pro g; q; r 2 R[x] a deg r < deg g, pak f� = q�g� +

r�xn�deg r, a proto xn�deg g+1=q�� f�(g�)�1, tedy koe�cienty polynomu q�

jsou stejné jako prvních n� deg g+1 koe�cientù mocninné øady f�(g�)�1.
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Dùkaz. (1) Okam¾itý dùsledek de�nice.
(2) Pro f = qg+r staèí vyu¾ít bodu faktu 4.2, ¾e je dosazení prvku x�1 sluèitelné

se sèítáním i násobením tedy, ¾e f(x�1) = q(x�1)g(x�1) + r(x�1) poté bodu (1)
pro v¹echny èleny. �

Nyní mù¾eme zformulovat
Algoritmus rychlého dìlení se zbytkem

VSTUP: a; b 2 R[x], R obor, vedoucí koeficient b je invertibilní
VÝSTUP: q; r 2 R[x], pro které a = q � b+ r, deg r < deg b

0. m := deg b; n := deg a�m; k := n�m+ 1;
1. if n < 0 then return 0; a else r := a;
2. h := prvních k èlenù (g�)�1; w := prvních k èlenù f� � h;
3. najdi q tak, aby q� = w a deg q = n�m;
3. return q, f � qg.

Dùsledek 4.4. Algoritmus rychlého dìlení se zbytkem pracuje správnì.

Na závìr bez dùkazu poznamenejme, ¾e vyu¾ijeme-li pro nalezení prvních n �
m+ 1 èlenù mocninné øady (g�)�1 rychlý algoritmus z Cvièení (1), má algoritmus
èasovou slo¾itost O(n log n) operací v okruhu R, zatímco èasová slo¾itost ¹kolského
algoritmu je kvadratická, tj. O(n2), kde n je vìt¹í ze stupòù polynomù.

Cvièení:

(1) Mìjme T tìleso a f 2 T [x] polynom s nenulovým (tedy invertibilním) abso-
lutním èlenem a rekurzivnì de�nujme posloupnost polynomù g0 := f�10 2 T a

gi+1 := gi(2 � fgi)modx2
i+1

(kde modx2
i+1

znamená, ¾e poèítáme jen prvních
2i+1 koe�cientech polynom). Doka¾te, ¾e se polynom gn shoduje na prvních 2n

koe�cientech s mocninnou øadou f�1 (tj., ¾e x2
n

=(f�1 � gn)).
(2) Spoèítejte Algoritmem rychlého dìlení se zbytkem x4+x3+x2+x+1 : x2+x�1.

5. Koøeny polynomù

V této kapitole se budeme vìnovat vlastnostem koøenù polynomù nad tìlesy.
Nejprve prozkoumáme vztah dìlitelnosti a koøenù polynomù a poté si v¹imneme,
¾e prvky koneèné podgrupy øádu n multiplikativní grupy komutativního tìlesa lze
nahlí¾et jako na koøeny polynomu xn � 1, co¾ je hlavní argument dùkazu tvrzení,
¾e je tato grupa nutnì cyklická. Nakonec zkonstruujeme tìleso, nad nimi¾ bude mít
pøedem daný ireducibilní polynom alespoò jeden koøen.

Nejprve si ov¹em v¹imneme, ¾e formální derivace obecných polynomù má po-
dobné vlastnosti jako derivace reálných polynomù.

De�nice. Buï R(+; �;�; 0; 1) komutativní okruh a p =
P

i�0 aix
i 2 R[x]. Derivací

polynomu p budeme rozumìt polynom (
P

i�0 aix
i)0 =

P
i�0(i+ 1)ai+1x

i.

Poznámka 5.1. Nech» R(+; �;�; 0; 1) je komutativní okruh, � 2 R, p; q 2 R[x] a
n 2 N. Pak platí:

(1) (p+ q)0 = p0 + q0, (�x0 � p)0 = �x0 � p0,
(2) (p � q)0 = p0 � q + p � q0.
(3) (pn)0 = npn�1 � p0, kde n = 1 + � � �+ 1 2 R.

Dùkaz. (1), (2) Vlastnosti dostáváme pøímoèarým pou¾itím de�nice.
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(3) Doká¾eme indukcí indukcí podle n. Pro n = 1 je (p1)0 = p0 = 1p0 � p0. Platí-li
tvrzení pro n� 1 a pou¾ijeme-li (2) dostáváme

(pn)0 = (p �pn�1)0 = p0 �pn�1+p � (pn�1)0 = p0 �pn�1+p � (n�1)pn�2 �p0 = npn�1 �p0:
�

Formální derivace nám poslou¾í k testování vícenásobnosti koøenù.

De�nice. Nech» S(+; �;�; 0; 1) je komutativní okruh, R jeho podokruh, � 2 S
a p 2 R[x]. Koøenovým èinitelem (koøenu �) rozumíme polynom tvaru x � �.
Øekneme, ¾e se polynom p rozkládá na koøenové èinitele v S[x], existují-li takové
prvky a 2 R a �1; : : : ; �n 2 S, ¾e p = a � (x� �1) � � � � � (x� �n).

Následující technickou poznámku vyslovíme pro polynomy nad oborem R, jejich¾
koøeny mù¾eme uva¾ovat v nìjakém vìt¹ím oboru R, co¾ je u¾ ve støedo¹kolské ma-
tematice standardní pøístup napøíklad pro reálné (èi dokonce celoèíselné) polynomy
a jejich komplexní koøeny.

Poznámka 5.2. Nech» S(+; �;�; 0; 1) je obor, R jeho podokruh (tedy také obor),
� 2 S a p 2 R[x] n f0g.

(1) � je koøenem p právì tehdy, kdy¾ (x� �)=p v S[x],
(2) x� � je prvoèinitel oboru S[x],
(3) p má nejvý¹e deg p koøenù,
(4) � je vícenásobný koøen p, právì kdy¾ je � koøenem p i p0,
(5) jestli¾e 1 je GCD(p; p0), pak p nemá ¾ádný vícenásobný koøen,
(6) nedìlí-li charakteristika R pøirozené èíslo n, pak xn�1 ani xn+1�x nemají

v S ¾ádný vícenásobný koøen.

Dùkaz. Poznamenejme, ¾e polynom s koe�cienty vRmù¾eme pøirozeným zpùsobem
chápat jako polynom okruhu S[x].

(1) Pøedpokládejme, ¾e je � koøenem p. Proto¾e je 1 invertibilní prvek oboru R
mù¾eme podle 3.4 vydìlit polynom p polynomem x � � se zbytkem, tedy existují
q; r 2 R[x], pro nì¾ p = (x� �)q + r a deg r < deg(x� �) = 1. Dosadíme-li nyní �
do polynomu r = p� (x� �)q a vyu¾ijeme-li 4.2, dostaneme

r(�) = j�(r) = j�(p)� j�((x� �))j�(q) = 0� 0q(�) = 0:

Proto¾e deg r < 1, vidíme, ¾e r = 0, a proto (x� �)=p.
Jestli¾e (x � �)=p, máme p = (x � �)q pro vhodné q 2 R[x] a tedy p(�) =

(�� �)q(�) = 0 díky 4.2.
(2) Jestli¾e (x� �)=a � b pro a; b 2 R[x], plyne z (1), ¾e je � koøenem a � b. Nyní

a(�) � b(�) = 0 podle 4.2, proto a(�) = 0 nebo b(�) = 0, nebo» je R obor. Tedy
(x� �)=a nebo (x� �)=b podle (1).

(3) Nech» �1; : : : ; �k 2 R jsou rùzné koøeny p. Indukcí podle poètu r rùzných
koøenù nahlédneme, ¾e p = (x��1) � � � � � (x��k) � q pro vhodný nenulový polynom
q. Krok r = 1 nám dává (1). Jestli¾e p = (x� �1) � � � � � (x� �r) � q a (x� �r+1)=p
podle (1), pak x � �r+1 je prvoèinitel, který podle (2) nedìlí ¾ádný z polynomù
x� �i, kde i � r. Proto (x� �r+1)=q, a tudí¾

deg p = deg((x� �1) � � � � � (x� �k) � q) = k + deg q � k:

(4) Pøedpokládáme, ¾e � je koøen p, tedy p = (x � �) � q pro vhodný polynom
q 2 S[x] podle (1). Pomocí 5.1(2) spoèítáme p0 = q + (x� �) � q0. Díky 4.2 vidíme,
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¾e je � koøenem p0 právì tehdy, kdy¾ je koøenem q a to je podle (1) ekvivalentní
tomu, ¾e (x� �)=q tj. (x� �)2=p.

(5) Tvrzení doká¾eme nepøímo. Je-li � vícenásobný koøen p, potom podle (4) a
(1) (x� �)=p0. Proto¾e (x� �)=p, polynomy p a p0 nemohou být nesoudìlné.

(6) Oznaème n 2 R je souèet n kopií 1 tìlesa, a poznamenejme, ¾e podle pøed-
pokladu n 6= 0. Proto¾e polynom (xn � 1)0 = n � xn�1 je nenulový, j�(n � xn�1) =
n ��n�1 6= 0 pro v¹echna � 6= 0, a naopak 0 není koøenem polynomu xn� 1, xn� 1
nemá ¾ádný vícenásobný koøen díky (4).

Pøedpokládejme, ¾e (x� �)2=xn+1 � x, tedy existuje p 2 S[x], pro který

(x� �)2 � p = xn+1 � x = x � (xn � 1):

Jestli¾e � = 0, pak výraz vykrátíme na x � p = xn � 1, co¾ není mo¾né, proto¾e
xn � 1 nemá koøen 0. Kdyby � 6= 0, pak (��)2 � p(0) = 0, a proto p(0) = 0. Tedy
podle (1) existuje takové q 2 S[x], ¾e p = x �q. Dosadíme-li za p do pùvodní rovnosti
a opìt vykrátíme x, dostáváme, ¾e (x� �)2 � q = xn � 1, co¾ jsme vylouèili v první
èásti dùkazu (6). �

V¹imnìme si, ¾e 5.2(1) øíká, ¾e vícenásobný koøen je koøenem, a 5.2(2) nám
poskytne pøíklady prvoèinitelù (a tedy ireducibilních prvkù) v okruhu polynomù
nad obecným oborem.

Pøíklad 5.3. V tìlese charakteristiky 3 (napø Z3) platí, ¾e

(x� 1)3 = x3 � 3x2 + 3x� 1 = x3 � 1;

tedy polynom x3�1má nad takovým tìlesem vícenásobný koøen 1. Vidíme, ¾e pøed-
poklad o charakteristice z 5.2(6) nemù¾eme odstranit. Navíc si v¹imnìme derivace
(x3 � 1)0 = 0.

Nyní doká¾eme nedokázané tvrzení z minulého semestru o multiplikativní grupì
libovolného tìlesa:

Vìta 5.4. Nech» T (+; �;�; 0; 1) je komutativní tìleso a nech» G je koneèná pod-
grupa multiplikativní grupy T n f0g(�). Potom je G cyklická grupa.

Dùkaz. Uva¾ujme nejprve libovolnou koneènou grupu G(�) a polo¾me n = jGj. Po-
znamenejme, ¾e øádem prvku grupy budeme rozumìt øád cyklické podgrupy tímto
prvkem generované. Podle Lagrangeovy vìty dìlí øád ka¾dého prvku koneèné grupy
její øád. Oznaèíme-li tk poèet v¹ech prvkù G, které jsou právì øádu k, vidíme, ¾e
jGj = Pk=jGj tk. Pøipomeòme, ¾e v cyklické grupì øádu n máme pro ka¾dé k=n
právì jednu (cyklickou) podgrupu øádu k a poèet generátorù této podgrupy, tedy
právì v¹echny prvky øádu k, udává hodnota Eulerovy funkce '(k), dává nám pøed-
chozí rovnost vztah n =

P
k=n '(k).

Tvrzení doká¾eme sporem. Pøedpokládejme, ¾e G je (koneèná) podgrupa mul-
tiplikativní grupy T n f0g(�), která není cyklická, tedy tn = 0 (< '(n)). Z úvodních
úvah víme, ¾e n = jGj =Pk=n tk =

P
k=n '(k), proto musí existovat k=n, pro nìj¾

tk > '(k), zvolme nìjaké takové k a vezmìme u 2 G øádu k. Potom pro v¹echny
prvky a cyklické grupy hui platí ak = 1, tedy a je koøenem polynomu xk�1. Ov¹em
hui obsahuje právì '(k) generátorù, tj. prvkù øádu k, tedy musí existovat nìjaký
dal¹í prvek v 2 G n hui øádu k. I on je koøenem polynomu xk � 1, tedy jsme na¹li
k + 1 koøenù polynomu stupnì k, co¾ je ve sporu s 5.2(3). �
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Pøíklad 5.5. Z53 n f0g(�) je podle 5.4 cyklická grupa øádu 52. To znamená, ¾e
obsahuje '(52) = 2 � 12 = 24 generátorù.

Uvìdomíme si, ¾e homomor�smus okruhù lze pøirozeným zpùsobem roz¹íøit na
homomor�smus pøíslu¹ných polynomiálních okruhù.

Jsou-li R(+; �;�; 0; 1) a S(+; �;�; 0; 1) okruhy a f : R ! S jejich homomor�s-
mus, pak oznaème fx : R[x] ! S[x] zobrazení urèené pøedpisem fx(

P
i�0 aix

i) =P
i�0 f(ai)x

i.

Poznámka 5.6. Buï R(+; �;�; 0; 1), S(+; �;�; 0; 1) a T (+; �;�; 0; 1) komutativní
okruhy a f : R! S a g : S ! T homomor�smy. Potom platí:

(1) fx je okruhový homomor�smus,
(2) (gf)x = gxfx,
(3) fx je izomor�smus, právì kdy¾ f je izomor�smus,
(4) fj� = jf(�)fx pro ka¾dé � 2 R.

Dùkaz. (1) Zøejmì fx(1x0) = 1x0, proto staèí dokázat sluèitelnost fx s operacemi
+ a �. Buï a; b 2 R[x], a =Pn anx

n, b =
P

n bnx
n:

fx(a+ b) = fx(
X
n

(an + bn)x
n) =

X
n

f(an + bn)x
n =

X
n

(f(an) + f(bn))x
n =

=
X
n

f(an)x
n +
X
n

f(bn)x
n = fx(a) + fx(b);

fx(a � b) = fx(
X
n

nX
k=0

(ak � bn�k)xn) =
X
n

f(

nX
k=0

(ak � bn�k))xn =

=
X
n

(

nX
k=0

f(ak) � f(bn�k))xn =
X
n

f(an)x
n �
X
n

f(bn)x
n = fx(a) � fx(b):

(2) gxfx(
P

n anx
n) =

P
n gf(an)x

n = (gf)x(
P

n anx
n).

(3) Nech» je fx izomor�smus. Jestli¾e f(u) = f(v), pak fx(ux0) = fx(vx
0), a

proto u = v, pro ka¾dé u; v 2 R. Tedy f je prostý. Vezmeme-li b 2 S pak existuje
ax0, pro který fx(ax0) = bx0, tedy f(a) = b a f je na celé S.

Je-li f izomor�smus, pak fx(f�1)x = IdS[x] a (f�1)xfx = IdR[x] podle (2), tedy
(fx)

�1 = (f�1)x a fx je izomor�smus.
(4) fj�(

P
anx

n) =
P
f(an)f(�)

n = jf(�)fx(
P
anx

n). �

Následující tvrzení je klíèové pro konstruování koøenových nadtìles polynomù,
tedy tìles, v nich¾ pro pøedem daný polynom najdeme jeho koøen.

Vìta 5.7. Nech» T (+; �;�; 0; 1) je komutativní tìleso a u =
P

i�0 aix
i 2 T [x].

(1) Faktorový okruh T [x]=uT [x] je komutativní tìleso, právì kdy¾ je u ireduci-
bilní.

(2) Jestli¾e u není invertibilní, zobrazení �(t) = tx0 + uT [x] je prostý homo-
mor�smus tìlesa T do okruhu T [x]=uT [x], .

(3) Je-li u ireducibilní, pak �y(
P

i�0 aiy
i) má koøen v tìlese T [x]=uT [x].

Dùkaz. (1) Minulý semestr jsme dokázali tvrzení, ¾e faktorový okruh R=I je tìleso
právì tehdy, kdy¾ I je maximální ideál, navíc obor polynomù je oborem hlavních
ideálù, proto staèí nahlédnout, ¾e u je ireducibilní, právì kdy¾ je uT [x] maximální
ideál.
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Nech» je u je ireducibilní a J ideál obsahující uT [x]. Podle 3.5 existuje j 2 T [x]
J = jT [x], tedy díky 2.2 j=u. Proto¾e je u ireducibilní, máme buï jku a tudí¾
uT [x] = J nebo 1kj a tudí¾ jT [x] = T [x]. Je-li uT [x] maximální ideál, dostáváme
závìr pøímým pou¾itím 2.2 a de�nice ireducibility.

(2) Uvìdomme si, ¾e zobrazení � dostaneme jako slo¾ení pøirozeného vnoøení i
a pøirozené projekce � : T [x] ! T [x]=uT [x], proto � = �i je opìt homomor�smus.
Jestli¾e koneènì �(a) = �(b), pak u=ax0 � bx0, tedy ax0 � bx0 je nulový polynom
(v opaèném pøípadì by deg u � deg(ax0 � bx0)), a tedy � je prosté.

(3) Staèí ovìøit, ¾e jeX = x+uT [x] koøenem
P

i�0 aiy
i nad okruhem T [x]=uT [x].

Dosadíme-li, dostáváme jX(
P

i�0 aiy
i) =

P
i�0(aix

i + uT [x]) = (
P

i�0 aix
i) +

uT [x] = u+ uT [x] = 0 + uT [x]. �

Pro ka¾dý ireducibilní polynom u oznaème symbolem T [x]u tìleso T [x]=uT [x].
Podle pøedchozí poznámky a 1. vìty o izomor�smu mù¾eme ztoto¾nit tìleso T a
jeho homomorfní obraz �(T ), tedy tìleso T budeme chápat jako podokruh tìlesa
(T [x])u.

Cvièení:

(1) Rozhodnìte, zda polynom x8+x6+x3+x2+x+1 má nad tìlesem Z2 vícenásobné
koøeny.

(2) Pro polynomy pY =
P

i2Y
xi najdìte podmínku pro mno¾inu Y , pro kterou má

pY nad Z2 vícenásobný koøen.
(3) Zkonstruujte nadtìleso tìlesa Z2 v nìm¾ má koøen polynom x3 + x+ 1.

6. Minimální polynomy algebraických prvkù

Nyní se zamìøíme na existující roz¹íøení tìles T � U (napøíklad na roz¹íøení
T � T [x]u zkonstruované ve Vìtì 5.7) a budeme zkoumat vlastnosti mno¾iny
koøenù polynomù s koe�cienty v T , které le¾í v U . Pøedev¹ím si v¹imneme, ¾e
stupeò minimálního polynomu algebraického prvku a stupeò pøíslu¹ného jednodu-
chého roz¹íøení, tedy dimenze nadtìlesa jako vektorového prostoru, splývají.

V následujícím budeme uva¾ovat komutativní tìleso U(+; �;�; 0; 1) a jeho po-
dokruh, který je zároveò tìlesem, tj. T n f0g je podgrupou multiplikativní grupy
U n f0g(�) tìlesa U . V takovém pøípadì budeme mluvit o roz¹íøení tìles T � U , v
nìm¾ se T nazývá podtìleso U a U nadtìleso tìlesa T .

V¹imnìme si, ¾e mno¾ina v¹ech podtìles komutativního tìlesa tvoøí uzávìrový
systém, tj. prùnik libovolného systému podtìles nìjakého tìlesa je opìt podtìleso.
To nám umo¾òuje zavést pro libovolné komutativní tìleso U , jeho podtìleso T a
podmno¾inu S � U následující znaèení:

� T [S] je nejmen¹í podokruh U obsahující mno¾inu T [ S,
� T (S) je nejmen¹í podtìleso U obsahující mno¾inu T [ S.

Jestli¾e �1; : : : ; �n 2 U budeme psát

� T [�1; : : : ; �n] místo T [f�1; : : : ; �ng] a
� T (�1; : : : ; �n) místo T (f�1; : : : ; �ng).

Poznámka 6.1. Je-li T � U roz¹íøení tìles, � 2 U a S � U , pak

T [�] = f
nX
i=0

ai � �ij ai 2 Tg = j�(T [x]); T [�] � T (�) a T [S] � T (S):
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Dùkaz. Zøejmì fp(�)j p 2 T [x]g � T [�], nebo» � 2 T [�] a T � T [�]. Naopak
fp(�)j p 2 T [x]g = j�(T [x]) je podokruh U obsahující � = j�(x) a t = j�(tx

0) pro
v¹echna t 2 T , proto T [�] � fp(�)j p 2 T [x]g. Zbytek plyne okam¾itì z de�nice. �

De�nice. Nech» T � U je roz¹íøení tìles a � 2 U . Øekneme, ¾e � je algebraický pr-
vek nad T , existuje-li nenulový polynom p 2 T [x], jeho¾ je � koøenem, tj. j�(p) = 0.
V opaèném pøípadì mluvíme o transcendentním prvku. Tìleso U nazveme algebraic-
kým roz¹íøením tìlesa T , jsou-li v¹echny prvky � 2 U algebraické nad T . Polynom
p =

P
aix

i je monický, je-li adeg p = 1.

Vìta 6.2. Buï T � U roz¹íøení tìles a � 2 U je algebraický prvek nad T . Pak
existuje právì jeden takový monický polynom m 2 T [x]nf0g, ¾e pro ka¾dé p 2 T [x]n
f0g platí, ¾e j�(p) = 0, právì kdy¾ m=p. Navíc m je ireducibilní, (T [x])m �= T (�) a
T [�] = T (�).

Dùkaz. Vezmìme mno¾inu Ker j� = fp 2 T [x] j j�(p) = 0g = j�1
� (0) v¹ech poly-

nomù, které mají koøen �. Proto¾e je j� homomor�smus podle 4.2, vidíme, ¾e je
Ker j� jako úplný vzor nulové podgrupy podgrupou grupy T [x](+;�; 0). Jestli¾e
p 2 Ker j� a q 2 T [x], máme j�(pq) = 0�j�(q) = 0, tedy p�q 2 Ker j�. Nahlédli jsme,
¾e je Ker j� ideál, tedy podle 3.5 existuje jeho generátor a =

P
anx

n 2 Ker j�.
Proto¾e je prvek � algebraický nad T , obsahuje I = aT [x] nenulový polynom a
proto je nenulový i polynom a 2 Ker j�. Je-li n = deg a, polo¾me m = a�1

n a. Nyní
je m monický, platí Ker j� = mT [x], tedy p(�) = 0 , p 2 I , m=p, a zøejmì je
takový monický polynom urèen jednoznaènì.

Nyní pøedpokládejme, ¾e m = a � b, kde a; b 2 T [x]. Potom podle 4.2 a(�) = 0 a
pak mka nebo b(�) = 0 a pak mkb, tedy m je ireducibilní. Koneènì si v¹imnìme,
¾e díky 1. vìtì o izomor�smu a 6.1(1) je

(T [x])m = T [x]=mT [x] = T [x]=ker j� �= j�(T [x]) = T [�]:

Proto¾e je T [x]=mT [x] podle 5.7 tìleso, je i T [�] tìleso, proto T [�] = T (�). �

De�nice. Buï T � U roz¹íøení tìles. Polynom z pøedchozí vìty nazveme minimál-
ním polynomem algebraického prvku � 2 U , budeme ho znaèitm�. Stupeò roz¹íøení
U nad T de�nujeme jako [U : T ] = dimT U , kde U chápeme jako vektorový prostor
nad tìlesem T .

Pøíklad 6.3. Pro roz¹íøení tìleso reálných èísel tìlesem komplexních èísel R � C

platí, ¾e [C : R] = 2 a R(�) = R[�] = C pro ka¾dé � 2 C n R. Minimálním
polynomem prvku i nad R je polynom x2 +1 a nad tìlesem C je to polynom x� i.

Nejprve uèiòme drobné lineárnì algebraické pozorování.

Poznámka 6.4. Nech» T � U � V jsou do sebe zaøazená roz¹íøení tìles. Potom
[V : T ] = [V : U ][U : T ].

Dùkaz. Je-li (vi) báze prostoru V nad tìlesem U a (ui) báze prostoru U nad tìlesem
T , uká¾eme, ¾e (uivj) je báze prostoru V nad tìlesem T . Vezmeme-li libovolné
a 2 V , pak existuje lineární kombinace a =

P
i divi, kde di 2 U . Proto pro ka¾dé i

existují lineární kombinace di =
P

j cijui, kde cij 2 T . Vidíme, ¾e a =
P

ij cijuivi,
tedy (uivj) generuje V nad T . Podobnì jestli¾e 0 =

P
ij cijuivi =

P
i(
P

j cijui)vi
pro nìjaká cij 2 T , dostáváme z lineární nezávislosti (vi) nad U , ¾e

P
j cijui = 0

a z lineární nezávislosti (ui) nad T plyne, ¾e v¹echna cij jsou nulová. Tím jsme
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ovìøili, ¾e (uivj) je lineárnì nezávislá generující mno¾ina, tedy báze. Proto [V :
T ] = j(uivj)j = j(ui)jj(vj)j = [V : U ][U : T ]. �

Popi¹me algebraická roz¹íøení pomocí pojmu stupeò roz¹íøení, tedy lineárnì al-
gebraickými prostøedky.

Vìta 6.5. Nech» T � U je roz¹íøení tìles a �; �1; : : : ; �k 2 U jsou algebraické
prvky nad tìlesem T . Pak

(1) [T (�) : T ] = degm�,
(2) je-li [U : T ] koneèné, pak je U algebraické roz¹íøení tìlesa T ,
(3) T (�1; : : : ; �n) = T [�1; : : : ; �n] je roz¹íøením koneèného stupnì tedy alge-

braickým roz¹íøením tìlesa T .

Dùkaz. (1) Polo¾me n = degm� a pøipomeòme, ¾e T [�] = T (�) podle Vìty 6.2.
Doká¾eme, ¾e mno¾ina f�ij i = 0; 1; : : : ; n�1g je bází T [�] nad tìlesem T . Vezmìme
prvek t 2 T [�], o nìm¾ z 6.1 víme, ¾e je tvaru t = p(�) pro vhodný polynom
p 2 T [x]. Vydìlíme-li nyní se zbytkem polynom p polynomem m�, dostaneme (3.4)
p = qm� + r pro q; r 2 T [x] a deg r < n. Nyní vidíme, ¾e t = p(�) = q(�)m�(�) +
r(�) = r(�), proto¾e je � koøenem m�, tedy t = r(�) =

P
i<n ri�

i je T -lineární
kombinací prvkù f�ij i = 0; 1; : : : ; n � 1g. Je-li nyní Pi<n ci�

i = 0, kde ci 2 T ,
je � koøenem polynomu c =

P
i<n cix

i = 0 stupnì men¹ího ne¾ n. Proto¾e podle
6.2 m�=c, dostáváme, ¾e c = 0, tudí¾ f�ij i = 0; 1; : : : ; n� 1g je lineárnì nezávislá
mno¾ina.

(2) Vezmìme libovolné � 2 U . Potom je T (�) podprostor koneènì generova-
ného vektorového prostoru U nad tìlesem T , tedy [T (�) : T ] je koneèné. Proto
je mno¾ina f�ij i � 0g lineárnì závislá, tudí¾ existuje netriviální lineární kombi-
nace

P
i�n di�

i = 0, tedy � je koøenem nenulového polynomu
P

i�n dix
i. Tím jsme

dokázali, ¾e je � algebraický prvek nad T .
(3) Tvrzení doká¾eme indukcí podle n, pøièem¾ jsme tvrzení pro n = 1 do-

kázali v 6.2, navíc [T (�) : T ] je koneèné podle (1). Pøedpokládejme, ¾e tvrzení
platí pro n� 1. Nyní T [�1; : : : ; �n] = T [�1; : : : ; �n�1][�n] = T (�1; : : : ; �n�1)[�n] a
T (�1; : : : ; �n�1) je koneèného stupnì nad T podle indukèního pøedpokladu. Proto¾e
je prvek �n algebraický nad tìlesem T (�1; : : : ; �n�1), vidíme díky 6.2, ¾e

T (�1; : : : ; �n�1)[�n] = T (�1; : : : ; �n�1)(�n) = T (�1; : : : ; �n):

Koneènì díky (1), indukènímu pøedpokladu a 6.4 dostáváme

[T (�1; : : : ; �n�1)(�n) : T ] =

= [T (�1; : : : ; �n�1)(�n) : T (�1; : : : ; �n�1)][T (�1; : : : ; �n�1) : T ]:

Proto¾e jsou oba souèinitele vpravo koneèné, je i [T (�1; : : : ; �n�1; �n) : T ] koneèný.
�

Cvièení:

(1) Najdìte minimální polynom prvku 3
p
3�2 nad tìlesem Q a nad tìlesem R a urèete

stupnì roz¹íøení [Q( 3
p
3� 2) : Q] a [R( 3

p
3� 2) : R].

(2) Najdìte minimální polynom prvku
p
2�i nad tìlesem Q a nad tìlesem R a urèete

stupnì roz¹íøení [Q(
p
2� i) : Q] a [R(

p
2� i) : R].
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7. Koøenová a rozkladová nadtìlesa

Cílem této sekce je jednak dùkaz tvrzení o existenci a jednoznaènosti nadtìles,
která obsahují koøeny daného polynomu, a poté konstrukce algebraického uzávìru,
tedy algebraického roz¹íøení, nad ním¾ se v¹echny polynomy rozkládají na koøenové
èinitele.

De�nice. Nech» T � U jsou komutativní tìlesa a p 2 T [x]. Øekneme, ¾e U je koøe-
nové nadtìleso polynomu p, jestli¾e U = T (�) pro nìjaký koøen � 2 U polynomu p
a U nazveme rozkladovým nadtìlesem polynomu p, je-li p = a(x� �1) : : : (x� �n)
pro a 2 T a �1; : : : ; �n 2 U a U = T (f�1; : : : ; �ng).

V¹imnìme si, ¾e podle Vìty 6.5(3) je koøenové i rozkladové nadtìleso roz¹íøením
pùvodního tìlesa koneèného stupnì.

Vìta 7.1. Nech» T (+; �;�; 0; 1) je komutativní tìleso a p 2 T [x], deg p � 1.

(1) existuje koøenové nadtìleso polynomu p,
(2) existuje rozkladové nadtìleso polynomu p.

Dùkaz. (1) Podle 3.3 a 3.5 existuje (jednoznaèný) ireducibilní rozklad polynomu
p, zvolíme-li nìjaký ireducibilní polynom p1, který dìlí p, dostaneme podle 5.7
nadtìleso U = (T [x])p1 , v nìm¾ má polynom p koøen �. Hledaným koøenovým
nadtìlesem je potom tìleso T (�).

(2) Indukcí podle n = deg p doká¾eme, ¾e existuje komutativní nadtìleso V tìlesa
T , nad ním¾ se p rozkládá na koøenové èinitele. Podle (1) existuje nadtìleso U , v
nìm¾ má p koøen � 2 U . Oznaèíme-li � inkluzi T do U , pak p = �x(p) 2 U [x] je
polynom stupnì n a podle 5.2(1) existuje polynom v 2 U [x] stupnì n�1, pro který
u = (x � �) � v. Podle indukèního pøedpokladu existuje nadtìleso V tìlesa U , nad
ním¾ se v a tedy i p rozkládá na koøenové èinitele.

Dokázali jsme, ¾e existují prvky a 2 U a �1; : : : ; �n 2 V , pro nì¾ p = a(x �
�1) : : : (x � �n). Proto¾e je p 2 T [x], máme a 2 T , tedy rozkladovým nadtìlesem
polynomu p je právì tìleso T (f�1; : : : ; �ng). �

Pøíklad 7.2. (1) Tìleso komplexních èísel je koøenovým i rozkladovým nadtìlesem
polynomu x2 + 1 nad R.

(2) Q( 3
p
2) = Q[ 3

p
2] = fx + y 3

p
2 + z 3

p
4j x; y; z 2 Qg je koøenové nadtìleso

polynomu x3� 2 nad Q a [Q( 3
p
2) : Q] = 3, tedy x3� 2 je monický polynom stupnì

3, a proto jde podle 6.5(1) a 6.2 právì o minimální polynom algebraického prvku
3
p
2 nad Q. V¹imnìme si, ¾e zatímco nad Q je polynom x3 � 2 ireducibilní, nad R

máme ireducibilní rozklad x3 � 2 = (x� 3
p
2)(x2 + 3

p
2x+ 3

p
4) a nad C se polynom

rozkládá na koøenové èinitele. Odtud vidíme, ¾e Q( 3
p
2) není rozkladové nadtìleso

polynomu x3 � 2.
(3) Nech» k 2 Z a

p
k 2 C n Q. Pak Q(pk) 6= Q a �pk jsou koøeny polynomu

x2 � k. Proto je mp
k = x2 � k díky 6.1 nutnì minimální polynom, [Q(

p
k) : Q] =

degmp
k = 2 podle 6.5(1). Q(

p
k) je tzv. kvadratické roz¹íøení tìlesa Q a Q(

p
k) je

koøenové i rozkladové nadtìleso polynomu x2 � k.
(4) Prvek 5

p
3 je koøenem polynomu x5 � 3 2 Q[x] a prvek 7

p
11 koøenem poly-

nomu x7 � 11 2 Q[x], tedy oba jsou algebraické nad Q. Podle Poznámky 6.5(4) je
Q( 5
p
3; 7
p
11) = Q[ 5

p
3; 7
p
11] algebraické roz¹íøení. Z toho plyne, ¾e napøíklad pro pr-

vek � = 5 5
p
3+2 7

p
11� 5

p
27 7
p
11�3 existuje polynom p 2 Q[x], jeho¾ je � koøenem.
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V¹imnìme si, ¾e Q[ 5
p
3; 7
p
11] je koøenové (ale nikoli rozkladové) nadtìleso polynomu

x5 � 3 nad tìlesem Q[ 7
p
11].

Poznámka 7.3. Buï T1 � U1 a T2 � U2 roz¹íøení tìles , buï f : T1 ! T2
izomor�smus a nech» � 2 U1 je algebraický prvek nad T1 a � 2 U2 je algebraický
prvek nad T2. Pak existuje takový izomor�smus g : T1(�) ! T2(�), ¾e g(�) = � a
g(t) = f(t) pro v¹echna t 2 T1, právì kdy¾ fx(m�) = m�.

Dùkaz. ()) Poznamenejme, ¾e fx je podle Poznámky 5.6(3) izomor�smus okruhù
T1[x] a T2[x], proto je fx(m�) ireducibilní. Dále podle Poznámky 5.6(4) platí, ¾e

jg(�)fx(m�) = jg(�)gx(m�) = g(j�(m�)) = g(0) = 0;

tedy � = g(�) je koøenem polynomu fx(m�) 2 T2[x] � U2[x]. Podle Vìty 6.2
m�=fx(m�). Proto¾e je fx(m�) ireducibilní a monický, dostáváme m� = fx(m�).

(() Staèí si uvìdomit, ¾e Vìta 6.2 zaruèuje existenci izomor�smù

i� : T1[x]=(m�T1[x])! T1(�); i� : T2[x]=(m�T2[x])! T2(�)

a ¾e izomor�smus fx indukuje podle pøedpokladu izomor�smus faktorových okruhù
fx : T1[x]=(m�T1[x]) ! T2[x]=(m�T2[x]), kde fx(p +m�T1[x]) = fx(p) +m�T2[x].
Slo¾íme-li izomor�smy dostáváme

T1(�) �= (T1[x])m�
�= (T2[x])m�

�= T2(�);

tedy máme izomor�smus g = i�fxi
�1
� . Nyní zbývá spoèítat

g(t) = i�fxi
�1
� (t) = i�fx(tx

0 +m�T1[x]) = i�(f(t)x
0 +m�T2[x]) = f(t)

pro ka¾dé t 2 T1 a podobnì

g(�) = i�fxi
�1
� (�) = i�fx(x

1 +m�T1[x]) = i�(x
1 +m�T2[x]) = �:

�

Nech» T � U je roz¹íøení komutativních tìles. Zobrazení � : U ! U se nazývá
T -izomor�smus, je-li to takový izomor�smus tìles, ¾e �(t) = t pro ka¾dé t 2 T .
Dùsledek 7.4. Je-li m 2 T [x] ireducibilní polynom nad komutativním tìlesem T ,
existuje existuje a¾ na T -izomor�smus právì jedno koøenové nadtìleso polynomu
m.

Dùkaz. Je-li T (�) rozkladové nadtìleso polynomu m nad T , kde je � koøen m,
staèí si uvìdomit, ¾e m=m�T , a proto mkm�T . Tedy je T (�) rozkladové nadtìleso
polynomu m�T . Uvá¾íme-li nyní jiné rozkladové nadtìleso T (�) polynomu m�T pro
koøen �, dává nám po¾adovaný T -izomor�smus Poznámka 7.3 pou¾itá na f = idT .
Jednoznaènost plyne okam¾itì z 7.5. �

Vìta 7.5. Nech» T1 a T2 jsou komutativní tìlesa, f : T1 ! T2 je izomor�smus a
nech» U1 je rozkladové nadtìleso polynomu p 2 T1[x] a U2 je rozkladové nadtìleso
polynomu fx(p) 2 T2[x]. Oznaème �1; : : : ; �n v¹echny koøeny polynomu p v U1 a
�1; : : : ; �m v¹echny koøeny polynomu fx(p) v U2. Potom n = m a existuje permutace
� a izomor�smus g : U1 ! U2 tak, ¾e g(�i) = ��(i) pro i = 1; : : : ; n a g(t) = f(t)
pro v¹echna t 2 T1.
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Dùkaz. Znovu si v¹imnìme, ¾e fx je izomor�smus okruhù T1[x] a T2[x]. Tvrzení
doká¾eme indukcí podle stupnì k = deg p = deg fx(p). Proto¾e je rozkladové nad-
tìleso polynomu stupnì 1 nad tìlesem T1 (T2) rovno T1 (T2) staèí pro k = 1 polo¾it
g = f .

Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro ka¾dou dvojici tìles T1 a T2 a ka¾dý po-
lynom stupnì k � 1 nad tìlesem T1 a mìjme polynom p 2 T1[x] � U1[x] stupnì
k. Proto¾e �n 2 U1 je koøenem p, minimální polynom m�n dìlí p podle 6.2, a
proto fx(m�n) dìlí fx(p). Poznamenejme, ¾e degm�n = deg fx(m�n) > 0 a ¾e
rozklad na ireducibilní prvky je podle 3.5 a 3.3 v okruhu U2[x] jednoznaèný a¾ na
asociovanost, proto existuje (ireducibilní polynom) x� �i, který dìlí fx(m�n), bez
újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e i = n. Pou¾ijeme-li opìt Vìtu 6.2,
vidíme, ¾e je polynom fx(m�n) ireducibilní (nad T2) a monický, �m je jeho koøen
(nad U2), a proto fx(m�n) = m�m . Nyní podle 7.3 existuje izomor�smus tìles
h : T1(�n) ! T2(�m), pro nìj¾ platí, ¾e h(�n) = �m a h(t) = f(t) pro v¹echna
t 2 T1. Zároveò mù¾eme v okruhu T1(�n)[x] vydìlit polynom p polynomem x��n,
tedy najdeme polynom q 2 T1(�n)[x] stupnì k�1, pro který p = (x��n)q, a tudí¾
fx(p) = fx(x � �n)fx(q) = (x � �m)fx(q). Vyu¾ijeme-li nyní indukèního pøedpo-
kladu pro tìlesa T1(�n) a T2(�m), jejich izomor�smus h a polynom q, dostáváme, ¾e
n� 1 = m� 1, existuje permutace �0 na Sn�1 a takový izomor�smus g : U1 ! U2,
¾e g(�i) = ��(i) pro i = 1; : : : ; n� 1 a g(s) = h(s) pro v¹echna s 2 T1(�n). Zøejmì
tedy n = m, g(t) = h(t) = f(t) pro v¹echna s 2 T1 a g(�n) = �m. �

Pou¾ijeme-li 7.5 pro f = Id dostáváme

Dùsledek 7.6. Je-li T je komutativní tìleso a m 2 T [x], pak existuje a¾ na T -
izomor�smus právì jedno rozkladové nadtìleso polynomu m.

De�nice. Øekneme, ¾e je komutativní tìleso U algebraicky uzavøené, jestli¾e se
ka¾dý nenulový polynom p 2 U [x] rozkládá nad U na koøenové èinitele. Komutativní
tìleso U je algebraickým uzávìrem tìlesa T , je-li U algebraicky uzavøené tìleso,
T � U , a ¾ádné podtìleso V tìlesa U , které obsahuje podtìleso T není algebraicky
uzavøené.

Následující tvrzení pøedstavuje þnekoneènou verzi"Dùsledku 7.6 a vyslovíme jen
pro informaci, nebo» ke svému dùkazu mno¾inovì vy¾aduje teoretický pøedpoklad.
Naznaèíme dùkaz pomocí principu trans�nitní indukce, co¾ je jedna z ekvivalentních
variant formulace takzvaného axiomu výbìru (AC):

Vìta 7.7. Nech» T je komutativní tìleso. Pak existuje jeho algebraický uzávìr U .

Dùkaz. Mìjme � nìjaké ordinální èíslo (nebo indexujme pøirozenými èísly). Nejprve
si uvìdomíme, ¾e sjednocení øetìzce tìles

S
�<� U�, kde U� je podtìleso U� pro

ka¾dé � < �, má pøirozenì dánu strukturu okruhu (operace jen stále roz¹iøujeme) a
je dokonce tìlesem (inverzní prvek k prvku t 2 U� najdeme u¾ v U�). Zkonstruujeme
posloupnost do sebe zaøazených tìles Ti � Ti+1, polo¾me T1 = T .

Ka¾dé z tìles Ti pro i > 1 pøitom vytvoøíme pomocí trans�nitní indukce. Opatøe-
me nejprve indexy � < �i v¹echny polynomy nad Ti stupnì nejvý¹e i + 1, t.j.
fp�j � < �ig = fp 2 Ti[x]j deg p � i+ 1g. Polo¾íme Ti0 = Ti. Máme-li de�nováno
tìleso Ti� vezmeme jako tìleso Ti�+1 právì rozkladové nadtìleso polynomu p� 2
Ti[x] � Ti�[x] nad tìlesem Ti�. Je-li � limitní ordinál polo¾íme Ti� =

S
�<� Ti�.

Koneènì de�nujme Ti+1 =
S
�<�i

Ti�.
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Nyní staèí polo¾it U =
S
i2N Ti. Uká¾eme, ¾e U je algebraicky uzavøené. Je-

li p 2 U [x], pak existuje takové i, ¾e jsou v¹echny koe�cienty p v Ti (p má jen
koneènì mnoho rùzných koe�cientù) a navíc deg p � i+1. To ov¹em znamená, ¾e se p
rozkládá nad Ti+1 � U na koøenové èinitele. Koneènì poznamenejme, ¾e algebraicky
uzavøená podtìlesa U tvoøí uzávìrový systém, proto je prùnik v¹ech algebraicky
uzavøených podtìles U obsahujících T hledaným algebraickým uzávìrem. �

Podobnými prostøedky jako u rozkladových nadtìles v Dùsledku 7.6 se dá za
pou¾ití axiomu výbìru dokázat, ¾e je algebraický uzávìr komutativního tìleso urèen
a¾ na izomor�smus jednoznaènì.

Je známým faktem, ¾e tìleso komplexních èísel je algebraickým uzávìrem tìlesa
reálných èísel.

V¹imnìme si také, ¾e R není algebraickým roz¹íøením tìlesa Q, proto¾e polynomù
Q[x] je pouze spoèetnì mnoho a ka¾dý má pouze koneènì mnoho koøenù, tedy
v¹ech reálných koøenù Q[x] je opìt pouze spoèetnì. Ov¹em mno¾ina R spoèetná
není. Algebraický uzávìr tìlesa racionálních èísel proto najdeme jako maximální
algebraické roz¹íøení Q v algebraicky uzavøeném tìlese C, co¾ je podle pøedchozí
úvahy nutnì spoèetná mno¾ina.

Cvièení:

(1) Sestrojte koøenové a rozkladové nadtìleso polynomu x3 + x2 + 2 nad tìlesem Z3.
(2) Zkonstruujte koøenové nadtìleso polynomu x3 + 3 nad tìlesem Q. Jedná se roz-

kladové nadtìleso daného polynomu?

8. Základy Galoisovy teorie

Cílem této kapitoly je úvod do klasické Galoisovy teorie, která popisuje vlast-
nosti roz¹íøení pomocí takzvaných Galoisových grup. V následující kapitole posléze
pomocí pøekladu vlastností rozkladových nadtìles polynomù do pøíslu¹né Galoi-
sovy grupy doká¾eme, ¾e pro polynomy stupnì vìt¹ího ne¾ ètyøi nemusí existovat
¾ádný zpùsob jak pomocí obvyklých operací v tìlese a odmocòování vyjádøit koøeny
polynomu.

Nejprve de�nujme centrální pojem této kapitoly.

De�nice. Nech» T � U je roz¹íøení komutativních tìles. Grupu Gal(U=T ) v¹ech
T -izomor�smù U ! U budeme nazývat Galoisovou grupou.

Poznámka 8.1. Nech» T � U je roz¹íøení komutativních tìles, f 2 T [x], � 2
Gal(U=T ) a A = f� 2 U jf(�) = 0g.

(1) �jA je permutace na mno¾inì A,
(2) jestli¾e S � U je rozkladové nadtìleso polynomu f nad tìlesem T , pak

�(S) = S.

Dùkaz. (1) Staèí si v¹imnout, ¾e pro ka¾dé � 2 A máme 0 = �(0) = �(f(�)) =
f(�(�)), tedy �(�) 2 A. Proto¾e je � prosté zobrazení a A je koneèná mno¾ina,
tvoøí �jA permutaci na mno¾inì A.

(2) Jsou-li �1; : : : ; �n právì v¹echny koøeny f v rozkladovém nadtìlese U pak
podle (1) platí, ¾e

�(S) = �(T (�1; : : : ; �n)) = T (�(�1); : : : ; �(�n)) = T (�1; : : : ; �n) = S:

�
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Dùsledek 8.2. Pro ka¾dé rozkladové nadtìleso U polynomu f 2 T [X] nad tìle-
sem T existuje prostý grupový homomor�smus grupy Gal(U=T ) do grupy permutací
v¹ech rùzných koøenù polynomu f , a tudí¾ i do grupy permutací Sdeg f .

Pøíklad 8.3. (1) Proto¾e je tìleso komplexních èísel C rozkladovým nadtìlesem
polynomu x2 + 1 nad R a tento polynomu má právì dva koøeny i a �i, existuje
nejvíce tolik homomor�smù Galoisovy grupy Gal(C=R), kolik existuje permutací na
mno¾inì fi;�ig. Pøitom snadno ovìøíme, ¾e zobrazení id dané id(a + bi) = a � bi
pro a; b 2 R, je R-homomor�smus, proto Gal(C=R) = fid; idg �= Z2.

(2) Podobnì je Q(
p
2) rozkladovým nadtìlesem polynomu x2� 2 nad Q, a proto

Gal(Q(
p
2=Q) = fid; 'g �= Z2, kde Q-izomor�smus '(a + b

p
2) = a � b

p
2 pro

a; b 2 Q.
(3) Gal(Q( 3

p
2)=Q) = fidg, nebo» polynom x3 � 2, jeho¾ je 3

p
2 koøenem, má v

tìlese Q( 3
p
2) pouze tento koøen, zbylé dva jdou komplexní.

De�nice. Roz¹íøení T � U se nazývá Galoisovo je-li U rozkladové nadtìleso nìja-
kého polynomu z T [x], který v U nemá ¾ádné vícenásobné koøeny.

Poznámka 8.4. Rozkladové nadtìleso libovolného polynomu nad tìlesem charak-
teristiky 0 je v¾dy Galoisovo.

Dùkaz. Buï U rozkladové nadtìleso polynomu f 2 T [x] nad tìlesem T . Potom
existuje ireducibilní rozklad polynomu f = a

Q
im

�i
i v eukleidovském oboru T [x],

kde a 2 T , �i 2 N, mi 2 T [x] jsou monické polynomy a mi 6= mj pro i 6= j. Z
ireducibility plyne, ¾e pro i 6= j nemají polynomy mi a mj v U ¾ádný spoleèný
koøen, nebo» jde o minimální polynomy nad T ka¾dého jejich koøenu, a navíc ¾ádný
z polynomù mi nemá vícenásobný koøen, proto¾e degm0

i = degmi � 1 � 0 a tudí¾
m0
i a mi jsou nesoudìlné. To znamená, ¾e polynom g =

Q
imi, který má stejné

koøeny jako f , nemá ¾ádný vícenásobný koøen. Proto¾e je U zøejmì rozkladové
nadtìleso polynomu g, jedná se o Galoisovo roz¹íøení tìlesa T . �

Nadále nás budou zajímat pøedev¹ím Galoisovy grupy Galoisových roz¹íøení.
Nejprve si v¹imnìme, ¾e pro hledání rozkladových nadtìles ireducibilních polynomù
nám mohou poslou¾it rozkladová nadtìlesa jiných polynomù.

Poznámka 8.5. Nech» T � U je Galoisovo roz¹íøení komutativních tìles a m 2
T [x] ireducibilní polynom.

(1) Pro ka¾dé dva koøeny �; � 2 U polynomu m existuje takový homomor�smus
f 2 Gal(U=T ), ¾e f(�) = f(�).

(2) Jestli¾e v U le¾í nìjaký koøen m, pak se m rozkládá nad U na koøenové
èinitele.

Dùkaz. (1) Mù¾eme pøedpokládat, ¾e je m monický a tudí¾ se jedná právì o mi-
nimální polynom obou svých koøenù � i � nad tìlesem T . Tedy podle 6.2 existuje
takový T -izomor�smus ' : T (�)! T (�), ¾e '(�) = �. Nyní zbývá, abychom pou¾ili
Vìtu 7.5 pro T1 = T (�), T2 = T (�) a U1 = U2 = U .

(2) Nech» je U rozkladové nadtìleso polynomu f 2 T [x] nad tìlesem T a oznaème
V rozkladové nadtìleso polynomu fm nad tìlesem T . Zøejmì T � U � V . Nech»
�; � 2 V jsou dva koøeny polynomu m, z nich¾ první le¾í v U . Uká¾eme, ¾e � 2 U .
Stejnì jako v (1) dostaneme T -izomor�smus ' : T (�)! T (�), který lze díky Vìtì
7.5 roz¹íøit na T -izomor�smus ~' 2 Gal(U=T ), pro který ~'(�) = �. Ov¹em podle
8.1(2) máme ~'(U) = U a tudí¾ � = ~'(�) 2 U . �
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Poznamenejme, ¾e pøedchozí tvrzení slou¾í jako u¾iteèný nástroj pøi výpoètu
Galoisových grup.

Nyní vyslovíme èást tak zvané Hlavní vìty Galoisovy teorie (její dal¹í èásti, které
popisují jednoznaènou korespondenci mezi Galoisovými roz¹íøeními a normálními
podgrupami Galoisovy grupy, nebudeme v následujícím potøebovat).

Vìta 8.6. Jsou-li T � U a U � V Galoisova roz¹íøení komutativních tìles, pak
Gal(V=U) je normální podgrupa grupy Gal(V=T ) a platí, ¾e Gal(V=T )=Gal(V=U)
je izomorfní Gal(U=T ).

Dùkaz. De�nujme zobrazení � : Gal(V=T ) ! Gal(U=T ) pøedpisem �(�) = �jU .
Potom podle 8.1(2) jde o korektnì de�nované zobrazení, je¾ je podle Vìty 7.5 na.
Snadno nahlédneme, ¾e se jedná o grupový homomor�smus jeho¾ jádro je právì
mno¾ina Gal(V=U). Nyní u¾ závìr pøímoèaøe plyne z 1. vìty o izomor�smu pro
grupy. �

Pøíklad 8.7. Oznaème U = Q( 3
p
2; e

2�i
3 ). Není tì¾ké nahlédnout, ¾e je U právì

rozkladové nadtìleso polynomu x3 � 2 nad Q, které má právì tøi rùzné komplexní
koøeny. To znamená, ¾e je Gal(U=Q) izomorfní nìjaké podgrupì grupy permutací
S3. Zøejmì fid; idg � Gal(U=Q). Uvìdomíme-li si, ¾e x3 � 2 je v Q[x] ireducibilní,
a proto podle 8.5(1) existují homomor�smy '1; '2 2 Gal(U=Q), pro nì¾ 'j(

3
p
2) =

3
p
2e

2�j

3 , na¹li jsme ètyøi rùzné prvky Gal(U=Q) a tudí¾ je podle Lagrangeovy vìty
Gal(U=Q) �= S3.

Cvièení:

(1) Spoèítejte Gal(Q(1 + i)=Q).

(2) Spoèítejte Gal(Q(
p
2;
p
3)=Q).

9. Abelova-Ruffiniho vìta

Nyní se podíváme na nejznámìj¹í dùsledek klasické Galoisovy teorie, jím¾ je
Abelova-Ru�niho vìta o neexistenci vzorce pro výpoèet koøenù obecného polynomu
stupnì pìt. Nejprve ov¹em formalizujeme vlastnost polynomu, ¾e jeho koøeny nelze
vyjádøit pomocí koe�cientù a operací v tìlese spolu s odmocninami a poté vyslovíme
verzi Abelovy-Ru�niho vìty, která øíká, ¾e pro ka¾dé pøirozené n � 5 existují
polynomy stupnì n s racionálními koe�cienty pro nì¾ neexistuje vzorec na výpoèet
koøenù.

O grupì G(�) øekneme, ¾e je
- metabelovská, pokud obsahuje takovou normální podgrupu N , ¾e obì grupy

G=N(�) i N(�) jsou komutativní,
- øe¹itelná, jestli¾e existuje taková posloupnost normálních podgrup f1g = N0 �

N1 � � � � � Nk = G grupy G(�), ¾e je faktorová grupa Ni=Ni�1(�) komutativní pro
v¹echna i = 1; : : : ; k.

Pøíklad 9.1. (1) Ka¾dá komutativní grupa je metabelovská a ka¾dá metabelovská
grupa je øe¹itelná.

(2) Permutaèní grupa S3(�) je metabelovská (a tedy øe¹itelná), proto¾e její pod-
grupa sudých permutací A3 je normální podgrupou a obì grupy S3=A3

�= Z2 a
A3

�= Z3 jsou cyklické a tudí¾ komutativní.
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Permutaèní grupa S4(�) je øe¹itelná, díky posloupnosti normálních podgrup

f1g � fid; (12)(34); (13)(24); (14)(23)g � A4 � S4:

(3) Grupa S5(�) (stejnì jako v¹echny ostatní grupy Sn(�) pro n � 5) obsahuje
pouze tøi normální podgrupy f1g; A5 a S5, jak lze ukázat elementárními prostøedky.
A proto¾e A5(�) zøejmì není komutativní grupa, nemù¾e být S5(�) øe¹itelná.

Dùkaz následujících základních faktù z pokroèilej¹í teorie grup z èasových dù-
vodù vynecháme (Poznamenejme, ¾e jejich dùkaz není pøíli¹ tì¾ký a jsou k nalezení
v témìø ka¾dé uèebnici teorie grup).

Poznámka 9.2. Je-li G(�) grupa a f1g = N0 � N1 � � � � � Nk = G posloupnost
jejích normálních podgrup, pak je G(�) øe¹itelná, právì kdy¾ jsou grupy Ni=Ni�1(�)
øe¹itelné pro v¹echna i = 1; : : : ; k.

Poznámka 9.3 (Cauchy). Je-li G(�) koneèná grupa, její¾ øád dìlí prvoèíslo p, pak
existuje prvek g 2 G øádu p tj. jhgij = p.

Je-li p prvoèíslo, pak jsou v permutaèní grupì Sp prvky øádu p právì p-cykly.
Nyní vyslovíme dvì technická pozorování o Galoisových grupách spolu s ilustra-

èním pøíkladem:

Poznámka 9.4. Nech» T je tìleso charakteristiky 0, a a 2 T a U buï rozkladové
nadtìleso polynomu xn � a nad T . Pak Gal(U=T ) je metabelovská a pro a = 1
dokonce komutativní.

Dùkaz. Nejprve uva¾ujme rozkladové nadtìleso U polynomu xn� 1 nad tìlesem T .
Nad tìlesem charakteristiky 0 tvoøí mno¾ina v¹ech koøenù polynomu xn � 1 grupu
øádu n, která je podle Vìty 5.4 cyklická. Oznaème � nìjaký její generátor. Potom
je ka¾dý homomor�smus ' 2 Gal(U=T ) jednoznaènì urèen hodnotou '(�) a navíc
'(�) 2 h�i, tedy existuje takové k 2 Zn, ¾e '(�) = �k. Vezmeme-li nyní pro
'; 2 Gal(U=T ) èísla k; l 2 Zn, pro nì¾ '(�) = �k a  (�) = �l a jejich¾ existenci
jsme právì dokázali, pak

' (�) = '(�l) = �kl =  (�k) =  '(�);

a proto ' =  ', tedy Gal(U=T ) je komutativní grupa.
Nyní uva¾ujme rozkladové nadtìleso U polynomu xn�a nad tìlesem T a oznaème

� nìjaký koøen polynomu xn � a. Vidíme, ¾e ��k, k 2 Zn, jsou pro generátor �
cyklické grupy h�i v¹ech koøenù polynomu xn � 1 právì v¹echny koøeny polynomu
xn � a. Polo¾me U = T (�) a V = U(�) = T (�; �). Pak T � U a U � V jsou
Galoisova roz¹íøení a z Vìty 8.6 dostáváme izomor�smus Gal(V=T )=Gal(V=U) �=
Gal(U=T ). U¾ jsme dokázali, ¾e je Gal(U=T ) komutativní, zbývá dokázat, ¾e je
komutativní i grupa Gal(V=U). Tentokrát vidíme, ¾e je ka¾dý homomor�smus ' 2
Gal(V=U) jednoznaènì urèen hodnotou '(�) a navíc '(�) je opìt koøen polynomu
xn � a, tedy existuje èíslo k 2 Zn, ¾e '(�) = ��k. Vezmeme-li si tedy '; 2
Gal(V=U) dostaneme èísla k; l 2 Zn, pro nì¾ je '(�) = ��k a  (�) = ��l a platí

' (�) = '(��l) = ��k+l =  (��k) =  '(�);

a proto ' =  ' a grupa Gal(V=U) je obdobnì jako grupa Gal(U=T ) komutativní.
�

Pøíklad 9.5. Nech» p je prvoèíslo. Proto¾e jsou v¹echny koøeny polynomu xp � 1

mocniny koøenu e
2�i
p , je Q(e

2�i
p ) rozkladové nadtìleso polynomu xp � 1 nad Q.
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Ka¾dý Q-izomor�smus z Galoisovy grupy Gal(Q(e
2�i
p )=Q) je tedy urèen obrazem

koøenu e
2�i
p na ostatní koøeny e

2�ik
p , tedy z úvah pøedchozího dùkazu vidíme, ¾e

je Gal(Q(e
2�i
p )=Q) izomorfní podgrupì grupy Z�p(�), co¾ je cyklická grupa øádu

p� 1, tedy i Gal(Q(e
2�i
p )=Q) je cyklická. Kdybychom dokázali, ¾e je cyklotomický

polynom xp�1
x�1 =

Pp�1
i=0 x

i ireducibilní nad Q (co¾ opravdu platí, ale dùkaz zde
uvádìt nebudeme), pak bychom díky 8.5(1) dostali dokonce grupový izomor�smus

Gal(Q(e
2�i
p )=Q) �= Zp�1.

Poznámka 9.6. Je-li T tìleso charakteristiky 0, T � U Galoisovo roz¹íøení a V
rozkladové nadtìleso polynomu xn � a 2 U [x] nad tìlesem U . Pak existuje takové
roz¹íøení V �W , ¾e T �W je Galoisovo roz¹íøení a Gal(W=U) je øe¹itelná grupa.

Dùkaz. Vezmìme si nìjaký polynom f 2 T [x], jeho¾ rozkladové nadtìleso je právì
U , oznaème ma 2 T [x] minimální polynom prvku a nad T a polo¾me g := ma(x

n).
Nyní si oznaème W rozkladové nadtìleso polynomu fg nad T . Proto¾e (x� a)=ma

platí, ¾e (xn � a)=g v oboru U [x], tudí¾ se polynom xn � a rozkládá nad tìlesem
W na koøenové èinitele a mù¾eme pøedpokládat, ¾e W obsahuje V jako podtìleso.

Nyní pomocí 9.2 doká¾eme, ¾e je grupa Gal(W=U) øe¹itelná. Døív ne¾ sestro-
jíme posloupnost roz¹íøení, jejich¾ Galoisovy grupy budou tvoøit øe¹itelné normál-
ní podgrupy grupy Gal(W=U), v¹imneme si, ¾e je koøen ireducibilního polynomu
ma 2 T [x] obsa¾en v Galoisovì roz¹íøení U , co¾ podle 8.5 znamená, ¾e se ma

nad U rozkládá na koøenové èinitele. Oznaème tyto koøeny �1; : : : ; �k 2 U , tedy
ma =

Q
i(x� �i) a tudí¾ g =

Q
i(x

n � �i) 2 U [x].
Nyní indukcí de�nujme podtìleso Wi tìlesa W podmínkou, ¾e W0 = U a Wi je

právì rozkladové nadtìleso polynomu xn � �i nad tìlesem Wi�1 pro i = 1; : : : ; k.
Vidíme, ¾e se polynom fg nad tìlesem Wk rozkládá na koøenové èinitele, dále ¾e
roz¹íøení Wi je rozkladové nadtìleso polynomu

Q
j�i(x

n��j) nad U , tedy U �Wi

je Galoisovo roz¹íøení a ¾e podle 9.4 je Gal(Wi=Wi�1) øe¹itelná. Pou¾ijeme-li nyní
opakovanì Vìtu 8.6, dostáváme, ¾e v¹echny grupy v øetìzci

Gal(W=Wk) � Gal(W=Wk�1) � � � � � Gal(W=W1) � Gal(W=W0) = Gal(W=U)

jsou normální pogrupy grupy Gal(W=U) a dále, ¾e

Gal(Wi=Wi�1) �= Gal(W=Wi�1)=Gal(W=Wi):

To podle 9.2 u¾ nutnì znamená, ¾e je grupa Gal(W=U) øe¹itelná. �

Øekneme, ¾e polynom f 2 T [x] je øe¹itelný v radikálech nad tìlesem T , jestli¾e
existuje posloupnost roz¹íøení T = U0 � U1 � � � � � Un, pro ní¾ je Ui+1 rozkladové
nadtìleso nìjakého polynomu xni � ai pro ai 2 Ui nad tìlesem Ui pro v¹echna
i = 0; : : : ; n� 1, a rozkladové nadtìleso polynomu f le¾í v Un.

Poznamenejme, ¾e je známým faktem, ¾e v¹echny komplexní polynomy stupnì
nejvý¹e ètyøi jsou øe¹itelné v radikálech nad podtìlesem generovaným jeho koe�ci-
enty (a pøíslu¹né vzorce známe nebo mù¾eme najít v tabulkách).

Vìta 9.7. Je-li T tìleso charakteristiky 0 a V rozkladové nadtìleso polynomu f 2
T [x] nad T , pak jGal(V=T )j = [V : T ] a je-li polynom f øe¹itelný v radikálech nad
T , pak je grupa Gal(V=T ) øe¹itelná.

Dùkaz. Nejprve si v¹imnìme, ¾e T � V je podle 6.5(4) roz¹íøení koneèného stupnì.
Dále doká¾eme, ¾e existuje prvek 
 2 V , pro který T (
) = V .



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 27

Budeme ke sporu pøedpokládat, takový prvek neexistuje a zvolme si prvek � pro
který je [T (�) : T ] maximální mo¾ný. Proto¾e T (�) 6= V mù¾eme vzít � 2 V nT (�)
a oznaème m� a m� minimální polynomy prvkù � a � nad T . Podle 8.5(2) se oba
polynomy m� i m� rozkládají nad V na koøenové èinitele, oznaème �1; : : : ; �a 2 V
v¹echny koøeny m� a �1; : : : ; �b 2 V v¹echny koøeny m� . Proto¾e existuje pro
ka¾dou ètveøici i; j; k; l, pro ní¾ (i; j) 6= (k; l) nejvý¹e jedno øe¹ení lineární rovnice
�i+x�j = �k+x�l a proto¾e je tìleso charakteristiky 0 nekoneèné, existuje takové
t 2 T , ¾e �i + t�j 6= �k + t�l pro (i; j) 6= (k; l). Zvolme jedno takové t a polo¾me

 := �+t� a p := m�(
�tx). Potom p(�) = 0 a p(�i) 6= 0 pro �i 6= �. Nyní vezmìme
monický nejvìt¹í spoleèný dìlitel polynomù p a m� v oboru T (
)[x], oznaème ho
q. Potom nutnì x � � = q 2 T (
)[x], proto � 2 T (
), a tudí¾ i � 2 T (
). Tedy
T (�; �) � T (
), a proto

[T (
) : T ] � [T (�; �) : T ] > [T (�) : T ];

co¾ je spor s volbou prvku �.
Vezmìme tedy takové 
 2 V , ¾e T (
) = V , a jeho minimální polynom m
 nad T .

Podle 8.5(2) se m
 rozkládá ve T na koøenové èinitele a podle 8.4 m
 nemá ¾ádné
vícenásobné koøeny. Zøejmì je ka¾dý T -homomor�smus z Gal(V=T ) urèen obrazem
prvku 
, ten se pøitom musí zobrazit opìt na koøen polynomu m
 . Koneènì podle
8.5(2) obraz prvku 
 na ka¾dý koøen m
 lze roz¹íøit T -homomor�smus z Gal(V=T ),
co¾ znamená, ¾e

jGal(V=T )j = degm
 = [T (
) : T ] = [V : T ]:

Nyní pøedpokládejme, ¾e je f øe¹itelný v radikálech nad T , a vezmìme pøíslu¹nou
posloupnost roz¹íøení T = U0 � U1 � � � � � Un, pro ní¾ je Ui+1 rozkladové nadtìleso
nìjakého polynomu xni � ai nad tìlesem Ui pro ai 2 Ui, kde pro i = 1; : : : ; n, pro
ní¾ máme V � Un.

Zkonstruujeme nyní pomocí pøedchozí poznámky dvì posloupnosti roz¹íøení

T = V0 � V1 � � � � � Vn�1 � Vn;

T =W0 �W1 � � � � �Wn�1 � Vn

tak, aby platilo, ¾e Ui � Vi � Wi, T � Wi bylo Galoisovo roz¹íøení a grupa
Gal(Wi=Wi�1) byla øe¹itelná. K tomu ov¹em staèí vzít V0 =W0 := U0 = T , a dále
Vi jako rozkladové nadtìleso polynomu xni � ai nad tìlesem Wi�1 a koneènì Wi

jako tìleso, jeho¾ existenci (a potøebné vlastnosti) nám zaruèuje Poznámka 9.6.
Nyní zbývá podobnì jako v pøedchozí poznámce vyu¾ít Vìtu 8.6 a Poznámku

9.2, podle nich¾ jsou v¹echny normální podgrupy Gal(Wn=Wi) grupy Gal(Wn=T )
øe¹itelné, a proto je øe¹itelná i grupa Gal(Wn=T ).

KoneènìGal(V=T ) �= Gal(Wn=T )=Gal(Wn=V ) je podle 9.2 rovnì¾ øe¹itelná, èím¾
jsme dokonèili dùkaz. �

Pro úplnost poznamenejme, ¾e lze dokázat i obrácenou implikaci pøedchozí vìty.
Platnost následujícího tvrzení jsme nahlédli pro n = 2 a 3 v Pøíkladech 8.3 a 8.7:

Poznámka 9.8. Buï p prvoèíslo a f 2 Q[x] ireducibilní polynom stupnì p, který
má p� 2 reálných a 2 imaginární koøeny. Je-li U rozkladové nadtìleso polynomu f
nad Q, pak Gal(U=Q) �= Sp.
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Dùkaz. Nejprve si v¹imnìme, ¾e Q-izomor�smus id 2 Gal(U=Q) je právì transpo-
zice dvou komplexních koøenù. Dále podle 9.7 a 6.4 platí pro ka¾dý prvek � 2 U

jGal(U=Q)j = jU : Q(�)j � jQ(�) : Qj:
Vezmeme-li � 2 U jako koøen polynomu f , pak podle 6.5(3) jQ(�) : Qj = deg f = p,
a proto p=jGal(U=Q)j. To ov¹em podle 9.3 znamená, ¾e existuje prvek Galoisovy
grupy Gal(U=Q) øádu p. Uvìdomíme-li si, ¾e díky 8.2 je Gal(U=Q) je izomorfní
podgrupì symetrické grupy Sp a ¾e libovolná transpozice a libovolný prvek øádu p,
tedy právì p-cyklus u¾ celou grupu Sp generují, dostáváme závìr, ¾e Gal(U=Q) �=
Sp. �

Pøíklad 9.9. Mìjme polynom f = x5 � 4x+ 2 2 Q[x]. Snadno spoèítáme, ¾e jeho

první derivace f 0 = 5x4 � 4 má právì dva reálné koøeny � 4

q
4
5 , pro které máme

f(� 4

q
4
5 ) > 0 > f( 4

q
4
5 ), tudí¾ f má právì tøi reálné a dva komplexní koøeny. Dále si

uvìdomme, ¾e reducibilita polynomu f by znamenala i reducibilitu tého¾ polynomu
s koe�cienty upravenými modulo 3 v oboru polynom Z3[x]. Ov¹em okam¾itì vidíme,
¾e f � x5+2x+2 2 Z3[x] nemá ¾ádné koøeny v Z3 a napøíklad hrubou silou bychom
rychle zjistili, ¾e ho nedìlí ¾ádný polynom stupnì 2 nad Z3[x], co¾ znamená, ¾e je
v okruhu Z3[x] a tudí¾ i v Q[x] ireducibilní. Nyní nám pøedchozí poznámka øíká,
¾e je Galoisova grupa polynomu f , právì celá permutaèní grupa Sp, a proto podle
Poznámky 9.4 a Vìty 9.7 polynom f není øe¹itelný v radikálech.

Pøedchozí pøíklad ukazuje platnost následující klasické vìty:

Vìta 9.10 (Abel-Ru�ni). Pro ka¾dé pøirozené èíslo n � 5 existují racionální
polynomy stupnì n které nejsou øe¹itelné v radikálech nad tìlesem Q.

Dùkaz. Pro ka¾dé n � 5 staèí uvá¾it polynom f = xn � 4xn�4 + 2xn�5 2 Q[x],
který podle Pøíkladu 9.9 není øe¹itelný v radikálech nad Q. �

Cvièení:

(1) Rozhodòte, zda je øe¹itelná grupa symetrií ètverce D8.
(2) Rozhodnìte, zda je polynom x5 + 2 øe¹itelný v radikálech nad tìlesem Q.
(3) Je polynom x11 + 2x6 + x5 + 2 øe¹itelný v radikálech nad tìlesem Q?

10. Koneèná tìlesa podruhé

Koneèná tìlesa se nám podaøilo minulý semestr zkonstruovat za pøedpokladu,
¾e existují jisté ireducibilní polynomy. V této kapitole pøedvedeme obecnì fungu-
jící konstrukci opírající se o koøenová nadtìlesa polynomù. Jejím dùsledkem bude i
dùkaz existence ireducibilních polynomù potøebných ke standardnímu chápání ko-
neèných tìles. Pozorování týkající se jejich vlastností vyu¾ijeme poté v dal¹í kapitole
k jejich algoritmickému nalezení.

Platnost následujícího pozorování jsme si zèásti uvìdomili u¾ minulý semestr.

Poznámka 10.1. Buï T koneèné komutativní tìleso (prvoèíselné) charakteristiky
p, a nech» n je pøirozené èíslo. De�nujme zobrazení fpn : T ! T pøedpisem fpn(a) =

ap
n

a mno¾iny P := fk� 1j k 2 Ng, kde k� 1 je souèet k kopií prvku 1 v tìlese T .
a Q := ft 2 T j fpn(t) = tg. Pak platí:

(a) P � Q jsou podtìlesa tìlesa T ,
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(b) P �= Zp,
(c) fpn je Q-izomor�smus.

Dùkaz. Nejprve uvá¾íme, ¾e fp : T ! T; fp(a) = ap je okruhový homomor�smus.
Okam¾itì vidíme, ¾e 0p = 0, 1p = 1, (a �b)p = ap �bp. Dále (a+b)p =Pp

i=0

�
p
i

��(ai �
bp�i) = ap+bp, proto¾e p=

�
p
i

�
pro ka¾dé i = 1; : : : ; p�1, tedy

Pp�1
i=1

�
p
i

��(ai �bp�i) =
0. Indukèním argumentem zjistíme, ¾e fpi = fpi�1fp je homomor�smus okruhù
pro ka¾dé kladné i, Pøitom se fpi chová identicky na P , nebo» fpi(1) = 1. Proto
(a + b)p

n

= fpn(a + b) = fpn(a) + fpn(b) = ap
n

+ bp
n

, podobnì (�a)pn = �apn ,
(a � b)pn = ap

n � bpn a napøíklad pøímým výpoètem zjistíme, ¾e (a�1)p
n

= (ap
n

)�1

pro ka¾dé nenulové a. Proto¾e je fpi je prostý homomor�smus koneèného tìlesa do
sebe, musí se jednat o izomor�smus

Mìjme nyní a; b 2 Q, tj ap
n

= a, bp
n

= b. Pak (a + b)p
n

= ap
n

+ bp
n

= a + b
a podobnì (a � b)pn = ap

n � bpn = a � b, (�a)pn = �apn . Je-li navíc a 6= 0, potom
(a�1)p

n

= (ap
n

)�1 = a�1. èím¾ jsme ovìøili, ¾e a + b; a � b;�a; a�1 2 Q. Proto¾e
0; 1 2 Q zøejmì, vidíme, ¾e Q je podtìleso tìlesa T . Z de�nice Q navíc plyne, ¾e
fpn je Q-izomor�smus.

Pomocí homomor�smu ' : Z ! T; '(z) = z � 1 a První vìty o izomor�smu
nahlédneme, ¾e P �= Z=pZ �= Zp, proto je P tìleso. �

Vìta 10.2. Nech» q 2 N. Pak existuje komutativní tìleso o q prvcích, právì kdy¾
q = pn pro nìjaké prvoèíslo p a pøirozené èíslo n. Tìleso o pn prvcích je izomorfní
rozkladovému nadtìlesu polynomu xp

n � x nad Zp.

Dùkaz. ()) Vezmeme-li tìleso T øádu q a polo¾íme P = fk� 1j k 2 Ng. Proto¾e je
P podmno¾ina koneèné mno¾iny T , tedy P musí být koneèné tìleso prvoèíselného
øádu p. Nyní víme z 10.1, ¾e T má strukturu koneèného vektorového prostoru nad
P . Je-li n = dimP (T ), dostáváme, ¾e jT j = jP jn = pn.

(() Uká¾eme, ¾e rozkladové nadtìleso T polynomu xp
n � x nad Zp má právì

pn prvkù. Proto¾e p nedìlí pn � 1, nemá polynom xp
n � x podle 5.2(6) ¾ádný

vícenásobný koøen. Tìleso T tedy obsahuje aspoò pn prvkù. V dùsledku 10.1 je
mno¾ina Q = ft 2 T j tpn = tg podtìlesem, navíc tp

n

= t právì kdy¾ je t koøen
polynomu xp

n � x, tedy jQj = pn (opìt podle 5.2) a Q = T .
Vezmeme-li nyní libovolnì tìleso U o pn prvcích, pak pro ka¾dé u 2 U n f0g

up
n�1 = 1 podle díky pozorování z minulého semestru, ¾e prvek umocnìný na øád

grupy je roven jednotce, a proto up
n

= u pro v¹echna u 2 U . Vyu¾ijeme-li dále
10.1, dostaneme, ¾e v¹echny prvky U jsou koøenem polynomu xp

n � x nad tìlesem
P = fk � 1j k 2 Ng �= Zp, tedy U je rozkladové nadtìleso polynomu xp

n � x nad
tìlesem P . Závìr potom plyne z 7.5 �

Jednoznaènì (a¾ na izomor�smus) urèené tìleso o pn prvcích se zpravidla znaèí
GF (pn) (GF = Galois �eld) nebo Fpn .

Poznámka 10.3. Nech» p je prvoèíslo, k, n, r pøirozená èísla, q = pr a T komu-
tativní tìleso. Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní:

(a) k=n v oboru Z,
(b) (pk � 1)=(pn � 1) v oboru Z,
(c) (qk � 1)=(qn � 1) v oboru Z,

(d) (xq
k � x)=(xq

n � x) v oboru T[x].
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Dùkaz. (a))(b) Jestli¾e n = kd, snadno spoèítáme, ¾e pn � 1 = (pk � 1)
Pd�1

i=0 p
ik.

(b))(a) Nech» (pk � 1)=(pn � 1) a n = kd + r, kde 0 � r < k. Víme, ¾e
pkd�1 = (pk�1)

Pd�1
i=0 p

ik, tedy (pk�1)=((pn�1)� (pkd�1)). Proto¾e (pn�1)�
(pkd�1) = pkd(pr�1) a èísla pk�1 a pkd jsou nesoudìlná, máme (pk�1)=(pr�1).
Ov¹em r < k, proto r = 0.

(a),(c) Staèí uvá¾it, ¾e k=n , rk=rn a to je dle dokázané ekvivalence ekviva-
lentní tvrzení (qk � 1)=(qn � 1).

(c),(d) Pou¾ijeme obdobný argument jako v dùkazu (a),(b), je-li toti¾ (qn �
1) = s(qk � 1), pak (xq

n � x) = x(xq
k�1 � 1)

Ps�1
i=0 x

i(qk�1). �

Poznámka 10.4. Nech» p je prvoèíslo a n, q pøirozená èísla. Pro koneèné komu-
tativní tìleso T velikosti pn jsou následující tvrzení ekvivalentní:

(a) Existuje podtìleso tìlesa T o q prvcích,
(b) q=jT j a q � 1=jT j � 1,
(c) existuje k=n, ¾e q = pk.

Podtìleso dané velikosti je urèeno jednoznaènì.

Dùkaz. (a))(b) plyne z Lagrangeovy vìty pou¾ité pro grupy T (+) a T n f0g(�).
(b))(c) plyne z 10.3.
(c))(a) Podle 10.2 T sestává z koøenù polynomu xp

n�x. Proto¾e díky 10.3 platí
nad tìlesem T , ¾e (xp

k � x)=(xp
n � x), obsahuje mno¾ina Q := ft 2 T j fpk(t) = tg

právì q = pk prvkù. Nyní si staèí uvìdomit, ¾e Q je podle 10.2 podtìleso tìlesa T .
Koneènì jednoznaènost podtìlesa plyne napøíklad z faktu, ¾e podle 5.4 je mul-

tiplikativní grupa tìlesa T n f0g(�) cyklická a platí pro ní, ¾e pro ka¾dý dìlitel q� 1
øádu pn � 1 existuje jediná podgrupa øádu q � 1. �

Spojením charakterizace koneèných tìles 10.2 a dvou pøedchozích technických
pozorování uká¾eme, ¾e konstrukce koneèných tìles pomocí ireducibilních polynomù
zavedená v minulém semestru bude v¾dy k dispozici.

Vìta 10.5. Pro ka¾dé koneèné komutativní tìleso T a pøirozené èíslo n existuje
nad T ireducibilní polynom stupnì n.

Dùkaz. Z 10.2 víme, ¾e jT j = pk pro vhodné pøirozené k a ¾e existuje tìleso U ,
které má pnk prvkù. Navíc (pk � 1)=(pnk � 1) podle 10.3, proto díky 10.4 a 10.2
obsahuje U podtìleso izomorfní T , bez újmy na obecnosti mù¾eme toto podtìleso
s tìlesem T ztoto¾nit. Nyní si staèí uvìdomit, ¾e U n f0g(�) je cyklická grupa, a
zvolit nìjaký generátor � grupy U n f0g. Prvek � je podle 6.5(3) algebraický a
U n f0g = h�i � T (�), proto T (�) = U a deg(m�) = [U : T ] = n podle 6.5(1),
kde m� je minimální polynom algebraického prvku � nad T . Koneènì m� je nad
T ireducibilní podle 6.2. �

Cvièení:

(1) Kolik prvkù má rozkladové nadtìleso polynomu x24 � 1 nad tìlesem Z5?
(2) Jak je velké rozkladové nadtìleso polynomu x7 � 1 nad ètyøprvkovým tìlesem?
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11. Ireducibilní rozklad polynomù

V následující kapitole uká¾eme efektivní algoritmus na výpoèet ireducibilního
rozklad polynomù nad koneènými tìlesy. Bude sestávat ze dvou èástí, nejprve po-
lynom rozlo¾íme na polynomy neobsahující ¾ádný ètverec ireducibilního polynomu
a poté s vyu¾itím Èínské vìty o zbytcích pro polynomy a lineární algebry najdeme
rozklady bezètvercových faktorù.

Nejprve si ov¹em uvìdomme, ¾e ireducibilní faktory polynomu xq
n � x nám

poskytne v¹echny ireducibilní polynomy stupnì n nad tìlesem øádu q.

Poznámka 11.1. Nech» T je koneèné komutativní tìleso. Ka¾dý ireducibilní poly-
nom stupnì n z okruhu T[x] dìlí polynom xjT j

n � x.

Dùkaz. Nech» m 2 T[x] ireducibilní polynom stupnì n, bez újmy na obecnosti
mù¾eme pøedpokládat, ¾e jem monický. Polo¾me q = jT j = pk pro vhodné prvoèíslo
p a vhodné pøirozené k a buï U tìleso o pkn prvcích. Podobnì jako v dùkazu 10.5
mù¾eme bez újmy na obecnosti ztoto¾nit tìleso T s izomorfním podtìlesem tìlesa U ,
které existuje podle 10.4. Tìleso U je podle 10.2 rozkladovým nadtìlesem polynomu
xq

n � x nejen nad tìlesem Fp, nýbr¾ i nad ka¾dým vìt¹ím podtìlesem, tedy i nad
tìlesem T . Dále podle 5.7 je (T[x])m komutativní tìleso o pkn prvcích, v nìm¾ má
polynom m koøen. Proto¾e (T[x])m �= U a izomor�smus lze díky 7.5 vzít tak, aby
byl na podtìlesech T identický, má m koøen v U , oznaème ho �. Snadno s pomocí
6.2 nahlédneme, ¾e m je minimálním polynomem prvku � nad tìlesem T , a proto¾e
je � koøenem polynomu xq

n � x, máme m=(xq
n � x) v okruhu T[x]. �

De�nice. Øekneme, ¾e polynom f je bez ètvercù, jestli¾e neexistuje ¾ádný takový
polynom g (nad tým¾ tìlesem) kladného stupnì, aby g2=f . Je-li f =

Qn
i=1 f

i
i , kde

v¹echny polynomy fi jsou bez ètvercù, mluvíme o bezètvercovém rozkladu polynomu
f .

Poznámka 11.2. Nech» T je koneèné komutativní tìleso a f 2 T [x] n T .
(1) Existuje (a¾ na asociovanost jednoznaèný) bezètvercový rozklad f ,
(2) je-li f ireducibilní, pak f 0 6= 0,
(3) f je bez ètvercù právì kdy¾ 1 je GCD(f; f 0).

Dùkaz. (1) Bezprostøední dùsledek 3.3 spolu s 3.5.
(2) Nech» f =

P
aix

i 2 T [x]nT a pøedpokládejme, ¾e f 0 =
P

i>0 iaix
i�1 = 0, co¾

nutnì znamená, ¾e aj = 0 pro v¹echna j, která nejsou násobkem charakteristiky
p tìlesa T , tj. f =

P
apix

pi 2 T [x] n T . Proto¾e je t ! tp prostý homomor�s-
mus koneèného tìlesa T do sebe, jde nutnì o izomor�smus, tedy pro ka¾dé api
najdeme vzor bi 2 T , tedy prvek splòující bpi = aip. Nyní u¾ snadno nahlédneme,
¾e (
P
bix

i)p =
P
apix

pi = f , tudí¾ polynom f není ireducibilní.
(3) Jestli¾e f = g2h, pak podle 5.2(6) f 0 = g � (gh)0 + g0 � gh = g � ((gh)0 + g0h),

tedy g=f 0.
Pøedpokládejme, ¾e 1 není GCD(f; f 0), tedy 5.2(5) existuje ireducibilní polynom

g, který dìlí f 0 i f , tj. f = g �a; f 0 = g �b. Proto¾e g �b = f 0 = (g �a)0 = g �a0+g0 �a a
proto¾e g je ireducibilní polynom a g0 podle (2) nenulový polynom men¹ího stupnì,
jsou nesoudìlné a dostáváme tudí¾, ¾e g=a a proto g2=f . �

Bezètvercový rozklad polynomu nad tìlesem kladné charakteristiky

VSTUP: f 2 T [x] n T, pro p = charakteristika T
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VÝSTUP: f1; : : : ; fk, pro které f =
Qn

i=1 f
i
i je bezètvercový rozklad.

0. c1 := GCD(f; f 0); g1 :=
f
c1
; i := 1;

1. while deg(gi > 0) do fgi+1 := GCD(ci; gi); ci+1 :=
ci
gi+1

; fi :=
gi
gi+1

; i++g
2. c := ci�1 =

P
i aix

i;
3. if deg c > 0 then (fp; f2p; : : : ) := zavolej rekurzivnì algoritmus

pro vstup p
p
c =
P

i
p
p
aipx

i;
4. return f1; f2; : : :

Poznámka 11.3. Algoritmus bezètvercového rozklad polynomu nad tìlesem kladné
charakteristiky funguje správnì.

Dùkaz. Nech» f =
Qn

i=1 f
i
i je bezètvercový rozklad. Potom

f 0 = [
X
i=2pN

if 0if
i�1
i �

Y
j =2pN[fig

f jj ] � [
Y
i2pN

f ii ];

a vyu¾ijeme-li nesoudìlnost fi a f 0i zaruèenou 11.2, pak

c1 = GCD(f; f 0) = [
Y
j =2pN

f j�1
j ] � [

Y
i2pN

f ii ]:

Odtud dostáváme, ¾e g1 =
Q

j =2pN fj a g2 =
Q

j�2;j =2pN fj .
Podobnì nahlédneme, ¾e

ck = [
Y

j�k;j =2pN
f j�1
j ] � [

Y
i2pN

f ii ]

a ¾e gk =
Q

j�k;j =2pN fj . Odtud vidíme, ¾e gk
gk+1

= fk pokud p nedìlí k a gk
gk+1

= 1

v opaèném pøípadì. Tedy na¹li jsme èleny bezètvercového rozkladu pro v¹echna i,
je¾ nejsou dìlena èíslem p. Navíc po koneènì krocích dostaneme polynom

c = [
Y
i2pN

f ii ] =
X
i

aipx
ip = (

X
i

p
p
aipx

i)p:

Poznamenejme, ¾e v tìlese Zp Frobeniùv endomor�smus a! ap pùsobí jako iden-
tické zobrazení, a proto je v takovém pøípadì odmocnina p

p
aip = aip.

Zbytek u¾ plyne z rekurze algoritmu pou¾ité na polynom
P

i aix
i, kdy najdeme

èleny fi bezètvercového rozklad pro p=i, jestli¾e p2 nedìlí i. �

Podstatná èást úvahy umo¾òující ireducibilní rozklad bezètvercových polynomù
se opírá o Èínskou vìtu o zbytcích pro polynomy.

Poznámka 11.4 (Èínská vìta o zbytcích). Mìjme koneèné komutativní tìleso T ,
po dvou nesoudìlné polynomy f1; : : : ; fn 2 T[x] a polo¾me f =

Qn
i=1 fi. Pak je

zobrazení ' : T[x]=fT [x]!Qn
i=1 T [x]=fiT [x] dané pøedpisem

'([g]f ) = ([(g)mod f1]; : : : [(g)mod fn])

okruhový izomor�smus.

Dùkaz. Díky tomu, ¾e je obor T [x] Eukleidùv a T[x]=fT [x] a
Qn

i=1 T [x]=fiT [x] jsou
stejnì velké koneèné okruhy lze argumentovat stejnì jako v dùkazu Èínské vìty o
zbytcích pro pøirozená èísla, tj. nahlédnout, ¾e je zobrazení prosté díky tomu, ¾e
nejmen¹í spoleèný násobek polynomù f1; : : : ; fn je jejich souèin f . �
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Poznamenejme, ¾e pøedchozí tvrzení platí v mnohem obecnìj¹ím kontextu, na-
pøíklad pro obory nad jakýmkoli komutativním tìlesem a ¾e máme k dispozici
algoritmické øe¹ení hledání vzoru ka¾dého prvku z oboru hodnot.

Vìta 11.5. Buï T koneèné komutativní tìleso a f monický bezètvercový polynom.
Oznaème V = T [x]=fT [x] a W = fu 2 V j ujT j = ug.

(1) V je vektorový prostor nad tìlesem T a W jeho podprostor.
(2) Je-li f souèinem k ireducibilních polynomù, pak dimTW = k.
(3) Je-li [u]f 2W a 1 � deg u � deg f , potom f =

Q
s2T GCD(u� s; f).

(4) Je-li [u1]f : : : [uk]f báze vektorového prostoru W a g a h dva neasociované
ireducibilní faktory f, potom existuje takové i � k a s 2 T , ¾e g dìlí (ui�s)
a h nedìlí (ui � s).

Dùkaz. (1) V je komutativní grupou s pøirozenì de�novaným násobením skalárem,
o nìm¾ snadno nahlédneme, ¾e tvoøí na V strukturu vektorového prostoru. Abychom
dokázali, ¾e je W jeho podprostor, nejprve podobnì jako v 10.1 uká¾eme, ¾e zob-
razení 'T : u ! ujT j tvoøí T -endomor�smus na T [x] a tedy i na V = T [x]=fT [x].
Oznaème pn = jT j, kde p charakteristika tìlesa T a tedy i okruhu T [x]. Sluèitelnost
s násobením je zøejmá a z 10.2 plyne, ¾e tjT j = t pro ka¾dé t 2 T a pro ka¾dé
a; b 2 T [x] platí, ¾e (a+ b)p = ap + bp a tudí¾ i (a+ b)p

n

= ap
n

+ bp
n

.
Proto¾e je 'T T -endomor�smus, jde o T -linární operátor na V a W = fu 2

V j 'T (u) = ug je mno¾inou jeho vlastních vektorù pøíslu¹ných vlastnímu èíslu 1, o
které víme, ¾e je podprostorem z lineární algebry.

(2) Buï f = f1 � � � � � fk rozklad f na monické ireducibilní polynomy a ozna-
ème Vi = T [x]=fiT [x] a Wi = fu 2 Vij ujT j = ug. Podle Èínské vìty o zbyt-
cích pro polynomy je zobrazení ' : V ! Qk

i=1 Vi dané pøedpisem '([v]f ) =
([(v)mod f1]; : : : [(v)mod fn]) izomor�smus okruhù a tedy i vektorových prostorù
V a

Qk
i=1 Vi. Vidíme, ¾e '(W ) � Qk

i=1Wi (�
Qk

i=1 Vi). Proto¾e dále pro ka¾dé

(w1; : : : ; wk) 2
Qk

i=1Wi, existuje vzor w 2 V , tj. '(w) = (w1; : : : ; wk), pøièem¾

'(wjT j) = (w
jT j
1 ; : : : ; w

jT j
k ) = (w1; : : : ; wk) = '(w), tedy '(W ) =

Qk
i=1Wi. Ko-

neènì si v¹imnìme, ¾e ka¾dý okruh Vi je tìleso a Wi jeho podtìleso o nejvý¹e jT j
prvcích díky 10.1 a zároveò je Wi nenulový vektorový jT j-prostor, má tedy právì
jT j prvkù. Tím jsme ovìøili, ¾e jW j = jQk

i=1Wij = jT jk, proto je dimT (W ) = k.
(3) Vyu¾ijeme-li faktu, ¾e okruhy Wi jsou jT j-prvková tìlesa a ' indukuje okru-

hový izomor�smus W a
Qk

i=1Wi, pro ka¾dý prvek w 2 W dostáváme wjT j � w =Q
s2T (w � s) = 0, kde ztoto¾níme prvky tìlesa T a rozkladové tøídy [sx0]f . Je-li

tedy [u]f = w 2W , platí, ¾e f=
Q

s2T (u�s), proto f=
Q

s2T GCD(u�s; f). Jeliko¾
jsou polynomy u�s a u�t pro t 6= s nesoudìlné, dostáváme

Q
s2T GCD(u�s; f)=f ,

a proto¾e jsou oba polynomy monické dostáváme dokonce rovnost.
(4) Bez újmy na obecnosti oddìlíme napøíklad polynomy f1 a f2. Proto¾e ! =

([1]; [0]; : : : ; [0]) 2 Qk
i=1Wi, existuje polynom u, pro nìj¾ [u] 2 W a '([u]) = !. To

znamená, ¾e f1=u � 1 a f2=u, proto f2 nedìlí u � 1. Podle (3) plyne, ¾e f1 nedìlí
u�s pro ¾ádné s 2 T nf1g, tedy f1f2 nedìlí u�s pro ¾ádné s 2 T . Pøedpokládejme
nyní, ¾e pro ka¾dé i existuje takové si 2 T , ¾e f1f2=(ui � si) a vezmìme T -lineární
kombinaci u =

Pk
i=1 aiui. Potom f1f2=

Pk
i=1 ai(ui � si) = u �Pk

i=1 aisi, èím¾
dostáváme spor. Dokázali jsme, ¾e existuje takové i, ¾e f1f2 nedìlí (ui � s) pro
¾ádné s 2 T . Nyní zbývá pomocí (3) zvolit s 2 T , pro nìj¾ f1=(ui � s). �
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Následující algoritmus vyu¾ívá pøedchozí vìty, konkrétnì nalezení báze vektoro-
vého prostoru W , k rozkladu bezètvercového polynomu nad koneèným tìlesem:

Berlekampùv algoritmus

VSTUP: f 2 T [x] n T, bez ètvercù, kde T je koneèné tìleso.
VÝSTUP: g1; : : : ; gk, ireducibilní rozklad f.

0. n := deg f; q := jT j;
for j = 1 to q najdi qij, aby

Pn
i=1 qijx

i�1 := (xq(j�1)) mod f;
1. spoèítej bázi (u1; : : : ; uk) øe¹ení soustavy rovnic (Q � In)u = 0,

kde u1 = (1; 0; : : : ; 0)T ;
2. i := 2; F := ffg
3. while jF j < k do fnahraï ka¾dé g 2 F netriviálními faktory

rozkladu g =
Q

s2T GCD(ui � s; g); i++g
4. return F

Pøíklad 11.6. (1) Hledáme-li nerozlo¾itelné polynomy z F2[x] stupnì 4, víme z
11.1, ¾e v¹echny musí dìlit polynom x16 � x, resp. x15 � 1. Dále nám 10.3 øíká,
¾e nerozlo¾itelný polynom stupnì k (� 4) dìlí polynom x16 � x právì kdy¾ k=4
(tj. právì kdy¾ existuje podtìleso ¹estnáctiprvkového tìlesa o 2k prvcích). Tudí¾
polynom x16�x budou dìlit právì v¹echny nerozlo¾itelné polynomy stupnì 1, 2 a 4.
Jediným nerozlo¾itelným polynomem stupnì 2 nad tìlesem F2 je polynom x2+x+1.
Snadno spoèítáme, ¾e x16 � x = x(x� 1)(x2 + x+ 1)(x12 + x9 + x6 + x3 + 1), tedy
polynom x12+ x9+ x6+ x3+1 u¾ nutnì musí být souèinem v¹ech nerozlo¾itelných
polynomù stupnì 4 (zøejmì existují právì 3). Dopoèítáme, ¾e x12+x9+x6+x3+1 =
(x4 + x3 + x2 + x+ 1)(x4 + x3 + 1)(x4 + x+ 1).

(2) Proto¾e tìleso o 27 prvcích obsahuje pouze vlastní podtìleso o 2 prvcích (7
je toti¾ prvoèíslo), je polynom x128 � x nad F2 souèinem právì v¹ech ireducibil-
ních polynomù stupnì 1 (takové jsou právì 2) a stupnì 7. Proto nad F2 existuje
právì 18 = 128�2

7 nerozlo¾itelných polynomù stupnì 7. (3) Spoèítáme pomocí 11.1
a 10.3 neasociované nerozlo¾itelné polynomy stupnì ¹est nad tìlesem F3. Víme, ¾e
polynom x729�x se rozkládá na souèin v¹ech vzájemnì neasociovaných (mají toti¾
rùzné koøeny) ireducibilních polynomù stupnì k=6, tedy rozklad x729 � x na ire-
ducibilní èinitele obsahuje právì polynomy stupnì 1, 2, 3 a 6. Zøejmì máme právì
3 neasociované ireducibilní polynomy stupnì 1 a snadno spoèteme (napø. stejným
postupem pro polynom x9 � x), ¾e existují rovnì¾ 3 neasociované neireducibilní
polynomy stupnì 2. Koneènì pomocí rozkladu polynomu x27 � x na nerozlo¾itelné
polynomy (stejnou metodou) zjistíme, ¾e existuje a¾ na asociovanost 8 = 27�(3�1)

3
neireducibilních polynomù stupnì 3. Tedy snadno dopoèítáme, ¾e neasociovaných
ireducibilních polynomù stupnì 6 nad F3 existuje právì 116 = 729�(3�1+3�2+8�3)

6 .

Na závìr vyslovme bez dùkazu tvrzení, které øíká, ¾e nekomutativní koneèná
tìlesa neexistují, co¾ znamená, ¾e v charakterizaci 10.2 mù¾eme vypustit pøedpoklad
komutativity.

Vìta 11.7 (Wedderburn). Koneèné tìleso je nutnì komutativní.

Cvièení:

(1) Urèete souèin v¹ech monických ireducibilních polynomù stupnì 3 nad tìlesem Z3.
(2) Kolik podtìles obsahuje tìleso o 64 prvcích?
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(3) Kolik existuje rùzných ireducibilních polynomù stupnì 6 nad tìlesem Z3?

12. Volné algebry a variety algeber

V poslední kapitole celého kurzu se vrátíme k obecnému konceptu obecných al-
geber daného typu a uká¾eme, ¾e ka¾dou algebru mù¾eme dostat faktorizací základ-
ního typu algeber, jim¾ se øíká volné. Na závìr uká¾eme, ¾e tøídy algeber splòujících
nìjaký systém rovností lze charakterizovat právì jako tøídy uzavøené na podalgebry,
homomorfní obrazy a souèiny.

Pøipomeòme, ¾e pro mno¾inu I se zobrazení 
 : I ! N øíká typ. Algebra A(�ij i 2
I) je typu 
, pokud pro ka¾dé i 2 I je �i právì 
(i)-ární operací.

De�nice. Buï 
 : I ! N nìjaký typ, X mno¾ina a nech» indexovaná mno¾ina
symbolù operací f�ij i 2 Ig je disjunktní s X. De�nujme indukcí posloupnost
mno¾in Wi:
W0 = f�ij i 2 I;
(i) = 0g [X a
Wn+1 = f(�i; w1; : : : ; w
(i))j i 2 I; wj 2Wn; 
(i) 6= 0g [Wn:
Polo¾me W
(X) =

S
n2NWn a de�nujme pro ka¾dé i 2 I na mno¾inì W
(X)


(i)-ární operaci �i pøedpisem �i(w1; : : : ; w
(i)) = (�i; w1; : : : ; w
(i)). Potom alge-
bru W
(X)(�ij i 2 I) (typu 
) nazveme (absolutnì volnou) algebrou termù nad X
typu 
.

Pøíklad 12.1. Buï X = fxg jednoprvková mno¾ina písmen, I = f�g a 
(�) = 1,
tedy uva¾ujeme jednu unární operaci. PotomW
(X) = fx; (��; x); (��; ��; x); : : : g,
proto je W
(X) nekoneèná.

Poznámka 12.2. Nech» 
 : I ! N0 nìjaký typ a X je mno¾ina. Potom X generuje
algebru termù W
(X)(�ij i 2 I).
Dùkaz. Doká¾eme indukcí podle n, ¾e Wn � hXi. Zøejmì W0 � hXi. Nech» Wn �
hXi. Vezmeme-li i 2 I, pro nì¾ 
(i) 6= 0, a w1; : : : ; w
(i) 2 Wn � hXi, pak
(�i; w1; : : : ; w
(i)) = �i(wi; : : : ; w
(i)) 2 hXi, proto Wn+1 � hXi. �

Poznámka 12.3. Buï 
 : I ! N0 typ, X mno¾ina a A(�ij i 2 I) algebra typu

. Pak pro ka¾dé zobrazení ' : X ! A existuje právì jeden homomor�smus ' :
W
(X)! A tak, ¾e 'jX = '.

Dùkaz. Budeme induktivnì roz¹iøovat zobrazení ' na mno¾iny Wn. Nejprve de�-
nujme '0 :W0 ! A pøedpisem '0(x) = '(x) pro v¹echna x 2 X a '0(�i) = �i pro
v¹echna taková i, pro nì¾ 
(i) = 0. Máme-li de�nováno 'n :Wn ! A roz¹íøíme ho
na 'n+1 :Wn+1 ! A pøedpisem

'n+1(�i; w1; : : : ; w
(i)) = �i('n(w1); : : : ; 'n(w
(i)));

jestli¾e i 2 I, 
(i) 6= 0 a w1; : : : ; w
(i) 2 Wn. Koneènì polo¾me ' =
S
n 'n, Z

konstrukce je zjevné, ¾e jde o jedinou mo¾nou de�nici roz¹iøujícího homomor�smu.
�

Vìta 12.4. Ka¾dá algebra daného typu 
 je homomorfním obrazem algebryW
(X)
pro nìjakou mno¾inu X.

Dùkaz. Staèí vzít za X libovolnou mno¾inu generátorù (napøíklad celou algebru) a
identitu na X roz¹íøit podle 12.3 na pøíslu¹ný homomor�smus. �
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Poznámka 12.5. Nech» 
 je typ a X a Y mno¾iny. Pak je algebra termù W
(X)
nad X izomorfní algebøe termù W
(Y ) nad Y právì tehdy, kdy¾ existuje bijekce
mezi X a Y (tj. jXj = jY j).
Dùkaz. ()) Vezmìme nìjaký izomor�smus ' : W
(X) ! W
(Y ). Nejprve doká-
¾eme, ¾e '(X) � Y . Pøedpokládejme, ¾e existuje x 2 X, pro které '(x) = w 62 Y ,
tj. buï existuje i 2 I, pro nì¾ 
(i) = 0 a w = �i nebo existuje n > 0, pro nì¾ w 2
Wn nWn�1. První mo¾nost je ov¹em ve sporu s prostotou ', proto¾e '(x) = '(�i),
a kdyby w = �j(w1; : : : ; w
(j)) pro j 2 I a w1; : : : ; w
(j) 2 Wn�1, dostali bychom,
¾e x = �j('

�1(w1); : : : ; '
�1(w
(j))) 62W0, co¾ rovnì¾ není mo¾né. Tedy '(X) � Y

a stejným argumentem pro inverzní izomor�smus obdr¾íme '�1(Y ) � X, tudí¾ '
indukuje bijekci mezi X a Y

(() Máme-li bijekci b : X ! Y mù¾eme ji podle 12.3 roz¹íøit na homomor�smus
' : W
(X) ! W
(Y ) a její inverz b�1 : Y ! X na homomor�smus  : W
(Y ) !
W
(X). Z jednoznaènosti roz¹íøení identity na X resp. Y na endomor�smus na
W
(X), resp. W
(Y ) plyne, ¾e ' = Id a  ' = Id, tedy ' je izomor�smus. �

Pøipomeòme de�nici souèinové algebry. Mìjme n 2 N, neprázdný systém mno¾in
Aj , j 2 J a systém n-árních operací �i na Aj . De�nujme operaci

Q
j2J �i naQ

j2J Aj vztahem

[
Y
j2J

�i(f1; : : : ; f
(i))](j) = �i(f1(j); : : : ; f
(i)(j));

kde fi 2
Q

j2J Aj .
Snadno nahlédneme, ¾e

Q
j2J Aj(

Q
j2J �ij i 2 I) opìt algebra typu 
 (mluvíme

o souèinu algeber), je-li Aj(�ij i 2 I) neprázdný systém algeber stejného typu 
.

De�nice. Nech» 
 je typ a X je nekoneèná spoèetná mno¾ina. Identitou nazveme
libovolnou dvojici (u;w) 2W
(X)�W
(X). Øekneme, ¾e algebra A typu 
 splòuje
identitu (u;w), pokud pro ka¾dý homomor�smus ' : W
(X)! A je '(u) = '(w).
Tøídu V algeber typu 
 nazveme varietou, existuje-li mno¾ina identit M tak, ¾e V
je tvoøena právì v¹emi algebrami typu 
 splòujícími v¹echny identity z M .

Pøíklad 12.6. (1) Tøída v¹ech grup tvoøí varietu (pøitom tato varieta splòuje
identity (x � (y � z); (x � y) � z), (x � 1; x), (1 � x; x) a (x � x�1; 1)).

(2) Tøída v¹ech komutativních grup tvoøí varietu (k identitám grupy pøibude
je¹tì komutativita: (x � y; y � x)).

(3) Tøída v¹ech okruhù tvoøí varietu algeber splòující identity komutativní grupy
pro operaci sèítání a dále identity asociativity (x � (y � z); (x � y) � z), neutrálního
prvku (x � 1; x), (1 � x; x) a pravé a levé distributivity (x � (y + z); x � y + x � z) a
((x+ y) � z; x � z + y � z).
Vìta 12.7 (Birkho�). Tøída V algeber typu 
 je varieta právì tehdy, kdy¾ je V
uzavøená na v¹echny podalgebry, homomorfní obrazy a souèiny algeber z V.
Dùkaz. ()) Nech» V je varieta s mno¾inou identit M . Zvolme A 2 V a vezmìme
nìjakou podalgebru B algebry A. Oznaème i : B ! A inkluzi mno¾in a v¹imnìme
si, ¾e je i homomor�smus. Máme-li nyní (u;w) 2 M a libovolný homomor�smus
' : W
(X) ! B, pak i' je homomor�smus W
(X) do A, proto i'(u) = i'(w).
Ov¹em i je prosté zobrazení, tedy '(u) = '(w).

Nyní vezmìme homomor�smus  : A ! B, kde opìt A 2 V, (u;w) 2 M a
homomor�smus ' : W
(X) !  (A). Pro ka¾dé x 2 X de�nujme zobrazení � :
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X ! A podmínkou �(x) 2  ('(x))�1. Zobrazení � mù¾eme podle 12.3 roz¹íøit na
homomor�smus � : X !  (A, pro nìj¾  � = '. Proto¾e �(u) = �(w), dostáváme i
'(u) =  �(u) =  �(w) = '(w), tedy  (A) 2 V.

Koneènì mìjme systém algeber Aj 2 V, kde j 2 J , a homomor�smus ' :
W
(X) ! Q

j2J Aj a (u;w) 2 M . Oznaème �k :
Q

j2J Aj ! Ak pro ka¾dé k 2 J
pøirozenou projekci na k-tou slo¾ku a v¹imnìme si, ¾e se jedná o homomor�smus.
Proto¾e �k'(u) = �k'(w) pro ka¾dé k 2 J , je podle de�nice souèinu algeber
'(u) = '(w).

(() Vezmìme mno¾inu v¹ech identit M , které splòuje ka¾dá algebra z V a dále
oznaème U varietu v¹ech algeber splòujících M . Zøejmì V � U .

Nejprve zvolme libovolnou algebru A 2 U . Díky 12.4 existuje mno¾ina Y a ho-
momor�smus p : W
(Y )! A na celou algebru A. Uvá¾íme mno¾inu R v¹ech kon-
gruencí � na W
(Y ), pro nì¾ W
(Y )=� 2 V. Vidíme, ¾e

Q
�2RW
(Y )=� 2 V podle

pøedpokladu a dále pøirozenì de�nované zobrazení  : W
(Y ) !
Q

�2RW
(Y )=�

je homomor�smus. Proto pro kongruenci �Y =
T
�2R � pomocí 1. vìty o izomor-

�smu dostáváme vztahW
(Y )=�Y =W
(Y )=ker  �=  (W
(Y )), tedyW
(Y )=�Y
je podalgebra souèinové algebry z V, tedy i W
(Y )=�Y 2 V a �Y je nejmen¹í kon-
gruence na W
(Y ), pro ní¾ W
(Y )=�Y 2 V.

Nyní obmìnou uká¾eme, ¾e �Y � ker p, kde p : W
(Y )! A je homomor�smus
na zaruèený Vìtou 12.4. Vezmìme (a; b), aby platilo, ¾e p(a) 6= p(b) a nech» X
je spoèetná (staèí samozøejmì koneèná) podmno¾ina Y , která obsahuje v¹echna
písmena termù z a a b. Proto¾e W
(X) �W
(Y ) a restrikce p na W
(X) indukuje
homomor�smus W
(X) ! A, identita (a; b) na A není splnìna, proto existuje
algebra B 2 V a takový homomor�smus f : W
(X) ! B na celé B (nebo» V
je uzavøené na podalgebry), ¾e f(a) 6= f(b). Ten mù¾eme díky 12.3 roz¹íøit (na
Y n X zobrazení dode�nujeme libovolnì) na homomor�smus f : W
(Y ) ! B. To
znamená, ¾e (a; b) 62 �Y a inkluzi �Y � ker p tím máme ovìøenu.

Koneènì pou¾itím 1. vìty o izomor�smu dostáváme, ¾e A �= W
(Y )=ker p. Ta
je ov¹em izomorfní faktorové algebøe algebry W
(Y )=�Y , konkrétnì díky 2. vìtì o
izomor�smu máme

A �=W
(Y )=ker p �= (W
(Y )=�Y )=(ker p=�Y )

Proto z uzavøenosti V na faktory dostáváme, ¾e A 2 V. �

Uvìdomíme-li si, ¾e homomorfní obraz algebry je podle První vìty o izomor�smu
izomorfní faktoru pùvodní algebry, dostáváme reformulaci Birkho�ovy vìty:

Dùsledek 12.8. Tøída V algeber typu 
 je varieta právì tehdy, kdy¾ je V uzavøená
na v¹echny podalgebry, souèiny a faktorizaci.

Pøíklad 12.9. (1) Tøída v¹ech tìles není podle Birkho�ovy vìty varietou, nebo»
souèin dvou tìles (napø. Z2 � Z2) není tìlesem.

(2) Tøídy v¹ech grup chápaných jako algebry typu (1; 1; 1), komutativních grup,
èi okruhù jsou variety, proto¾e jsou uzavøené na souèiny, podalgebry i homomorfní
obrazy.

Cvièení:

(1) Tvoøí varietu tøída v¹ech komutativních okruhù?
(2) Tvoøí varietu tøída v¹ech oborù?
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